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Ivadas

Per ilgg savo gyvavimo istorija matematika pergyveno tris gilias krizes.
Matematika kaip deduktyvus mokslas susiformavo VI amziuje pries Kristy.
Zymiausi to meto matematikai buvo Pythagoras, Tallis bei ju mokiniai. Pythago-
ras darbai rémeési intuityviai aiskiu tvirtinimu, kad bet kurie vienartusiai dydziai
turi bendra, mata. Pavyzdziui, bet kurioms dviems atkarpoms atsiras trecioji,
telpanti sveikaji skaic¢iy karty i kiekvieng turima atkarpa. Buvo manoma, kad
visi ilgiai ir plotai tarpusavyje gali buti bendramaciai. Nebendramaciu atkarpy
atradimas buvo didelis smugis matematiko Phytagoras mokymui. Netikétas
atradimas V amziuje pries Kristu, kad kvadrato istrizainé neturi bendro mato
su krastine, sukélé matematikos pagrindy krize. Pasirodo, kvadrato jstrizainés
ir krastinés santykio negalima isreiksti jokiu tuo metu vartojamu skai¢iumi.

Véliau buvo atrasta ir daugiau nebendramaciy dydziy. Tai apskritimo ilgis
ir jo skersmuo, kvadrato ir apie ji apibrézto skritulio plotai bei kiti dydziai.
Krize tesesi ilgai. Jos pabaiga, apie 370 metus prie§ Kristy, siejama su zZymaus
graiky matematiko Eudoxos darbais. Jis sukiiré bendraja proporcijy teorija. Si
krizé suvaidino ypatinga vaidmenj matematinio metodo kturimui. Be to, buvo
jvesti nauji skaiciai. Jie nebuvo nei sveiki, nei trupmeniniai. Tai iracionalus
skaiciai ( V2, 7, ). To meto daugelio mokslininky jie buvo sutikti su nep-
asitikéjimu. Sie skai¢iai buvo laikomi nesuprantamais, beprasmiais, netikrais,
protu nesuvokiamais, t.y. ”iracionaliais”.

Antroji krizé siejama su matematine analize ir sukrété matematika XVII
amziaus pabaigoje. Newton ir Leibnitz mokiniai, kiti ju teorijos Salininkai
mazai ripinosi analizés pagrindais. Jie buvo susizavéje dideliu galimumu taikyti
analize praktikoje. Teoremy jrodymai nebuvo griezti. Rezultatai rémesi neaiskiu
be galo mazy dydziy aiskinimu. Krizé ir kilo dél Sios savokos neaiskumo. Be galo
mazas dydis kartais budavo prilyginams nuliui ir atmetamas skai¢iavimuose, ki-
tais kartais jam buidavo suteikiama reik§mé nelygi nuliui. XIX amziaus pradzioje
Cauchy atsisaké neaiskios be galo mazy dydziy teorijos ir pakeité jg griezta riby
teorija. Antrosios krizés pabaiga kaip tik ir siejama su Sia teorija.

Idomu, kad ir XX amziuje matematikai grizo prie be galo mazy dydziuy
savokos patikslinimo. 1960 m. amerikieCiy matematikas A.Robinson pasitlé
kita btuida, kaip galima grieztai pagristi XVII ir XVIII amziy matematine analize.
Jis pasitilé zitiréti | be galo mazus dydzius ne kaip i kintamuosius, o kaip | pas-
tovius dydzius. Taip juk buvo ir tada, kai kurési matematiné analizé. Matyt,
ir Leibnitz, ivesdamas simbolius dz, dy, laiké juos pastoviais ypatingos rtisies
dydziais. Taigi, A.Robinson jvedé be galo mazy ir be galo dideliy skaiciy
savokas. Remiantis Siomis savokomis galima kurti kitokia matematine analize
(tiksliau, jg pagristi kitu baidu). Ji vadinama nestandartine analize.

Trecioji matematikos pagrindy krizé prasidéjo 1897 metais, kai spaudoje
pasirodé italy matematiko Burali-Forti atrasta aibiy teorijos antinomija. Kai



kalbama apie kuria nors teorijos antinomija, suprantama, kad toje teorijoje
jrodomi du vienas kitam priestaraujantys teiginiai, nors teorijos aksiomos bei
isvedimo taisyklés atrodo teisingos.

Pateiksime porg antinomijy pavyzdziy.
Vienas zmogus pasaké: wviskas, kg a$ kalbu — melas. Vadinasi, melas ir §itas jo
posakis. O tai reiskia, kad ne viskas, kg pasako tas zmogus, yra melas. Betgi
tal priestarauja pirmajam teiginiui.

Tarkime, a yra maziausias teigiamas skai¢ius kuriam apibrézti reikia dau-
giau kaip 15 lietuvisky zodziy. Kadangi pastarajj sakinj sudaro maziau kaip 15
zodziu, tai a néra taip apibréztas skaicius. Taigi, tas sakinys priestaringas.

Deja, panasiy paradoksu, pasirodo galima rasti ir, grieztoje, tikslioje matem-
atikoje (zitrék skyrelj aksiominé aibiy teorija). Taigi, aibiy teorijoje buvo ap-
tikta paradoksy, o tai reiskia, kad aibiuy teorijoje ne viskas gerai. Kadangi
aibiy teorija remiasi ir kitos matematikos Sakos, tai susvyravo matematikos pa-
grindai. Daugelis tyrinétoju laiké, kad paradoksuy priezastis slypi logikoje. Buvo
reikalinga visapusiska logikos pagrindy analizé.

Logika nagrinéja zmogaus mastyma, tiksliau — mastymo forma,. Zodis logika
kiles is senosios graiky kalbos zodzio logos, reigkiancio Zodis, kalba, protas, sam-
protavimas. Logika atsirado ir vystesi kaip filosofijos mokslo saka. VI-IV a. pries
Kristy ji buvo savarankiskai kuriama Graikijoje, Kinijoje ir Indijoje. Zymiausiu
ty laiky logiku buvo graiky filosofas Aristoteles (384-322 m. pries Kristy),
kurio sukurta teorija (zitirék skyrelj Aristotelio logika) suvaidino ypatings vaid-
menj logikoje. Po Aristotelio sistemos sukurimo seké stagnacijos periodas, kurio
trukmé daugiau kaip du tukstanciai mety.

Matematiné logika, naudodama matematika, pirmiausia tiria matematinius
samprotavimus. Matematinés logikos pradininkais vieni autoriai vadina vokie¢iy
matematiks G.Leibnitz (1646-1716), kiti airiy matematiks, D.Boole (1646-1716)
ar vokietj G.Frege (1848-1925). Didele jtaks ir vieniems , ir kitiems turéjo Aris-
toteles.

Matematikas A.de Morgan i§ Londono (1806-1878) kai kurias algebroje galio-
jancias savybes perkélé logikos désniams. D.Boole stengési igyvendinti idéja,
kad logika tapty tiksliuoju mokslu. Vokiec¢iy matematikas E.Schriader (1841-
1902) bei Kazanés universiteto (Rusija) profesorius P.S.Poreckij (1846-1907)
padéjo pagrindus teiginiy ir predikaty logikai, dazniausiai siedami ja su alge-
bra. Per Simtmecius susikaupée daug atrasty logikos désniy. Pavyzdziui, vienas
ju ((p&q) — r)&(p&—r)) — —q. Loginiy operacijy zenkly dar nebuvo. Désnis
buvo uzrasSytas taip:

Jei pirmasis ir antrasis, tai treciasis. Dabar néra treciojo, bet yra pirmasis.
Vadinasi, néra antrojo.



Kaip gi jie budavo atrandami? Dazniausiai budavo iskeliama hipotezé apie
deésnj ir stengiamasi ji paneigti t.y. rasti pavyzdi, su kuriuo jis buty klaidin-
gas. Jei tai nepavyksta, tai jis pripazistamas désniu. Jrodymo (matematine
prasme) nebidavo. Logikos désniy aibe pirmasis susistemino vokie¢iy matem-
atikas Gottlob Frege. Jis 1879 metais pirmasis suktré formaliajg teorijg —
teiginiy skaic¢iavima ir parodé, kad visi zinomi, bei daugelis nauju, iSvedami
jame (paprastumo délei aksiomos parasytos §iy laiky formalioje kalboje):

Skaic¢iavime yra formuliy keitimo lygiaverciomis ir modus ponens taisyklés.
Véliau buvo jrodyta, kad (3) aksioma nereikalinga. Ji isvedama i likusiujy.
Idomu tai, kad G.Frege aprasé skai¢iavimg anksciau, negu kad buvo pastebéta,
kad logikos désnius galima nustatyti ir naudojantis teisingumo lentelémis. Tik
praéjus SeSeriems metams, 1885 metais Charles Sanders Peirce (amerikieciy
matematikas ir filosofas) sukiré teisingumo lenteliy metoda,.

Pagrindiniai vadovélyje apraSyti rezultatai ir prasideda G.Frege skaic¢iavimu
bei vélesniais logiky darbais.

Logika palaipsniui tampa tiksliuoju mokslu, kurio rezultaty supratimui jau
reikalingas matematinis issilavinimas, o pats mokslas pradétas vadinti tai sim-
boline logika, tai formaliaja ar matematine logika. Galutinai kaip savarankiska
matematikos Saka su savo problematika ir metodais logika susiformavo praeito
Simtmecio ketvirtajame deSimtmetyje. Ypac¢ prie to prisidéjo austry logiko
K.Godel (1906-1977) darbai. Netgi susiformavus matematinei logikai, daugelyje
universitety dar ilgai logikos pavadinimu buvo déstoma tik Aristotelio sistema.
1945 metais Bertrand Russell knygoje History of western philosophy apie tai
rasé:

Netgi dabar visi filosofijos kataliky bei daugelis kity déstytojy vis dar neigia
Siuolaikinés logikos atradimus ir su keistu uzZsispyrimu prisilaiko aiskiai pasenu-
si0s, kaip kad Ptoloméjaus sistema astronomijoje, Aristotelio logikos.

Matematika, skirtingai negu kiti mokslai, pagrindiniu tyrinéjimo metodu
laiko irodyma, o ne eksperiments. Pavyzdziui, iSmatavus daugelio trikampiy
vidaus kampuy sumas, galima prieiti isvados, kad trikampio vidaus kampy suma
lygi 180 laipsniy. Bet matematikas tai pripazins matematikos désniu (teorema)
tik tada, kai bus jrodyta, pagrista logiskai.



Pazvelge i bet kurios teoremos irodyma, pamatysime, kad jrodymas susideda
i§ formuliy sekos, kur tarp formuliy iterpti samprotavimai, paaiskinantys, i§ kur
gauname prie§ ar po einancig formule. Formulés turi viena reik§me, o sampro-
tavimai daznai buna jvairiy netikslumy Saltinis. Ar galima rasti tokias sampro-
tavimy (logikos) taisykles, uzrasomas formulémis, kuriomis naudojasi matem-
atikas, irodinédamas teoremas? Jei pasisekty tai padaryti, teoremos jrodymas
tapty seka formuliy, tarp kuriy stovi skaiciai, nurodantys pagal kurig taisykle
ir 18 kokiy jau turimy formuliy gauta sekanc¢ioji. Tuomet, turint samprotavimuy
grandine, galima patikrinti, ar tai irodymas. Dar Leibnitz buvo iskéles idéja,
sukurti universalia, kalbg visai matematikai ir tos kalbos pagalba formalizuoti
matematinius jrodymus. Gincus dél vieno ar kito tvirtinimo teisingumo reikéty
suvesti j paskaic¢iavimus. Paéme piestuka, bei popieriaus ir atlike matematinius
apskaiciavimus, galétume nustatyti kas teisus. Formalizavimo entuziazma, kiek
prislopino rezultatai apie formaliaja, aritmetiks, (zitirék skyreli aritmetikos nepil-
numas). Bet tai truko neilgai. Atsiradus kompiuteriams atsiveré labai didelés
logikos taikymu perspektyvos.

Pirmasis vadoveélis Principia Mathematika, skirtas matematinei logikai ir jos
taikymui matematikoje, pasirodé 1910 metais. Jo autoriais buvo B.Russel ir
A.Whitehead. Jame yra ir toks sakinys: tas faktas, jog visa matematika yra ne
kas kita kaip simboliné logika — didzZiausias musy amziaus atradimas. Su kny-
gos pasirodymu siejamas naujas matematinés logikos vystymosi etapas. Kito
vadovélio teko laukti pakankamai ilgai. D.Hilbert ir P.Bernays knygos Grund-
lagen der Mathematik pasirodymas 1939 metais uzbaigé logikos, kaipo matem-
atinés disciplinos, formavimosi etapg. Atsiradus kompiuteriams ir informatikos
mokslui, palaipsniui matematiné logika tampa jau informatikos mokslo Saka.

Lietuvoje matematiné logika pradéta déstyti Vilniaus universitete 1960 metais.
Ty mety pavasario bei rudens semestruose J.Kubilius skaité matematinés logikos
specialuji kursa matematikos specialybés studentams. 1962 metais V.Kabaila
skaité skaiciavimo matematikos specializacijos tre¢iakursiams Loginio konstrav-
imo pagrindy speckursa. Nuo 1964 mety Vilniaus universitete reguliariai
pradedama matematiné logika skaityti kaipo privaloma disciplina. I§ pradziy
ji skaitoma matematikos specialybés, o véliau, informatikos bei programuy sis-
temy specialybiy studentams. Matematinés logikos tyrimy Lietuvoje pradzia
siejama su pirmaja 1963 metais Viliaus Matulio apginta daktaro (tuo metu
vadinosi fizikos-matematikos moksly kandidato) disertacija tema Apie kai kuri-
uos klasikinio predikaty skaiciavimo su vieninteliu iSvedimo medziu sekvencinius
variantus. Po to, 1967 metais Regimantas Pliuskevi¢ius apgyné daktaro dis-
ertacijg tema Konstruktyviosios logikos be strukturiniy taisykliy variantai bei
sekvencijy su mormalinémis formulémis isvedimai, o 2002 metais ir habilituoto
daktaro disertacija, tema Prisotinimo metodas tiesinei laiko logikai. Pamazu for-
mavosi ir Lietuvoje matematinés logikos mokykla. Matematikos institute (dabar
Matematikos ir informatikos institutas) 1964 metais buvo jkurtas Matematinés
logikos ir programavimo sektorius (1967 metais jis pervardintas | Matematinés
logikos ir algoritmy teorijos, o 1993 metais | Matematinés logikos skyriu).



Vadovélis skirtas vyresniyjy kursy studentams. Knygoje sagmoningai praleis-
tas skyrius apie Turing masinas (su jomis supazindinama diskreciosios matem-
atikos kurse). Kadangi studentai, rasydami kursinius, bakalaurinius bei mag-
istrinius darbus, naudojasi, kaip taisyklé, straipsniais angly kalba, tai vadovélio
pabaigoje pateikiamas kai kuriy matematinés logikos terminy lietuviy-angly
kalby zodynas.

Leidinys skirtas informatikos, programy sistemy bei matematikos specialy-
biy studentams.



