3 skyrius
Rekursyviosios funkcijos

Siame skyriuje nagrinésime viena, algoritmiskai apskaicivojamuyjy funkeijy for-
malizma — rekursyviasias funkcijas. Visy siame skyriuje nagrinéjamuju funkcijy
apibrézimy bei reik§miy aibémis yra viena ir ta pati naturaliyjy skaiciy aibé N =
{0,1,2,...}. Rekursyviuju funkcijy aibé sutampa su Turing masinomis apskai¢iuojamujuy
funkcijy aibe. D.Hilbert suformulavo reikalavimus, kuriuos turi tenkinti algoritmiskai
apskai¢iuojamosios funkcijos. Remiantis jo darbais 1931 metais K.Godel pirmasis
aprasé rekursyviyju funkcijy klase. Véliau, 1936 metais A.Church, panaudodamas
kitas idéjas, aprasé tg pacia rekursyviuju funkciju klase.

3.1 Intuityvioji algoritmo samprata

XX amziaus pradzioje atsirado poreikis tikslios efektyvios procedaros (algoritmo) savokos
apibrézimui. Pradéta manyti, kad kai kurios problemos néra issprendziamos. Bet
kaip tai jrodyti? Kaip jrodyti, kad tam tikrai problemai spresti néra algoritmo? Tam
nepakanka placiai vartojamos intuityvios algoritmo sampratos:

griezty komandy (instrukcijy), pagal kurivos atliekamos operacijos, seka, leidzZianti
spresti matematikos ar logikos uZdavinius.

Reikia turéti matematiskai tikslia algoritmo savoks. Ji turéty apibendrinti intu-
ityviai suprantamy algoritmy savybes.

Pateiksime placiai zinoma Euklido algoritmo pavyzdi. Duoti du naturalieji skaiciai
a1 > ag > 0. Rasti bendra, didziausia, daliklj. Algoritmas toks:

Dalome a1 1§ as. Jei lieckana az = 0, tai as yra bendras didzZiausias daliklis. Jei
as # 0, tai atliekame kitg veiksmaq.

Dalome asy i$ as. Jei liekana aq = 0, tai as ir yra bendras didZiausias daliklis. Jei
ag # 0, tai atlieckame kitq veiksmg.

Dalome as i$ ayq ir t.t



Kadangi a; > a2 > a3z > ..., tai po baigtinio zingsniy skai¢iaus rasime bendrs,
didziausia aq ir as daliklj.

Pagrindinés savybeés, kurias tenkina zinomuy algoritmy pavyzdziai yra tokios:

1. Diskretumas. Veiksmai iSdéstyti tam tikra seka. Viena ju atlike, pereiname
prie kito. Veiksmai dar vadinami algoritmo zingsniais.

2. Determinuotumas. Atlike veiksma Zinome (nurodyta) kg toliau daryti.

3. Zingsniy elementarumas. Algoritmo veiksmu seks galima suskaidyti i labai
paprastus, elementarius, nesunkiai aprasomus ir nesunkiai jvykdomus zingsnius.

4. Masiskumas. Algoritmai taikomi tam tikros aibés atzvilgiu. Pavyzdziui,
aprasytasis Euklido algoritmas taikomas bet kuriems naturaliesiems skai¢iams a; >
as > 0.

I8 kur gi kilo zodis algoritmas? Tai sulotynintas araby (kai kurie Saltiniai nurodo,
persy) matematiko Al Chorezmi (gimé apie 783 metus, miré apie 850 metus) vardas.
Jis iSgarséjo savo knyga, kurioje aprasé veiksmus su i§ Indijos perimtais skaiciais.
Naujoji poziciné skai¢iavimo sistema greitai paplito pasaulyje, o jo knyga tapo dauge-
lio Zzmoniy parankine knyga. Knygoje buvo daug taisykliy rinkiniy, kuriy pagalba po
baigtinio zingsniuy skai¢iaus gauname rezultata,.

Tikslinant algoritmo savoka buvo einama dviem keliais:
1. Idealizuotos (matematinés) skai¢iavimo masinos kiirimas,
2. Algoritmiskai apskai¢iuojamuy funkciju aibés aprasSymas.

Po daugelio mety, pagaliau 1934-1936 metais ir viena ir kita kryptimi dirbanciy
mokslininky déka gauta daug skirtingy savo formalizmu bei idéjomis algoritmo sgvokos
patikslinimy. Pirmosios krypties zinomiausiais darbais tapo A.Turing ir E.Post aprasytosios
maginos. A.Turing laikomas informatikos mokslo tévu. Sukurtajs masing pasialé
vadinti elektroniniu kompiuteriu. Antrojo pasaulinio karo metu jis panaudojo tokig,
masing, issifruodamas vokieCiy naudota povandeniniy laivy koda Enigma. 1954
metais baigé savo gyvenima, nusinuodydamas kalio cianidu. Paskutiniuosius savo
gyvenimo metus A.Turing dirbo Mancesterio universitete. Intuityviai algoritmiskai
apskaicivojamoji funkcija suprantama taip: zinant funkcijos y = f(z) argumento
reiksme moku apskaiciuoti funkcijos reikSme. Buvo sukurta daug metodu algoritmiskai
apskaicivojamuyjy funkeijy klasei nusakyti. Zinomiausios yra K.Godel, A.Church bei
S.Kleene aprasytosios funkcijy klasés. A.Church jas pavadino rekursyviosiomis funkci-
jomis.

A.Church tezé. Algoritmiskai apskaiciuojamuyjy funkcijy aibé sutampa su rekursyviyjy,
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funkcijy aibe.

Ji buvo paskelbta 1936 metais. Teze vadinama todél, kad tai tvirtinimas, kuriuo,
A .Church nuomone, tikéti reikéty, bet jrodyti negalima. Negalima jrodyti dviejy
aibiy lygybeés, nes, i$ vienos puseés, tai matematiskai tiksli rekursyviuju funkcijy klasé,
o is kitos — intuityvi, netiksli, skirtingy zmoniy suprantama skirtingai, algoritmiskai
apskaiciuojamuju funkciju klasé.

Kodél tikima A.Church teze? Pagrindiniai argumentai yra du:

1. Visy pasitilyty, skirtingomis idéjomis aprasyty algoritmiskai apskai¢iuojamujy
funkcijy klasés sutampa ir ne tik tarpusavyje, bet ir su idealizuoty skai¢iavimo maginy
apskaiciuojamosiomis funkcijuy klasémis,

2. Neéra zinomas joks intuityviai apskai¢iuojamosios funkcijos pavyzdys, kuris
nebtuty rekursyvioji funkcija.

3.2 Primityviai rekursinés funkcijos

ApraSysime formaliaja sistema. Funkcijos, kurias galima gauti toje sistemoje, ir
vadinsime rekusyviosiomis. Formalioji sistema susideda i$ baziniy funkcijy ir oper-
atoriy, kurie taikomi turimoms funkcijoms, o rezultatas — naujosios funkcijos. Visy
pirma apra8ysime viena, poaibj rekursyviuju funkciju, taip vadinamasias primityviai
rekursines funkcijas.

Bazinés funkcijos: konstanta 0, paskesniojo nario funkcija s(z) = x + 1 ir pro-
jekciju funkcijos pry (w1,...,2p) =z (p > 1;1 <0 < p).

I8 baziniy funkciju gauname naujas naudojantis Siais dviem operatoriais:

1. Kompozicijos operatorius. Tarkime duotos n + 1 funkcijos

£z, ...,xn),gl(x%, ...,J;}m), ey gn (X7 s Ty ) (3.1)

Sakysime, kad funkeija f(g1 (1, ..., 25, ), s gn (27, ... 2], ) gauta is funkcijy (3.1)

s Ymy
panaudojus kompozicijos operatoriy.

2. Primityviosios rekursijos operatorius. Tarkime duotos dvi funkcijos
9(x1, ey Tp_1), h(z1, ..., xny1). Viena ju yra n — 1 argumento, o antroji n + 1 ar-

gumento. Apibréziame naujaja n argumenty funkcija, f(z1, ..., z,) tokia shema:

flx1, ey n-1,0) = g(x1, .oy Tp—1)
f(l‘l) ey In—1,Y + 1) = h<$17 ---,mn—l,y’f(-rl, "'7xn—17y))
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Kai n = 1 funkcija g yra konstanta. Sakysime, kad funkcija f gauta is funkcijy
g,h, panaudojus primityviosios rekursijos operatoriy. Pabrézdami, kad paskutiniojo
argumento reik§mé nelygi nuliui, rasome y + 1. Kaip matome, funkcija apibrézta
rekursyviai. Norint apskai¢iuoti funkcijos f(x1,...,2n—1,y + 1) reiksme, reikia is
pradziy rasti funkcijos reiksme, kai paskutiniojo argumento reik§mé vienetu mazesné.
Rekursija (grizimas) primityvi. Argumento reikSmé sumazinama vienetu.

3.1 apibrézimas. Pati maziausia aibé, kuriai priklauso bazinés funkcijos ir
kuri uzdara kompozicijos bei primityviosios rekursijos atzvilgiu, vadinama primityviai
rekursiniy funkcijy aibe (klase).

Primityviai rekursiniy funkcijuy aibe zymeésime PR. Primityviai rekursinés funkci-
jos apibréztos su bet kuriomis argumenty reikdmémis. Tokias funkcijas vadinsime
visur apibréztomis funkcijomsis.

Aibés A charakteringoji funkcija x apibréziama tokiu budu:

1, jei z€A
oA (“){ 0, jei v¢A

3.2 apibrézimas. Naturaliyjy skaiciy poaibis vadinamas primityviai rekursiniu,
jei jo charakteringoji funkcija yra primityviai rekursiné.

Pavyzdziai:

1. Konstanta 1 priklauso PR klasei, nes ja s(0) galima gauti i§ baziniy funkecijy
s(z), 0, naudojantis kompozicijos operatoriumi.

2. Bet kuri konstanta n priklauso PR klasei, nes s(s(...5(0))...) € PR. Cia taikéme
n — 1 karta kompozicija,.

3. £+ n € PR, nes s(s(...s(x))...) = x +n. Taip pat taikéme n — 1 karta, kom-
pozicija,.

4. s(pr3(z,y,2)) € PR. Gauta i§ baziniy funkciju s(z),pri(x,y,z), pritaikius
kompozicijos operatoriy.

5. Parodysime, kad = +y € PR. Funkcija z + y gaunama i§ pri bei s(pri(z,y, 2))
naudojantis primityviosios rekursijos operatoriumi.

r+0=pri(z) =2
e+ y+1)=(x+y)+1=s0pri(zyz+y)=s@@+y) =(@+y +1

Apibréziame funkcijas sg x, sg x, bei z—y:
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s0 1 — 1, jei z>0
9= 0, jei =0

P 1, jei z=0
9=V 0, jei >0

-y, jei x>y

! y‘{ 0, jei z<y

Irodyma, kad sg x, §g = bei z—y yra primityviai rekursinés, paliekame pratyboms.
Funkcija |z — y| irgi primityviai rekursine, nes |z — y| = (z—y) + (y—=x).

3.1 lema Jei g(x1, ..., x,) primityviai rekursiné, tai

Tn
f(xla 7xn) = Zg(xla "'7xn717i)
i=0
irgi primityviai rekursing.

Irodymas.
flx1, .y ®n—1,0) = g(z1, ..., 2p—1,0)
f(l‘la ey In—1,Y + 1) = f(l‘lﬂ vy Tp—1, y) + g(l‘la ey Tp—1,Y + 1)

Todél f(z1, ..., zn) gaunama pritaikius primityviosios rekursijos operatoriy funkci-
joms g(x1,...,n-1,0) bei h(z1,...,xnt1) = g(T1, ..oy Tn—1, $(xn)) + Tpy1, kurios yra
primityviai rekursinés. Lema jrodyta.

Dalome z i§ y. Sveikajg dali Zymime [z/y], o liekang rest(x,y). Tarkime, kad
[/0] = =, bei rest(x,0) = z. Remiantis 3.1 lema nesunku jrodyti, kad [z/y] yra
primityviai rekursiné. Tuo tikslu nagrinéjame skaiciy seka:

loy—x, 2 -y—2,.., N Y—2, ..., T - Y—2.
Sveikoji dalis lygi nuliy skai¢iui sekoje. Todél
x
[z/y] = sgliy—z)-1.
i=0
rest(z,y) = z—(y - [z/y]).

Algoritmy teorijoje daznai sutinkamas funkcijos apibrézimas dalimis.
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filxy, ), jei ai(xi,...,zn) =0

F(@1,es ) fs(x1, ., xn), jei as(z,..,x,)=0
fst1(z1, .., xn), likusiais atvejais

Be to, su bet kuriuo reiksmiy (z1, ..., x,) rinkiniu, tik viena i§ «; gali buti lygi
nuliui.

Jei funkeijos f; (i=1,...,8+ 1) bei a; (¢ =1, ..., s) primityviai rekursinés, tai ir f

primityviai rekursiné, nes teisinga lygybé:

flx, oy xn) = fi(@e, ooy @n) - Sgar (@1, ey @) + oo + fo(@1, oy @) - Sgas (a1, ooy T )+
+fsr1(@1, ey n) - sg(ar (1, oy @) « oo s (@1, oy Tn))

Salygas «; galima pakeisti tokiomis (suprantama «;, 3; primityviai rekursinés)

a; = Bi, ai < By a; < Biy
nes jos redukuojamos i lygtis

loi — Bi| =0, a;—; = 0, sg(Bi—cv;) = 0.

3.3 Minimizacijos operatorius

Tarkime duota n argumenty funkcija f. Apibréziame nauja, taip pat n argumentu,
funkcija g(z1, ..., x, ), kurios reiksmeé lygi maziausiam y, su kurivo f(xy,...,Tn-1,y) =
Zn. Irodyta, kad net jeigu fyra primityviai rekursiné, g gali ir nebuti algoritmiskai ap-
skai¢iuojamoji funkcija. Todél nusakydami nauja funkcija g, mes privalome nurodyti
ir metoda, kaip bus ieskomas maziausias y:

Jei f(x1,...,Xn-1,0) =z, tai funkcijos g reiksmé lygi 0, jei ne, tai tikriname ar
flx1, oy @no1,1) = x,.
Jei f(x1,y .o, @n_1,1) = xy, tai funkcijos g reiksmé lygi 1, jei ne, tai tikriname ar
flz1, oy @pn_1,2) =z, ir t.t.

Funkcija g gali buti ir daliné, t.y. su kai kuriomis argumenty reikSmémis ji gali
buti ir neapibrézta, nes, pavyzdziui, tokio y, tenkinancio aprasSytaja lygybe, gali ir
nebiiti. Antra vertus, gali ir bati toks m, kad f(x1,...,2n—1,m) = z,, bet, jei su

kuriuo nors ¢ < m funkcija f(x1,...,2,—1,1) neapibrézta, tai ir g bus neapibrézta.

Sakysime, kad ¢ gauta pritaikius minimizacijos operatoriy funkcijai f, ir zymeésime

g(xla 7-7071) = Ny(f(xh --.,ZL'n71,y) = :L'n)
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Naudojantis minimizacijos operatoriumi gaunama daliné skirtumo funkcija zr—y =
pa(y + 2z = ).

Funkcija f(x) = py(y — (x + 1) = 0) neapibrézta su jokiu z € N, nors kiekvienam
x atsiras maziausias y. Jis lygus = + 1.

3.3 apibrézimas. Pati maZiausia aibé, kuriai priklauso bazinés funkcijos ir kuri
uZdara kompozicijos, primityviosios rekursijos bei minimizacijos atzvilgiu, vadinama
dalinai rekursiniy funkcijy aibe (klase).

x — y yra dalinai rekursiné funkcija, bet ji néra primityviai rekursiné. I8 3.1 ir
3.3 apibrézimy iSplaukia, kad kiekviena primityviai rekursiné funkcija yra ir dalinai
rekursineé.

3.4 apibrézimas. Visur apibrézta dalinai rekursiné funkcija vadinama bendrarekur-
sine funkcija.

Dalinai rekursiniy funkciju aibe zymésime DR, o bendrarekursiniy — BR. I$
apibrézimy isplaukia, kad PR C BR C DR. Véliau parodysime, kad egzistuoja ben-
drarekursinés funkcijos, kurios néra primityviai rekursinés. Tokiu budu PR C DR C
BR.

3.4 Poru numeracija

{(z,y) : z,y € N} taip pat skai¢ioji. Israsysime visas poras tam tikra tvarka. Jei
x4y < u+wv, tai (z, y) sekoje bus sutinkama anksciau negu kad (u, v). Jei x4+y = u+v
ir < u, tai pora (z,y) taip pat sutinkama anksé¢iau. Turime tokig pory seka:

(0,0), (0,1), (1,0), (0,2), (1,1), (2,0), (0,3),...

Kiekvienai porai priskirsime po numerj. Numeracijg pradésime nuo nuliaus. Jei
pora yra i-toje vietoje, tai jos numeris bus ¢ — 1. Poros (z,y) numerj Zymeésime
as(x,y). Tokiu budu a2(0,0) = 0, a2(0,1) = 1, as(1,0) = 2,... Tokia pory nu-
meracijg pasiulée G.Cantor.

3.2 lema. Poros (x,y) numeris apskaicivojamas funkcija

(r+y)?+ 30 +4
5 :

Oég(l‘,y) =

Irodymas. Pora (z,y) yra atkarpoje

(07{1) + y)’ (17{1) + y - 1)7"" ('r’ y)?"'? (l‘ + y70)
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Pries atkarpa yra viena tokia pora (u,v), kad w4+ v = 0, dvi poros (u,v), kuriose
ut+v=1ir t.t. Isviso 1 +2+ ... + (z + y) pory t.y.

(z+y)(z+y+1)
2

pory. Pora (z,y) yra nagrinéjamosios atkarpos x + 1-oje pozicijoje. Kadangi nu-
meracija prasideda nuo nulio, tai

(z+y)(z+y+1) (x+y)?+3c+4

Q2 (.Z‘,y): 2 +r= 2

Lema jrodyta.

Poros(z,y) kairiuoju nariu vadinsime z, o desiniuoju — y. Kairiojo nario funkcija
zZymésime 71, o desiniojo 73. Jos abi yra vieno argumento funkcijos. Jei poros (z,y)
numeris n, tai 73(n) = x, o 73(n) = y. Jos tenkina tokias savybes:

—~

3

as(my(n),73(n)) = n,
T2 (0‘2<$7y)) €,
73 (az(2,y)) = y.

[ V)

Zemiau mes nesinaudosime Sia konkrec¢ia Cantor numeracija. Svarbu mums tik
faktas, kad galima tokia pory numeracija, kai as(z,y),73(n), 73(n) yra primityviai
rekursinés funkcijos.

73(n) lygi funkcijai

1 V8 + 1)+ 1, [V8n+1]-1
-5l Il ]
2 2 2
Naudojantis pory numeracijos funkcija aprasomos trejetu, ketverty ir t.t. nu-
meracijos.

mn)=z=n

az(r1, T2, 73) = (w1, a2(z2,73))

Pagal sia numeracija, pirmaisiais penkiais sekos nariais yra trejetai:

(0,0,0),(0,0,1),(1,0,0), (0,1,0), (1,0,1), ...

Bet kurio n komponenty vektoriaus numeris apibréziamas rekursija

an (T1, oy Tn) = ao(z1, Ap_1 (T2, oy Tp))

Jei ap (21, ..., xn) = z, tai ) (x) = z;. Gauname, kad
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L1 = 7'(‘%(:]3)’

Ty = W% (Wg(x)Q),

z3 = my(my (3 (),

Tpo1 = T3 (73 (73(...(73(x)))...) 73 jeina n — 2 kartus,
r, = m3(r3(n2(...(72(x)))...) 72 jeina n — 1 karta.

Kadangi a,, 7! funkcijos (jos vadinamos Cantor funkcijomis) gaunamos pritaik-
ius kompozicijos operatoriy primityviai rekursinéms funkcijoms, tai ir jos pacios yra
primityviai rekursines.

3.5 Baigtinumo problema

Nagrinéjame vienajuostes determinuotasias Turing masinas. Be to, laikome, kad jos
tenkina salygas (tokias masinas vadinsime standartinémis):

a) kai masina po baigtinio zingsniy skai¢iaus baigia darbg, t.y. patenka i galutine
busena, jos skaitanc¢ioji galvuté turi buti ties pirmaja (i$ kairés) netuscia lastele,

b) abécéléje, be tuscios lastelés simbolio b, yra dar du ( 0,1). Be to, pradiniai
duomenys bei rezultatai yra dvejetainiai skaiciai.

Busenas, kaip ir jprasta, zymeésime raidémis g su indeksais, peréjimy funkcija raide
d, o peréjimy komandas 6(g;, ) = (¢g;,2',Y) (¢ia Y zymime viens i3 raidziy K,D,N).

Yra zinoma, kad kokia bebtity Turing masina, galima rasti jai ekvivalencia, t.y.
apskai¢iuojancia, ta, pacia funkcija, standartine. Tokiu budu, Turing masinos abécélé
yra tokia:

A: {0717b7q727"'79767:7(7)7K7D7N}U{7}'

3.3 lema Standartiniy Turing masiny aibé skaicioji.

zodziai, kurie yra kurios nors standartinés Turing maginos peréjimy funkcija, sudaro
begalinj A* poaibi, kuris yra skaitusis, nes bet kuris skaiciosios aibés poaibis yra baig-
tinis arba skaitusis. Lema jrodyta.

Tarkime T, T1,T5, ... — pilnas sgraSas standartiniy Turing masiny, o g, ©1, Y2, ...
— vieno argumento dalinai rekursinés funkcijos, kurias apskai¢iuoja atitinkamos Tur-

ing masinos, t.y. ; zymi funkcija, kurig apskaic¢iuoja masina T;.

Baigtinumo problema:
Ar egzistuoja algoritmas, kuriuo naudojantis pagal bet kurig naturaliyjy skaiciy porq
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(m,n) galima pasakyti, ar Turing masina T, su pradiniais duomenimis n (t.y. juos-
toje pradiniu laiko momentu yra nataralyji n atitinkantis dvejetainis skaicius) baigia
darbg (t.y. po baigtinio Zingsniy skaiciaus pereina § galuting busena) ar ne?

Jei daliné funkcija f(z) apibrézta su xz = k, tai zymésime f(k) < oo, jei ne, tai

f(k) = oc.

Baigtinumo problema, galima apibrézti ir tokiu budu: ar egzistuoja algoritmas,
kurivo galima nustatyti ar om(n) < oo, ar @, = oo (m,n — bet kurie nataralieji
skaiciai)?

Aibé vadinama rekursine, jei jos charakteringaja funkcija yra kuri nors visur
apibrézta rekursyvioji funkcija. Kai kalbama ne apie skaitines aibes, o aibes susidedancias
is kitokiy elementy (formuliy, funkcijy, Turing masiny,...), tai dazniausiai vietoje
(ne)rekursiné aibé sakoma (ne)issprendZiama aibé (klasé, problema).

3.1 teorema. Baigtinumo problema neissprendzZiama.

Irodymas. Parodysime, kad tarp visy galimy algoritmuy néra tokio, kuris iSsprendzia
baigtinumo problema,. Nagrinéjame funkcija

R

Tarkime, kad algoritmas, apie kurj kalbama baigtinumo problemoje, egzistuoja.
Taigi, atsiras tokia standartiné Turing masina, kad su pradiniais duomenimis as(z, y),
po baigtinio zingsniy skai¢iaus masina pereis i galutine biisena, ir juostoje bus tik viena
natuscia lastelé. Joje bus 1 arba 0 ir ties ja bus skaitanc¢ioji galvuté. Tuomet funkcija
g(aa(z,y)) bendrarekursineé ir atsiras Turing masina apskaic¢iuojanti funkcijg ¥ (x):

1, jei g(az(z,x))=0
co, jei glas(r,a)) =1

v) = {

Ja galima gauti tokiu budu. Kiekviena galutine biiseng ¢; iSbraukiame i§ galutiniy
buseny saraso, o peréjimy funkcija, papildome:
6<qi7 1) = (qla 17 D)
6<qi7 b) = (qla b) D)
6(‘]1'70) = (qkm 17N)

qk; — kurios nors naujos bisenos. Jas priskiriame galutiniy buiseny aibei. Tarkime
[ yra Turing masinos, apskai¢iuojancios v, kuris nors numeris. Tuomet [ bus ir 1 nu-
meris, t.y. ¥ = ¢;. Aiskinames, ar ¢)(I) < oo ir i§ prielaidos, kad egzistuoja algoritmas,
apie kurj kalbama baigtinumo problemoje, gauname priestaravima,.

1) Tarkime, kad 9 (l) < co. Tuomet g(aa(l,1 ) =01ir ¢;(I) =00 t.y. ¥(I) =
2) Tarkime, kad 9(I) = oo. Tuomet g(az(l,1)) =1 ir ¢;(I) < oo t.y. P(l) < 00
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Teorema jrodyta.
1953 metais H.G.Rice irodé bendresne teorema;:

Tarkime X dalinai rekursiniy vieno argumento funkcijy aibé. Jei X netuscia ir
nesutampa su visy dalinai rekursiniy vieno argumento funkcijy aibe, tai

A={z:z €N ir p, € X}

nerekursine.
Remiantis Rice teorema galima gauti daug nerekursiniy aibiy. Pateiksime pora ju:

a) X susideda i$ visy vieno argumento tapaciai lygiy nuliui primityviai rekursiniy
funkciju,

b) X susideda i§ visy bendrarekursiniy vieno argumento funkcijy.

Neissprendziama ir tokia problema: ar bet kurios dvi Turing masinos apskaiciuoja
vieng i tq paciq dalinai rekursine funkcijq.

3.6 Rekursyviai skaiciosios aibés

Pateikiame tris skirtingus rekursyviai skaiciosios aibés apibrézimus.

rios nors dalinai rekursinés funkcijos apibréZimo sritima.

3.6 apibrézimas. NetusSc¢ia aibé rekursyviai skaicioji, jei ji sutampa su kurios
nors primityviai rekursinés funkcijos reiksmiy aibe.

rekursiné funkcija f(a,x), kad lygtis f(a,x) = 0 turi sprendini z tada ir tiktai tada,
kai a € A.

Visi trys apibrézimai, netuscios aibés atveju, ekvivalentiis. Irodysime tai tik ke-
liems atvejams.

1. Tarkime aibé A rekursyviai skai¢ioji pagal 3.6 apibrézima, t.y. ji netuséia ir yra
tokia primityviai rekursiné funkcija h(z), kad A = {h(0), h(1),h(2),...}. Parodysime,
kad egzistuoja tokia dalinai rekursiné funkcija, kurios apibrézimo sritis sutampa su A
(3.5 apibrézimas).

Tokia funkcija bus
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f(@) = p=(h(z) = )

f(z) dalinai rekursiné, nes gauta pritaikius minimizacijos operatoriy primityviai
rekursinei funkcijai. Be to, jei x € A, t.y. a = h(i), tai atsiras toks j < i, kad
h(j) = x, o tai reiskia, kad f(z) apibrézta. Jei z ¢ A, tai su bet kuriuo i h(i) # z ir
f(z) neapibreézta.

ityviai rekursinés funkcijos h(z) reiksmiy aibe. A = {h(0),h(1),h(2),...}. Tuomet
|h(z) — a| = 0 primityviai rekursiné (zitrék skyrelj primityviai rekursinés funkcijos)

3.7 apibrézima. f(a,x) = |h(z) — al.

3. Tarkime egzistuoja tokia primityviai rekursiné funkcija f(a,z), kad lygtis f(a, z) =

apibrézima. A netuscia ir, tarkime d, kuris nors jos elementas. Nagrinéjame funkcija,

h(t) = my(t)sg f (m3(t), 73 (1)) + d - sg f(my(t), 73 (t)).

h(t) primityviai rekursiné, nes gauta pritaikius komporzicijos operatoriy primi-
tyviai rekursinéms funkcijoms. Tarkime a € A, o yra lygties f(a,z() = 0 sprendinys
ir to = aa(a,zo). Tuomet sgf(m;(to), 73 (to)) = sgf(a,x0) = 1, sgf (w3 (to), 73 (to)) =
0ir h(tg) = i (to) = a t.y. h(ty) € A.

Tarkime a ¢ A. Tuomet su bet kuriuo z¢ f(a,zo) # 0. Koks bebuty to = az(a,zo)
sgf(mi(to), m3(to)) = 0. Tuo tarpu sgf(ma(to),m5(to)) = 1 su bet kuriuo to; =

apibrézima,.

Norédami atkreipti démesj j rekursiniy ir rekursyviai skaic¢iyjuy aibiy skirtums,
pateiksime dar tokj apibrézima, (palyginkite jj su 3.2 apibrézimu).

Tarkime ra(x) dalinai rekursiné funkcija tenkinanti sqlygq

1, jei zcA
0o, jei z¢ A

ate) = {
Tuomet A rekursyviai skaicioji.

Kuo skiriasi skai¢iosios nuo rekursyviai skai¢iuju aibiy? Tai paaiskés véliau. Kol
kas tik pastebésime, kad jei A yra skaicioji ir abipusiai vienareikSme atitikti tarp Nir A
galime nusakyti kuria nors primityviai rekursine funkcija h(z) (A = {h(0),h(1),...}),

skaiciy aibés poaibis yra baigtinis arba skaitusis. Véliau matysime, kad egzistuoja
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begaliniai naturaliyju skaiciy poaibiai, kurie néra rekursyviai skaitus.

Rekursyviai skaiciuju aibiu pavyzdziai:

p(z + (x +1) = 0) (ji su jokia reikdme neapibrézta) apibrézimo sritimi (naudojames
3.5 apibrézimu).

funkcijos s(x) reikdmiy aibe.

3. Baigtinio skaiciaus rekursyviai skai¢iyjy aibiy sgjunga bei sankirta yra rekursyviai
skaiciosios aibés.
Tarkime Aj, Ao, ..., A, rekursyviai skaiciosios aibés. Egzistuoja (3.7 apibrézimas)
tokios primityviai rekursinés funkcijos f;(a, ), kad f;(a,z) = 0 turi sprendinj tada ir
tiktai tada, kai a € A;.
a) Sankirtos atveju konstruojame tokia primityviai rekursine funkcija

f(a,a:) = fl(aaﬂ-rlz('r)) +...+ fn(aaw:;(x))

Su reik§mémis 9, ..., 20 galioja lygybés f(a,2?) = 0 (i = 1,...,n) tada ir tiktai
tada, kai atsiras @ € A; N Az N ... N A,. Tarkime 2° = a,(29,...,29). Tuomet

f(a,2%) =0.
b) Sajungos atveju
f(a,a:) = fl(a>ﬂ711<$)) Tt fn(aaw;b(x))
Kai kurios rekursyviai skaic¢iuju aibiu savybés.

Tarkime k4 (x) bendrarekursiné charakteringoji aibés A funkcija. Tuomet A sutampa
su dalinai rekursinés funkcijos f(z) = ka(z) — 1 apibrézimo sritimi.

2. Baigtinés aibés yra rekursinés, o tuo paciu ir rekursyviai skaiciosios.
Tarkime A = {aq, ..., a4, }. Tuomet primityviai rekursiné funkcija
ka(z) = sg(|lx —a1] - |z — az| - ... - |x — am|) yra aibés A charakteringoji.

3. Jei kuri nors aibé 4 ir jos papildinys A (iki natiiraliyju skai¢iy aibés) rekursyviai
skaiciosios aibeés, tai kaip A, taip ir A yra rekursinés.
Tarkime, A sutampa su primityviai rekursinés funkcijos f(z) reiksmiy aibe, o A su
g(x) reiksmiy aibe (remiames 3.6 apibrézimu). Funkcija

Wx) = p=(|f(2) — 2| - l9(2) — 2] = 0)

apibrézta su bet kuriuo natiiralinoju z, nes AU A = N ir todél ji bendrarekursiné. A
bei A charakteringomis funkcijomis bus §ios bendrarekursinés funkcijos:
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pildinys néra nei rekursiné, nei rekursyviai skaicioji aibé.

Si teorema labai svarbi logikai. Formuléms priskiriami numeriai ir aprasytosios
savokos bei rezultatai taikomi ir formuliy aibéms. Véliau matysime, kad rekursyviai
skaiciosiomis bet nerekursinémis aibémis yra tapaciai teisingy bei tapaciai klaidingy,
predikaty logikos formuliy aibés. 1S 3.2 teoremos isplaukia, kad jvykdomy predikaty
logikos formuliy aibé néra nei rekursiné, nei rekursyviai skaicioji. Tas pats galioja ir
formuliy, kurios néra tapaciai teisingos, aibei.

3.7 Ackermann funkcijos

3.8 apibrézimas. Sakysime, kad sqrysiu R(z,y), apibréztu aibéje A, nusakome daline
tvarkq joje, jei sqrysis refleksyvus, tranzityvus ir antisimetrinis, t.y. kokie bebuty,
z,y € A (R(z,y)&R(y,2)) =z =y.

Sarysius, kuriais jvedama daliné tvarka, zymime <. Kai kada, patikslindami, apie
tvarka, kurioje aibéje kalbama, zymésime < su indeksu, pavyzdziui, <4. Jei bet kurie
du elementai palyginami, t.y. R(x,y) apibréztas su bet kuriais z, y i§ nagrinéjamosios
aibés, tai tvarka tiesine.

3.10 apibrézimas. Tarkime aibése A, B jvesta tiesiné tvarka. Aibés vadinamos
panasiomis (Zymime A ~ B), jei yra izomorfinés kaip sutvarkytos aibés. Jos dar
vadinamos to paties tipo aibémis.

Taigi, jei A ~ B, tai egzistuoja tokia abipusiai vienareiksmeé atitiktis tarp A, B
elementy, kad kokie bebuty ai,as € A, jie ir jiems atitinkantys b1,by € B tenkina
salygas: a1 <4 ag ir by <p by. Fiksuodami kurig nors netuscia, aibe, galime rasti
daug jai panasiy aibiy. I8 visy galimuy aibiy i8skirsime kai kurias, dazniausiai naudo-
jamas matematikoje bei informatikoje skaitines aibes, ir suteiksime joms, o tuo paciu
ir visoms panasioms i jas, vardus. Tie vardai vadinami tipais arba ordinalais.

. Tuscios aibés tipas 0.

. Baigtinés aibés N,, = {0,1,...,n — 1} tipas n.
. Naturaliuju skaiciy aibés tipas w.

Sveikuju skaiciy aibés tipas .

. Racionaliujy skaiciy aibés tipas 7.

. Realiyjy skaiciy aibés tipas A.

I N
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Pakeite < i >, jvedame jau kita tvarka, vadinama dar dualiaja tvarka. Jei aibés
A tipas «, tai simboliu o* Zymimas dualiosios tvarkos tipas.

Apibrésime veiksmus su tipais. Tarkime aibés A tipas « (tvarka <4), o B — tipas
B (tvarka <p).

3.11 apibrézimas. Tipy «, 5 suma (Zymime « + ) yra tiesiné tvarka < aibéje
AU B nusakyta tokiu budu:
a)jeixz € A, y € B, tai z < y,
b) jeix,y € Airx <a vy, tai x <y,
c)jeix,y € Birx <puy, tai x < y.

Tipy «, B sandauga (Zymésime o - 3) yra tiesiné tvarka < aibéje A X B nusakyta
tokiu budu:

a) jei y1 <p Y2, tai (v1,y1) < (v2,92),
b) jei y1 = yo ir v1 <a T2, tai (x1,y1) < (X2,Y2).

Tarkime aibéje A = {z¢,21,22,...} tvarka zg < 21 < z2 < ..., 0 aibéje B =
{y0,Y1,Y2, ...} tvarka yg < y1 < y2 < .... Tuomet aibéje A x B bus tokia tvarka:

(20, y0) < (x1,90) < (22,90) < ... < (z0,y1) < (1,91) < (T2,91) < ...
Nesunku matyti, kad a) a +0=04+a =, b) 1 +w = w, bet w+ 1 # w, ¢)
w* # w. a X « jprasta zZyméti o?.
Apibréziame funkcijas By, (a, x) su a > 2.

By(a,z) = a+x, Bi(a,x) = a-z, Ba(a,z) = a®.

Tai didéjancios funkcijos. B;(a,z) < Bj(a,x), kai ¢ < j, pradedant kazkuriuo tai
xg. Jos tenkina tokias lygybes:
Bi(a,1)=a Bi(a,z+ 1) = By(a, Bi(a,x))
Bs(a,1)=a Bs(a,z + 1) = By(a, B2(a, x))

Prateskime jas (n > 2):
Bn+1(a71) =a Bn+1(a71’+ 1) :Bn(aaB’rH»l(a,x))

Tariame, kad By, 4+1(a,0) = 1, kai n > 1. Ackermann funkcijos variantu, kai a = 2,

vadiname A(n,z) = B,(2,z). JTvedame tiesine tvarka, tarp pory:

(0,0) < (0,1) < (0,2) < ... < (1,0) < (1,1) < (1,2) < ... < (n,0) < (n,1) < (n,2) < ...

Jos tipas w?. Funkcija A(n,z) apraSoma rekursija pagal tipa w?. Pastebésime,

kad reiksmei A(n—+1,0) ankstesné bus A(ny, z) suny < n ir bet kuriuo z. Ackermann
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funkcija nusakoma tokiomis lygybémis:

1
Aly+ 1,2 +1) = Ay, A(y + 1, x)) visiems z,y

Funkcija tenkina tokias savybes:

a) A(n,z) >2% (n>2;2=1,2,...)

b) A(n+1,z) > A(n,z) + 1

c) A(n,z+1) > A(n,x) (n,x=1,2,...)
d) A(n+1,2) > A(n,z + 2)

Funkcija h(x) = A(x,z) apibrézta su bet kuriomis z reiksmémis, todeél ji ben-
drarekursiné. Irodysime, kad h(z) néra primityviai rekursiné. Naudosimes rezultatu,
kad vieno argumento primityviai rekursiniy funkciju aibé gali buti apibrézta naudo-
jantis tik vieno argumento primityviai rekursinémis funkcijomis.

Ivedame naujus sudéties bei iteracijos operatorius. Juos taikysime vieno argu-
mento primityviai rekursinéms funkcijoms. Rezultatas — vieno argumento primi-
tyviai rekursiné funkcija. Pritaike sudéties operatoriy funkcijoms f(x),g(z), gau-
name f(x)+ g(z). Tarkime g(x) € PR. Apibréziame nauja funkcijg f(z) tokiu budu:
f(0) =0, f(x+1) = g(f(x)). Sakysime, kad f(x) gauta i§ g(x) pritaikius iteracijos
operatoriy ir zymésime I(g(z)).

3.3 teorema. Vieno argumento primityviai rekursiniy funkcijy aibé sutampa su
aibe, kuriai priklauso bazinés funkcijos s(x), q(z) = x—[\/z]? ir kuri uZdara sudéties,
kompozicijos bei iteracijos atzvilgiu.

Sakysime, kad f(z) mazoruojama funkcija h(z), jei f(x) < h(z) pradedant kazkuriuo
tai zp (t.y., kai @ > x¢)). Parodysime, kad kiekviena vieno argumento primityviai
rekursiné funkcija mazoruojama funkcija h(zx) ir todél h(x) néra primityviai rekursiné.
Tuo tikslu, visy pirma jrodysime, kad kokia bebtity vieno argumento f(z) € PR gal-
ima rasti tokj n, kad f(x) mazoruojama funkcija A(n,z). Remiames 3.3 teorema,
t.y. laikysime, kad nagrinéjamosios funkcijos gautos is s(x), ¢(z) pritaikius sudéties,
kompozicijos bei iteracijos operatorius.

s(x) < 2% =A(2,2) (x=2,3,...)
q(z) < s(x) < 2% = A(2,x)

Tarkime f(z) < A(ny,x), g(x) < A(ne, z) ir n = ny + ny. Tuomet f(z) < A(n,x)
ir g(x) < A(n, ).

f($) + g(m) <2 A(n’x) < 2.94(n,2) < 9A(nt1,z) <
<A, A(n+1,2) = An+1,z+1) < A(n+2,z).
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flg(n)) < A(n,g(x)) < A(n, A(n+1,z)) = An+ 1,z + 1) < A(n + 2, z).
Panagiai gaunamas jvertis ir iteracijos atveju. Jei f(x) < A(n,z), tai
fn+z)<An,n+z) < An+z,n+2x) = h(n + x).

Taigi, gavome, kad kokia bebtity vieno argumento f(z) € PR ji maZoruojama

visur apibrézta funkcija h(z), ir todél h(z) néra primityviai rekursiné. Tuo paciu
irodéme, kad aibé PR yra grieztas aibés BR poaibis.

3.8 Universaliosios funkcijos

3.12 apibrézimas. Tarkime A kuri nors n argumenty funkcijy aibé. Funkcija

F(xg,21, ..., Tn) vadinama aibés A universaligja, jei A = {F (0,21, ..., 2n), F(1,21, ..., Zn), ... }.

T.y. F(i,21,....2n) € A (1 =0,1,2,...) ir kokia bebuty f(x1,...,2,) € A atsiras bent
vienas toks nataralusis i, kad f(x1,...,xn) = F(i,Z1,...,Tp).

Tarkime A kuri nors visur apibrézta n argumenty funkcijy aibé, o F(zg, 21, ..., Tn)
— jos universalioji. Pastebesime, kad jei g(z1, ..., 2n) = F (21,21, 22, ..., Zn) + 1 prik-
lauso aibei A, tai, kadangi F universalioji, atsiras toks i, su kuriuo galioja lygybés:

F(i,x1,22,....,xn) = F(x1,21,22, ..., Zn) + 1
F(i,i,x0,....xn) = F(i,i,29,....,xn) + 1

Matome, kad jei F' € PR, taiir ¢ € PR. Jei F € BR, tai ir g € BR. IS ¢ia
isplaukia du teiginiai:

a) visy n argumenty primityviai rekursiniy funkcijy aibei universaliaja negali buti
primityviai rekursiné funkcija,

b) wvisy n argumenty bendrarekursiniy funkcijy aibés universaliaja negali buti ben-
drarekursiné funkcija.

3.4 teorema. Visy vieno argumento primityviai rekursiniy funkcijy aibei egzis-
tuoja universalioji bendrarekursiné funkcija.

Irodymas. Sutinkamai su 3.3 teorema visas vieno argumento primityviai rekursines
funkcijas galima gauti i$ baziniy s(x), ¢(x) taikant sudéties, kompozicijos bei iteracijos
operacijas. Funkcijoms priskirsime nattraliuosius skaicius, t.y. apibréziame funkciju
numeracija. Funkcijos f(x) numerj zZymésime n(f(z)) arba rasysime f,(x), kai jos
numeriu yra n.

Funkcijoms s(x), ¢(z) priskiriame tokius numerius: n(s(z)) =1, n(q(z)) = 3.
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Tarkime n(f(xz)) = a, o n(g(xz)) = b. Tuomet, funkcijoms, gautoms pritaikius
sudéties, kompozicijos ar iteracijos operatorius, priskiriame tokius numerius:

n(f(z) + g(a)) = 2375,
n(f(g(x)) = 4-37 -5,
n(I(f(x))) = 8-3°.

Pavyzdziui, n(I(2-s)) = n(I(s+s)) = 8- 3235 n(s+I(q)) =2-3- 553

Apibréziame dviejy argumenty funkcija F(n,z) = f,(z) t.y. F(n,z) lygi vieno
argumento funkcijai su numeriu 7.

fa(@) + fo(x), jei n=2-37-5°
fa(fo(x)), jei n=4.3%.5°
) fa(fu(z=1)), jei n=8-3% x>0
F(n,l‘)* 0’ ]ez n:8.3a7 =0
q(x), jei n=3
S(.Z‘), jei n=1

Is apibrézimo matome, kad kiekviena funkcija turés numerj, bet ne vienintelj.
Pavyzdziui, nors f(x)+g(z)=g(z)+ f(x), bet ju numeriai, bendru atveju, skirtingi. Ne
kiekvienam natturaliajam atitinka kuri nors funkcija. Pavyzdziui, néra tokios funkci-
jos, kurios numeris lygus 7,13 ar 17. Dabar galime apibrézti ir universaliaja D(n, x)
vieno argumento primityviai rekursinéms funkcijoms:

D(n,z) — F(n,x), jein yra kurios nors funkcijos numeris
T 0, priesingu atveju

D(n.z) — bendrarekursiné funkcija. Teorema jrodyta.

3.5 teorema. D(zq,an(x1,..,2y)) yra visy n argumenty primityviai rekursiniy
funkcijy aibés universaliogi.

[rodymas. Universaliaja zymésime D" (zq, 21, ..., z,) ir parodysime, kad ji lygi
D(zg, an(z1, ..., pn)). Su kiekvienu fiksuotu z¢ funkcija D(zg, an (21, ..., 2,)) prim-
ityviai rekursiné. Antra vertus, jei g(z1,...,x,) kurl nors n argumenty primityviai
rekursing, tai tokia bus ir f(z) = g(7}(z),...,7%(x)). Ji vieno argumento. Todél
atsiras toks naturalusis xg, kad f(x) = D(zg,). Skai¢ius xq ir bus g(z1, ..., 2,) nu-

meriu, nes

flan(m1, oy zn)) = g(Th (n (21, oy 20)), ooy T (21, oy ) = G(T1, oy Ty

Teorema jrodyta.
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Dabar aprasysime universaligsias dalinai rekursinéms funkcijoms. Jos bus taip pat
dalinés funkcijos.

3.13 apibrézimas. Dalinai rekursinés funkcijos f(x1,...,xn) grafiku vadinsime
aibe A = {(x1,...,xn,y) : f(x1,...,2n) = y}. Niekur neapibréztos funkcijos grafikas
tuscia aibe.

Pavyzdziui, funkcijos y = x? grafikas yra aibé {(0,0), (1,1),(2,4),(3,9),...}.

3.6 teorema. n argumenty dalinai rekursiniy funkcijy aibei egzistuoja univer-
salioji funkcija.

aibé, nes sutampa su sg|f(x1, ..., ) — y| — 1 apibrézimo sritimi. Taigi, kokia bebiity
dalinai rekursiné funkcija f(z1, ..., 2,), remiantis 3.7 apibrézimu galime tvirtinti, kad
egzistuoja tokia primityviai rekursiné funkcija g(z1, ..., Zn, y, 2), kad

(1, .., Tn,y) € A tada ir tiktai tada, kai atsiras toks z, kad g(x1,...,xn,y,2) =0

Tarkime ¢ = as(y,z). Tuomet (x1,...,z,,y) € A tada ir tiktai tada, kai at-
siras toks t, kad g(x1, ..., T, 73 (t), 72 (t)) = 0. Pazymékime g(x1, ..., xn, 7 (1), 73(t))
nauja funkcija F(x1,...,z,,t). Gavome, kad kokia bebuty dalinai rekursiné funkcija

f(z1,...,x,) atsiras tokia primityviai rekursiné F'(z1, ..., z,,t), kad

f(xy, o zn) = 73 (ue(F(x1, ..., 2, ) = 0)) (3.1)
Universalioji D™+ dalinai rekursinems n argumenty funkcijoms gaunama tokiu
budu:

D" (g, 1, ...y ) = w3 (e (D2 (20, 21, .. 2, 1) = 0))

15 tikryju, su kiekvienu fiksuotu g D"t dalinai rekursine. Antra vertus, jei
f(z1,...,x,) yra kuri nors dalinai rekursiné funkcija, tai atsiras tokia primityviai
rekursiné F'(z1, ..., p, t), kuriai galioja lygybé (3.1). Tarkime jos numeris i. Tuomet

D" (i 2y, ey ) = T (e (D20, 21, ooy Ty 1) = 0)).
Teorema jrodyta.

3.14 apibrézimas. Sakysime, kad visur apibrézta funkcija g(x1, ..., x5) yra dalinés
funkcijos f(r1,...,xs) pratesimas, jei bet kuriems z9, ..., 20, su kuriais f apibréita,

galioja lygybé g(9, ..., 29) = f(a9, ..., 29).

EX

Ar galima pratesti kiekviena dalinai rekursine funkcija? T.y. ar arsiras tarp ben-
drarekursiniy tokia, kuri bus jos pratesimas? Pasirodo, kad ne visas dalinai rekursines
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funkcijas galima pratesti.

3.7 teorema. Universalioji D**(xq,x1,...,xs) dalinai rekursinéms s argumenty
funkcijoms, neturi pratesimo.

Irodymas. Nagrinéjame V (z) = sgD*T!(x, x, ..., x). Jei V(z) apibrézta su kuriuo
nors o, tai jos reikdme lygi 1 arba 0. Tarkime V' (z) turi pratesimg W (z). 1 ja (vieno
argumento) galima zitréti kaip i s argumenty funkcija,

W(z1) = pri(W(x1), o2, ..., Ts)-

Atsiras toks a, kad D5t (a, 21, ...,xs) = W(zy1). Ji visur apibrézta. Imame z; =
.. =z = a. W(x) yra ir §gD*"(x, x, ..., x) pratesimas. Gauname priestaravima,
W(a) = sgW (a). Taigi V() neturi pratesimo.
Tarkime, kad D**(zq, 21, ..., z,) turi pratesima P(zq, 1, ..., 2s). Tuomet sgP(z, z, ..., )
biity V' (x) pratesimas, o tokios tarp bendrarekursiniy funkcijy néra. Teorema jrodyta.

3.8 teorema. Fgzistuoja rekursyviai skaiciosios, bet nerekursinés aibés.

Irodymas. Nagrinéjame universaligja vieno argumento funkcijoms D2<J)1,J)2).
Funkcija V() = sgD?(x, z) tenkina savybes:
1. V(z) dalinai rekursine,
2. V(z) neturi pratesimo,
3. V(x) reiksmiy aibé {0,1}.

rekursinés p,(V(x) + z = 0) apibrézimo sritimi. Jei ji buty rekursine, t.y. atsirasty
tokia bendrarekursiné k(z), kad

%(m):{ 1, jei V() =0

0, prieSingu atveju

tai §g k(x) buty V(z) pratesimas. O tai prieStarauja antrai funkcijos V' (z) savy-
bei. Teorema jrodyta.

3.9 Kanoninis Post skai¢iavimas

Siame skyrelyje trumpai susipazinsim su amerikieciy logiko E.L.Post 1943 metais
aprasytu algoritmiskai apskaicivojamyjy funkcijy formalizmu — kanoniniu skaiciavimu.

3.15 apibrézimas. Kanoniniu skaiciavimu vadinsime ketvertq (A, P, Ak,T).
A, Ak, P,T — baigtinés aibés. A vadinama skai¢iavimo abécéle, P - skaiciavimo kin-
tamuyjy aibé (ANP = () Ak — ZodZiy abécéléje A aibé, vadinama skaiciavimo aksiomy,
aibe, T — taisykliy aibé pavidalo
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G1,1p1,1G1,2p1,2---Gl,nlpl,nl Gl,n1+1
G2,1p2,1G2,2p2,2---G2,n2p2,n2 G2,n2+1

Gm,lpm,lGm,2pm,2~~Gm,nmpm,nm Gm,nm+1
G1p1Gapa---GnpnGrir

G;; — ZodZiai abécéléje A, p; ; — kintamiegi.
Zodziai vir§ bruksnio vadinami taisyklés prielaidomis, o briikSnio apacioje — iSvada.

Laikoma, kad kintamieji, jeinantys i isvada, sutinkami bent vienoje prielaidoje.

Taisykle realizuojanciu rinkiniu vadinsime reiskinj pavidalo
p', P P
By, Bs, .., Bs
Cia p',...,p° — pilnas sarasas kintamuyju, jeinanciy i taisykle, o By, ..., By — kurie
nors zodziai abécéléje A. Pakeite taisykléje visas p' ieitis zodziais A; (i = 1,...,s),
gauname taisyklés taikyma

Q1

Qm

Q
Q,Q; (i = 1,..,m) — zodziai abécéléje A. Zodziuy abécéléje A seka vadinama
isvedimu, jei kiekvienas jos narys yra aksioma arba gautas i§ kairéje esanciy for-

muliy pritaikius kurig nors skai¢iavimo taisykle. Sakoma, kad zodis B iSvedamas
skai¢iavime, jei galima rasti iSvedima, kuris baigiasi zodziu B.

Kanoninis skai¢iavimas jdomus tuo, kad savyje apjungia kaip Turing masinas,
taip ir loginius skaic¢iavimus. ] Turing masinas ir loginius skai¢iavimus galime zituréti
kaip i atskirus kanoniniy skaic¢iavimy atvejus. Gauname ir kitokj bendresni formaly
aparata, rekursyviai skai¢iosioms aibéms aprasyti. Generuojami objektai nebuitinai
yra skaiciai.

Pavyzdziai.
1A= {|}’ P = {p}7 Ak = {||}7 T= Z;D_P

QH’}_

2. A={1,0,%}, P ={p,q}, Ak = {B} B — kuris nors zodis abécéléje {1,0}. T
susideda i3 taisykliu:

Isvedamy skai¢iavime zodziy aibé lygi {||, ], --,

P plxg pOxqg  *p
px  px0g pxlg p
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Kai kada domina ne visi iSvedami zodziai abécéléje A, o iSvedami zodziai abécéléje
A’, kuri yra kuris nors aibés A poaibis. Tuo atveju sakoma, kad A’ yra pagrindiné
skai¢iavimo abécélé. Jei antrajame pavyzdyje pagrindine abécéle laikysime {1, 0}, tai
skaiciavime isvedamas tik vienas (neskaitant aksiomos) zodis, kuris gaunamas i§ B,
pakeitus jame visas 0 jeitis vienetukais, bei 1 jeitis nuliukais.

3.16 apibrézimas. Sakysime, kad du skaic¢iavimai ekvivalentus atZvilgiu pa-
grindinés abécélés A, jei isvedamy abejuose skaiciavimuose ZodZiy abécéléje A aibés
sutampa.

3.17 apibrézimas. Tuaisykle, kurioje bent vieno kintamojo, jeinancio § prielaidg,
néra isvadoje, vadinsime c-taisykle.

3.4 lema. Koks bebuty kanoninis skaiciavimas 11 = (A, P, Ak, T), galima rasti
jam ekvivalenty atzvilgiu pagrindinés abécélés A, kuriame néra c-taisykliy.

Irodymas. Tarkime A = {a1,as,...,a,} ir skai¢iavimo II taisykléje Gy, ...,Gp, /G
kintamuju p, ..., ps, jeinanciy i prielaidas, néra isvadoje G. Naujasis skaic¢iavimas,
kuriame bus eliminuota nagrinéjamojo c-taisyklé, ir kuris ekvivalentus skai¢iavimui
IT atzvilgiu pagrindinés abécélés A, gaunamas tokiu budu. Abécélé papildoma nauju
simboliu, pavyzdziui *. O taisyklé kei¢iama tokiomis:

Gi
; * *
~ PR i=1,..,n) L
Gm p*q q
p1..ps ¥ G

Taigi, generuodami tam tikrus ”tarpinius” zodzius, kuriuose yra *, gauname skaic¢iavima,
kuriame eliminuota c-taisyklé ir jis ekvivalentus skaic¢iavimui I atzvilgiu pagrindinés
abécélés A. Lema jrodyta.

3.18 apibrézimas. Kanoninis skaiciavimas II = (A, P, Ak, T) vadinamas nor-
maliuoju, jei aibéje Ak téra vienas elementas, o visos taisyklés yra pavidalo

Gq
qG’

G,G' — Zodziai abécéléje A.

Parodysime, kaip galima modeliuoti Turing masinos darba, su fiksuotais pradini-
ais duomenimis. Tuo tikslu nagrinésime determinuota, standartine Turing masina, su
vienpuse viena juosta. Tarkime, Turing maginos abécéle A U {b}, A = {a1,...,am}.
Biseny aibé @ = {qo, q1, ..., ¢s }- go — pradiné biisena. Pradiniai duomenys ejes...e, —
zodziai abéceléje A. Jie uzrasomi pirmose (i kairés j desine) v lastelése. Po baigtinio
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zingsniy skaiciaus ji pereina i galutine buisens, (pazymésime ja ¢s) arba dirba be galo
ilgai. Jei baigia darba, tai pereina i galutine biiseng, ¢, ir skaitancioji galvuté bus ties
pirmaja lastele. Tuscios lastelés gali buti tik desinéje galutinio rezultato t.y. tuscios
lastelés prirasomos tik is desinés. Skaitiavimo eigoje ju negali buti tarp abécéléje A
zodziy.

Nors i§ pirmo zvilgsnio ir atrodo, kad Turing masina turi tenkinti daug apribojimu,
bet, yra zinoma, kad kokia bebuty Turing masina, galima rasti jai ekvivalencia,, tenk-
inancia, iSvardintus apribojimus.

Jos darba, modeliuojantis normalusis kanoninis skai¢iavimas gaunamas tokiu budu.
Abécélée B = {ai,...,am,q0,41, -, s, b, *}. Pagrindiné abécéle A C B. P = {p},
Ak = {xqoeiea...e, }. Taisykleés:

T *( b * % T % *
W pep) 0P P P

(x € A)

Kiekvienai masinos komandai atitiks po taisykle. Komandoms pavidalo §(g;, a;) =

(quaavaD)a 6(qlab) = (quayaD) (y S AU {b})7 6(qi7aj) = (quaavaK)7 6<qzay) =
(qu, 2, N) (y, 2 € AU{b}) priskiriame taisykles:

q;a;p q; * P zq;a;p (JceA) q;yp
Payqu PYqu* pgjxray Pquz

Kita teorema priklauso logikui E.L.Post.

3.9 teorema. Koks bebuty kanoninis skaiciavimas su pagrindine abécéle A, gal-
ima rasti jam ekvivalenty normalyji atzvilgiu A.

3.10 Pratimai
1. Trodyti, kad funkcija primityviai rekursiné:
a) -y
b) z¥
c) z—1
d) n!, kai 0! =1

2. Duota, kad g(z1, ..., ¥, ) primityviai rekursiné. Jrodyti, kad funkcija firgi prim-
ityviai rekursineé:
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Tn
flxe,.yxn) = Hg(ml, ey Tp—1, 1),
1=0
b)
?7 'r ’---’:I/‘ - ’Z- ) -ei SZ
f(:rlw",xnlay,'z){ Z’L_yg( ! nt ())) iez z>z

3. Duota, kad n argumenty funkcijos f,k,h primityviai rekursinés. Irodyti, kad

k(Z1,..5Tn)

f(xla"'axn): Z 9(1'1,...,5071,1,2.)

i=h(z1,...,Tn)

primityviai rekursine.
4. Trodyti, kad funkcija

1, jei z dalosiis y
0, prieSingu atveju

div(o.y) = {

primityviai rekursiné.

5. Trodyti, kad funkcija nd =z, kurios reiksmeé lygi z dalikliy (jskaitant ir vienetg)
skai¢iui, primityviai rekursiné.

6. Parasyti pirmuosius tris ketvertus pagal Cantor numeracija.
7. Duota rekursiné aibé A. Trodyti, kad jos papildinys taip pat rekursiné aibé.

8. Duotos rekursinés aibés Ay, ..., A,. Irodyti, kad juy sajunga bei sankirta taip
pat rekursinés aibés.

9. Trodyti, kad jei f(z) € PR, tai lygties f(x) = 0 sprendiniy aibé rekursiné.
10. Arm* =7 7
11. Kam lygus w* 4+ w tipas 7

12. Nustatyti aibés tipa,
(0,0) < (0,1) < (0,2) < ... < (1,0) < (1,1) < (1,2) < ...

13. Kokig, funkcijg, apibrézia Bs(a,n) ?

14. Trodyti, kad i3 baziniy funkciju s(z), ¢(x), naudojantis sudéties, kompozicijos
bei iteracijos operatoriais, galima gauti funkcija: a) pri(z), b)f(z) =0, ¢) sg .
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15. Kam lygi funkcija: a) I(x +2 -z + 1), b) I(sgx)?

16. Rasti funkciju, aprasyty 14-toje uzduotyje, numerius.
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