
3 skyrius

Rekursyviosios funkcijos

Šiame skyriuje nagrinėsime vienaι algoritmǐskai apskaičiuojamuιjuι funkcijuι for-
malizmaι − rekursyviaιsias funkcijas. Visuι šiame skyriuje nagrinėjamuιjuι funkcijuι
apibrėžimuι bei reikšmiuι aibėmis yra viena ir ta pati natūraliuιjuι skaičiuι aibė N =
{0, 1, 2, ...}. Rekursyviuιjuι funkcijuι aibė sutampa su Turing mašinomis apskaičiuojamuιjuι
funkcijuι aibe. D.Hilbert suformulavo reikalavimus, kuriuos turi tenkinti algoritmǐskai
apskaičiuojamosios funkcijos. Remiantis jo darbais 1931 metais K.Gödel pirmasis
aprašė rekursyviuιjuι funkcijuι klaseι. Vėliau, 1936 metais A.Church, panaudodamas
kitas idėjas, aprašė taι pačiaι rekursyviuιjuι funkcijuι klaseι.

3.1 Intuityvioji algoritmo samprata

XX amžiaus pradžioje atsirado poreikis tikslios efektyvios procedūros (algoritmo) saιvokos
apibrėžimui. Pradėta manyti, kad kai kurios problemos nėra ǐssprendžiamos. Bet
kaip tai iιrodyti? Kaip iιrodyti, kad tam tikrai problemai spreιsti nėra algoritmo? Tam
nepakanka plačiai vartojamos intuityvios algoritmo sampratos:

griežtuι komanduι (instrukcijuι), pagal kuriuos atliekamos operacijos, seka, leidžianti
spreιsti matematikos ar logikos uždavinius.

Reikia turėti matematǐskai tiksliaι algoritmo saιvokaι. Ji turėtuι apibendrinti intu-
ityviai suprantamuι algoritmuι savybes.

Pateiksime plačiai žinomaι Euklido algoritmo pavyzdiι. Duoti du natūralieji skaičiai
a1 ≥ a2 > 0. Rasti bendraι didžiausiaι dalikliι. Algoritmas toks:

Dalome a1 ǐs a2. Jei liekana a3 = 0, tai a2 yra bendras didžiausias daliklis. Jei
a3 �= 0, tai atliekame kitaι veiksmaι.

Dalome a2 ǐs a3. Jei liekana a4 = 0, tai a3 ir yra bendras didžiausias daliklis. Jei
a4 �= 0, tai atliekame kitaι veiksmaι.

Dalome a3 ǐs a4 ir t.t



Kadangi a1 ≥ a2 > a3 > ..., tai po baigtinio žingsniuι skaičiaus rasime bendraι
didžiausiaι a1 ir a2 dalikliι.

Pagrindinės savybės, kurias tenkina žinomuι algoritmuι pavyzdžiai yra tokios:

1. Diskretumas. Veiksmai ǐsdėstyti tam tikra seka. Vienaι juι atlikeι, pereiname
prie kito. Veiksmai dar vadinami algoritmo žingsniais.

2. Determinuotumas. Atlikeι veiksmaι žinome (nurodyta) kaι toliau daryti.

3. Žingsniuι elementarumas. Algoritmo veiksmuι sekaι galima suskaidyti iι labai
paprastus, elementarius, nesunkiai aprašomus ir nesunkiai iιvykdomus žingsnius.

4. Masǐskumas. Algoritmai taikomi tam tikros aibės atžvilgiu. Pavyzdžiui,
aprašytasis Euklido algoritmas taikomas bet kuriems natūraliesiems skaičiams a1 ≥
a2 > 0.

Iš kur gi kilo žodis algoritmas? Tai sulotynintas arabuι (kai kurie šaltiniai nurodo,
persuι) matematiko Al Chorezmi (gimė apie 783 metus, mirė apie 850 metus) vardas.
Jis ǐsgarsėjo savo knyga, kurioje aprašė veiksmus su ǐs Indijos perimtais skaičiais.
Naujoji pozicinė skaičiavimo sistema greitai paplito pasaulyje, o jo knyga tapo dauge-
lio žmoniuι parankine knyga. Knygoje buvo daug taisykliuι rinkiniuι, kuriuι pagalba po
baigtinio žingsniuι skaičiaus gauname rezultataι.

Tikslinant algoritmo saιvokaι buvo einama dviem keliais:

1. Idealizuotos (matematinės) skaičiavimo mašinos kūrimas,

2. Algoritmǐskai apskaičiuojamuι funkcijuι aibės aprašymas.

Po daugelio metuι, pagaliau 1934-1936 metais ir viena ir kita kryptimi dirbančiuι
mokslininkuι dėka gauta daug skirtinguι savo formalizmu bei idėjomis algoritmo saιvokos
patikslinimuι. Pirmosios krypties žinomiausiais darbais tapo A.Turing ir E.Post aprašytosios
mašinos. A.Turing laikomas informatikos mokslo tėvu. Sukurtaιjaι mašinaι pasiūlė
vadinti elektroniniu kompiuteriu. Antrojo pasaulinio karo metu jis panaudojo tokiaι
mašinaι, ǐsšifruodamas vokiečiuι naudotaι povandeniniuι laivuι kodaι Enigma. 1954
metais baigė savo gyvenimaι nusinuodydamas kalio cianidu. Paskutiniuosius savo
gyvenimo metus A.Turing dirbo Mančesterio universitete. Intuityviai algoritmǐskai
apskaičiuojamoji funkcija suprantama taip: žinant funkcijos y = f(x) argumento
reikšmeι moku apskaičiuoti funkcijos reikšmeι. Buvo sukurta daug metoduι algoritmǐskai
apskaičiuojamuιjuι funkcijuι klasei nusakyti. Žinomiausios yra K.Gödel, A.Church bei
S.Kleene aprašytosios funkcijuι klasės. A.Church jas pavadino rekursyviosiomis funkci-
jomis.

A.Church tezė. Algoritmǐskai apskaičiuojamuιjuι funkcijuι aibė sutampa su rekursyviuιjuι
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funkcijuι aibe.

Ji buvo paskelbta 1936 metais. Teze vadinama todėl, kad tai tvirtinimas, kuriuo,
A.Church nuomone, tikėti reikėtuι, bet iιrodyti negalima. Negalima iιrodyti dviejuι
aibiuι lygybės, nes, ǐs vienos pusės, tai matematǐskai tiksli rekursyviuιjuι funkcijuι klasė,
o ǐs kitos − intuityvi, netiksli, skirtinguι žmoniuι suprantama skirtingai, algoritmǐskai
apskaičiuojamuιjuι funkcijuι klasė.

Kodėl tikima A.Church teze? Pagrindiniai argumentai yra du:

1. Visuι pasiūlytuι, skirtingomis idėjomis aprašytuι algoritmǐskai apskaičiuojamuιjuι
funkcijuι klasės sutampa ir ne tik tarpusavyje, bet ir su idealizuotuι skaičiavimo mašinuι
apskaičiuojamosiomis funkcijuι klasėmis,

2. Nėra žinomas joks intuityviai apskaičiuojamosios funkcijos pavyzdys, kuris
nebūtuι rekursyvioji funkcija.

3.2 Primityviai rekursinės funkcijos

Aprašysime formaliaιjaι sistemaι. Funkcijos, kurias galima gauti toje sistemoje, ir
vadinsime rekusyviosiomis. Formalioji sistema susideda ǐs baziniuι funkcijuι ir oper-
atoriuι, kurie taikomi turimoms funkcijoms, o rezultatas − naujosios funkcijos. Visuι
pirma aprašysime vienaι poaibiι rekursyviuιjuι funkcijuι, taip vadinamaιsias primityviai
rekursines funkcijas.

Bazinės funkcijos: konstanta 0, paskesniojo nario funkcija s(x) = x + 1 ir pro-
jekcijuι funkcijos prip(x1, ..., xp) = xi (p ≥ 1; 1 ≤ i ≤ p).

Iš baziniuι funkcijuι gauname naujas naudojantis šiais dviem operatoriais:

1. Kompozicijos operatorius. Tarkime duotos n+ 1 funkcijos

f(x1, ..., xn), g1(x1
1, ..., x

1
m1
), ..., gn(xn

1 , ..., x
n
mn
) (3.1)

Sakysime, kad funkcija f(g1(x1
1, ..., x

1
m1
), ..., gn(xn

1 , ..., x
n
mn
)) gauta ǐs funkcijuι (3.1)

panaudojus kompozicijos operatoriuι.

2. Primityviosios rekursijos operatorius. Tarkime duotos dvi funkcijos
g(x1, ..., xn−1), h(x1, ..., xn+1). Viena juι yra n − 1 argumento, o antroji n + 1 ar-
gumento. Apibrėžiame naujaιjaι n argumentuι funkcijaι f(x1, ..., xn) tokia shema:

f(x1, ..., xn−1, 0) = g(x1, ..., xn−1)
f(x1, ..., xn−1, y + 1) = h(x1, ..., xn−1, y, f(x1, ..., xn−1, y))
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Kai n = 1 funkcija g yra konstanta. Sakysime, kad funkcija f gauta ǐs funkcijuι
g,h, panaudojus primityviosios rekursijos operatoriuι. Pabrėždami, kad paskutiniojo
argumento reikšmė nelygi nuliui, rašome y + 1. Kaip matome, funkcija apibrėžta
rekursyviai. Norint apskaičiuoti funkcijos f(x1, ..., xn−1, y + 1) reikšmeι, reikia ǐs
pradžiuι rasti funkcijos reikšmeι, kai paskutiniojo argumento reikšmė vienetu mažesnė.
Rekursija (griιžimas) primityvi. Argumento reikšmė sumažinama vienetu.

3.1 apibrėžimas. Pati mažiausia aibė, kuriai priklauso bazinės funkcijos ir
kuri uždara kompozicijos bei primityviosios rekursijos atžvilgiu, vadinama primityviai
rekursiniuι funkcijuι aibe (klase).

Primityviai rekursiniuι funkcijuι aibeι žymėsime PR. Primityviai rekursinės funkci-
jos apibrėžtos su bet kuriomis argumentuι reikšmėmis. Tokias funkcijas vadinsime
visur apibrėžtomis funkcijomis.

Aibės A charakteringoji funkcija κ apibrėžiama tokiu būdu:

κA (x) =
{
1, jei x ∈ A
0, jei x /∈ A

3.2 apibrėžimas. Natūraliuιjuι skaičiuι poaibis vadinamas primityviai rekursiniu,
jei jo charakteringoji funkcija yra primityviai rekursinė.

Pavyzdžiai:

1. Konstanta 1 priklauso PR klasei, nes jaι s(0) galima gauti ǐs baziniuι funkcijuι
s(x), 0, naudojantis kompozicijos operatoriumi.

2. Bet kuri konstanta n priklauso PR klasei, nes s(s(...s(0))...) ∈ PR. Čia taikėme
n− 1 kartaι kompozicijaι.

3. x + n ∈ PR, nes s(s(...s(x))...) = x + n. Taip pat taikėme n − 1 kartaι kom-
pozicijaι.

4. s(pr33(x, y, z)) ∈ PR. Gauta ǐs baziniuι funkcijuι s(x), pr33(x, y, z), pritaikius
kompozicijos operatoriuι.

5. Parodysime, kad x+ y ∈ PR. Funkcija x+ y gaunama ǐs pr11 bei s(pr33(x, y, z))
naudojantis primityviosios rekursijos operatoriumi.

x+ 0 = pr11(x) = x
x+ (y + 1) = (x+ y) + 1 = s(pr33(x, y, x+ y)) = s(x+ y) = (x+ y) + 1

Apibrėžiame funkcijas sg x, s̄g x, bei x−̇y:
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sg x =
{
1, jei x > 0
0, jei x = 0

s̄g x =
{
1, jei x = 0
0, jei x > 0

x−̇y =
{
x− y, jei x > y

0, jei x ≤ y

Iιrodymaι, kad sg x, s̄g x bei x−̇y yra primityviai rekursinės, paliekame pratyboms.

Funkcija |x− y| irgi primityviai rekursinė, nes |x− y| = (x−̇y) + (y−̇x).

3.1 lema Jei g(x1, ..., xn) primityviai rekursinė, tai

f(x1, ..., xn) =
xn∑
i=0

g(x1, ..., xn−1, i)

irgi primityviai rekursinė.

Iιrodymas.
f(x1, ..., xn−1, 0) = g(x1, ..., xn−1, 0)
f(x1, ..., xn−1, y + 1) = f(x1, ..., xn−1, y) + g(x1, ..., xn−1, y + 1)

Todėl f(x1, ..., xn) gaunama pritaikius primityviosios rekursijos operatoriuι funkci-
joms g(x1, ..., xn−1, 0) bei h(x1, ..., xn+1) = g(x1, ..., xn−1, s(xn)) + xn+1, kurios yra
primityviai rekursinės. Lema iιrodyta.

Dalome x ǐs y. Sveikaιjaι daliι žymime [x/y], o liekanaι rest(x, y). Tarkime, kad
[x/0] = x, bei rest(x, 0) = x. Remiantis 3.1 lema nesunku iιrodyti, kad [x/y] yra
primityviai rekursinė. Tuo tikslu nagrinėjame skaičiuι sekaι:

1 · y−̇x, 2 · y−̇x,..., n · y−̇x, ..., x · y−̇x.

Sveikoji dalis lygi nuliuι skaičiui sekoje. Todėl

[x/y] =
x∑

i=0

s̄g(iy−̇x)−̇1.

rest(x, y) = x−̇(y · [x/y]).
Algoritmuι teorijoje dažnai sutinkamas funkcijos apibrėžimas dalimis.
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f(x1, ..., xn) =




f1(x1, ..., xn), jei α1(x1, ..., xn) = 0
...

fs(x1, ..., xn), jei αs(x1, ..., xn) = 0
fs+1(x1, ..., xn), likusiais atvejais

Be to, su bet kuriuo reikšmiuι (x1, ..., xn) rinkiniu, tik viena ǐs αi gali būti lygi
nuliui.

Jei funkcijos fi (i = 1, ..., s+ 1) bei αi (i = 1, ..., s) primityviai rekursinės, tai ir f
primityviai rekursinė, nes teisinga lygybė:

f(x1, ..., xn) = f1(x1, ..., xn) · s̄gα1(x1, ..., xn) + ...+ fs(x1, ..., xn) · s̄gαs(x1, ..., xn)+
+fs+1(x1, ..., xn) · sg(α1(x1, ..., xn) · ... · αs(x1, ..., xn))

Saιlygas αi galima pakeisti tokiomis (suprantama αi, βi primityviai rekursinės)

αi = βi, αi ≤ βi, αi < βi,

nes jos redukuojamos iι lygtis

|αi − βi| = 0, αi−̇βi = 0, s̄g(βi−̇αi) = 0.

3.3 Minimizacijos operatorius

Tarkime duota n argumentuι funkcija f. Apibrėžiame naujaι, taip pat n argumentuι,
funkcijaι g(x1, ..., xn), kurios reikšmė lygi mažiausiam y, su kuriuo f(x1, ..., xn−1, y) =
xn. Iιrodyta, kad net jeigu f yra primityviai rekursinė, g gali ir nebūti algoritmǐskai ap-
skaičiuojamoji funkcija. Todėl nusakydami naujaι funkcijaι g, mes privalome nurodyti
ir metodaι kaip bus ieškomas mažiausias y:

Jei f(x1, ..., xn−1, 0) = xn, tai funkcijos g reikšmė lygi 0, jei ne, tai tikriname ar
f(x1, ..., xn−1, 1) = xn.
Jei f(x1, ..., xn−1, 1) = xn, tai funkcijos g reikšmė lygi 1, jei ne, tai tikriname ar
f(x1, ..., xn−1, 2) = xn ir t.t.

Funkcija g gali būti ir dalinė, t.y. su kai kuriomis argumentuι reikšmėmis ji gali
būti ir neapibrėžta, nes, pavyzdžiui, tokio y, tenkinančio aprašytaιjaι lygybeι, gali ir
nebūti. Antra vertus, gali ir būti toks m, kad f(x1, ..., xn−1,m) = xn, bet, jei su
kuriuo nors i < m funkcija f(x1, ..., xn−1, i) neapibrėžta, tai ir g bus neapibrėžta.

Sakysime, kad g gauta pritaikius minimizacijos operatoriuι funkcijai f, ir žymėsime

g(x1, ..., xn) = µy(f(x1, ..., xn−1, y) = xn).
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Naudojantis minimizacijos operatoriumi gaunama dalinė skirtumo funkcija x−y =
µz(y + z = x).

Funkcija f(x) = µy(y− (x+1) = 0) neapibrėžta su jokiu x ∈ N , nors kiekvienam
x atsiras mažiausias y. Jis lygus x+ 1.

3.3 apibrėžimas. Pati mažiausia aibė, kuriai priklauso bazinės funkcijos ir kuri
uždara kompozicijos, primityviosios rekursijos bei minimizacijos atžvilgiu, vadinama
dalinai rekursiniuι funkcijuι aibe (klase).

x − y yra dalinai rekursinė funkcija, bet ji nėra primityviai rekursinė. Iš 3.1 ir
3.3 apibrėžimuι ǐsplaukia, kad kiekviena primityviai rekursinė funkcija yra ir dalinai
rekursinė.

3.4 apibrėžimas. Visur apibrėžta dalinai rekursinė funkcija vadinama bendrarekur-
sine funkcija.

Dalinai rekursiniuι funkcijuι aibeι žymėsime DR, o bendrarekursiniuι − BR. Iš
apibrėžimuι ǐsplaukia, kad PR ⊆ BR ⊂ DR. Vėliau parodysime, kad egzistuoja ben-
drarekursinės funkcijos, kurios nėra primityviai rekursinės. Tokiu būdu PR ⊂ DR ⊂
BR.

3.4 Poruι numeracija

Kadangi bet kuriuι dviejuι skaičiuιjuι aibiuι Dekarto sandauga skaičioji, tai aibė A =
{(x, y) : x, y ∈ N} taip pat skaičioji. Išrašysime visas poras tam tikra tvarka. Jei
x+y < u+v, tai (x, y) sekoje bus sutinkama anksčiau negu kad (u, v). Jei x+y = u+v
ir x < u, tai pora (x, y) taip pat sutinkama anksčiau. Turime tokiaι poruι sekaι:

(0, 0), (0, 1), (1, 0), (0, 2), (1, 1), (2, 0), (0, 3),...

Kiekvienai porai priskirsime po numeriι. Numeracijaι pradėsime nuo nuliaus. Jei
pora yra i-toje vietoje, tai jos numeris bus i − 1. Poros (x, y) numeriι žymėsime
α2(x, y). Tokiu būdu α2(0, 0) = 0, α2(0, 1) = 1, α2(1, 0) = 2,... Tokiaι poruι nu-
meracijaι pasiūlė G.Cantor.

3.2 lema. Poros (x,y) numeris apskaičiuojamas funkcija

α2(x, y) =
(x + y)2 + 3x+ 4

2
.

Iιrodymas. Pora (x,y) yra atkarpoje

(0, x+ y), (1, x+ y − 1),..., (x, y),..., (x+ y, 0)
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Prieš atkarpaι yra viena tokia pora (u,v), kad u + v = 0, dvi poros (u,v), kuriose
u+ v = 1 ir t.t. Iš viso 1 + 2 + ...+ (x+ y) poruι t.y.

(x + y)(x+ y + 1)
2

poruι. Pora (x,y) yra nagrinėjamosios atkarpos x + 1-oje pozicijoje. Kadangi nu-
meracija prasideda nuo nulio, tai

α2 (x, y) =
(x+ y)(x+ y + 1)

2
+ x =

(x+ y)2 + 3x+ 4
2

Lema iιrodyta.

Poros(x,y) kairiuoju nariu vadinsime x, o dešiniuoju − y. Kairiojo nario funkcijaι
žymėsime π1

2 , o dešiniojo π
2
2 . Jos abi yra vieno argumento funkcijos. Jei poros (x,y)

numeris n, tai π1
2(n) = x, o π2

2(n) = y. Jos tenkina tokias savybes:

α2(π1
2(n), π

2
2(n)) = n,

π1
2(α2(x, y)) = x,
π2

2(α2(x, y)) = y.

Žemiau mes nesinaudosime šia konkrečia Cantor numeracija. Svarbu mums tik
faktas, kad galima tokia poruι numeracija, kai α2(x, y), π1

2(n), π
2
2(n) yra primityviai

rekursinės funkcijos.

π1
2(n) lygi funkcijai

π1
2(n) = x = n−̇

1
2
[
[
√
8n+ 1] + 1

2
][
[
√
8n+ 1]−̇1
2

]

Naudojantis poruι numeracijos funkcija aprašomos trejetuι, ketvertuι ir t.t. nu-
meracijos.

α3(x1, x2, x3) = α2(x1, α2(x2, x3))

Pagal šiaι numeracijaι pirmaisiais penkiais sekos nariais yra trejetai:

(0, 0, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 0, 1), ...

Bet kurio n komponentuι vektoriaus numeris apibrėžiamas rekursija

αn(x1, ..., xn) = α2(x1, αn−1(x2, ..., xn))

Jei αn(x1, ..., xn) = x, tai πi
n(x) = xi. Gauname, kad
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x1 = π1
2(x),

x2 = π1
2(π

2
2(x)),

x3 = π1
2(π

2
2(π

2
2(x))),

...
xn−1 = π1

2(π2
2(π2

2(...(π2
2(x)))...) π2

2 iιeina n− 2 kartus,
xn = π2

2(π
2
2(π

2
2(...(π

2
2(x)))...) π

2
2 iιeina n− 1 kartaι.

Kadangi αn, π
i
n funkcijos (jos vadinamos Cantor funkcijomis) gaunamos pritaik-

ius kompozicijos operatoriuι primityviai rekursinėms funkcijoms, tai ir jos pačios yra
primityviai rekursinės.

3.5 Baigtinumo problema

Nagrinėjame vienajuostes determinuotasias Turing mašinas. Be to, laikome, kad jos
tenkina saιlygas (tokias mašinas vadinsime standartinėmis):

a) kai mašina po baigtinio žingsniuι skaičiaus baigia darbaι, t.y. patenka iι galutineι
būsenaι, jos skaitančioji galvutė turi būti ties pirmaja (ǐs kairės) netuščia laιstele,

b) abėcėlėje, be tuščios laιstelės simbolio b, yra dar du ( 0,1). Be to, pradiniai
duomenys bei rezultatai yra dvejetainiai skaičiai.

Būsenas, kaip ir iιprasta, žymėsime raidėmis q su indeksais, perėjimuι funkcijaι raide
δ, o perėjimuι komandas δ(qi, x) = (qj , x′, Y ) (čia Y žymime vienaι ǐs raidžiuι K,D,N).

Yra žinoma, kad kokia bebūtuι Turing mašina, galima rasti jai ekvivalenčiaι, t.y.
apskaičiuojančiaι taι pačiaι funkcijaι, standartineι. Tokiu būdu, Turing mašinos abėcėlė
yra tokia:

A = {0, 1, b, q, 2, ..., 9, δ,=, (, ),K,D,N}∪ {, }.

3.3 lema Standartiniuι Turing mašinuι aibė skaičioji.

Iιrodymas. Sutinkamai su 1.5 teorema, visuι galimuι žodžiuι aibė A∗ skaičioji. Tie
žodžiai, kurie yra kurios nors standartinės Turing mašinos perėjimuι funkcija, sudaro
begaliniι A∗ poaibiι, kuris yra skaitusis, nes bet kuris skaičiosios aibės poaibis yra baig-
tinis arba skaitusis. Lema iιrodyta.

Tarkime T0, T1, T2, ... − pilnas saιrašas standartiniuι Turing mašinuι, o ϕ0, ϕ1, ϕ2, ...
− vieno argumento dalinai rekursinės funkcijos, kurias apskaičiuoja atitinkamos Tur-
ing mašinos, t.y. ϕi žymi funkcijaι, kuriaι apskaičiuoja mašina Ti.

Baigtinumo problema:
Ar egzistuoja algoritmas, kuriuo naudojantis pagal bet kuriaι natūraliuιjuι skaičiuι poraι
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(m,n) galima pasakyti, ar Turing mašina Tm su pradiniais duomenimis n (t.y. juos-
toje pradiniu laiko momentu yra natūraluιjiι n atitinkantis dvejetainis skaičius) baigia
darbaι (t.y. po baigtinio žingsniuι skaičiaus pereina iι galutineι būsenaι) ar ne?

Jei dalinė funkcija f(x) apibrėžta su x = k, tai žymėsime f(k) < ∞, jei ne, tai
f(k) =∞.

Baigtinumo problemaι galima apibrėžti ir tokiu būdu: ar egzistuoja algoritmas,
kuriuo galima nustatyti ar ϕm(n) < ∞, ar ϕm = ∞ (m,n − bet kurie natūralieji
skaičiai)?

Aibė vadinama rekursine, jei jos charakteringaja funkcija yra kuri nors visur
apibrėžta rekursyvioji funkcija. Kai kalbama ne apie skaitines aibes, o aibes susidedančias
ǐs kitokiuι elementuι (formuliuι, funkcijuι, Turing mašinuι,...), tai dažniausiai vietoje
(ne)rekursinė aibė sakoma (ne)ǐssprendžiama aibė (klasė, problema).

3.1 teorema. Baigtinumo problema neǐssprendžiama.

Iιrodymas. Parodysime, kad tarp visuι galimuι algoritmuι nėra tokio, kuris ǐssprendžia
baigtinumo problemaι. Nagrinėjame funkcijaι

g(α2(x, y)) =
{
1, jei ϕx(y) <∞
0, jei ϕx(y) =∞

Tarkime, kad algoritmas, apie kuriι kalbama baigtinumo problemoje, egzistuoja.
Taigi, atsiras tokia standartinė Turing mašina, kad su pradiniais duomenimis α2(x, y),
po baigtinio žingsniuι skaičiaus mašina pereis iι galutineι būsenaι ir juostoje bus tik viena
natuščia laιstelė. Joje bus 1 arba 0 ir ties ja bus skaitančioji galvutė. Tuomet funkcija
g(α2(x, y)) bendrarekursinė ir atsiras Turing mašina apskaičiuojanti funkcijaι ψ(x):

ψ(x) =
{

1, jei g(α2(x, x)) = 0
∞, jei g(α2(x, x)) = 1

Jaι galima gauti tokiu būdu. Kiekvienaι galutineι būsenaι qi ǐsbraukiame ǐs galutiniuι
būsenuι saιrašo, o perėjimuι funkcijaι papildome:
δ(qi, 1) = (qi, 1, D)
δ(qi, b) = (qi, b,D)
δ(qi, 0) = (qki , 1, N)

qki − kurios nors naujos būsenos. Jas priskiriame galutiniuι būsenuι aibei. Tarkime
l yra Turing mašinos, apskaičiuojančios ψ, kuris nors numeris. Tuomet l bus ir ψ nu-
meris, t.y. ψ = ϕl. Aǐskinames, ar ψ(l) <∞ ir ǐs prielaidos, kad egzistuoja algoritmas,
apie kuriι kalbama baigtinumo problemoje, gauname prieštaravimaι.

1) Tarkime, kad ψ(l) <∞. Tuomet g(α2(l, l)) = 0 ir ϕl(l) =∞ t.y. ψ(l) =∞.
2) Tarkime, kad ψ(l) =∞. Tuomet g(α2(l, l)) = 1 ir ϕl(l) <∞ t.y. ψ(l) <∞.
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Teorema iιrodyta.

1953 metais H.G.Rice iιrodė bendresneι teoremaι:

Tarkime X dalinai rekursiniuι vieno argumento funkcijuι aibė. Jei X netuščia ir
nesutampa su visuι dalinai rekursiniuι vieno argumento funkcijuι aibe, tai

A = {x : x ∈ N ir ϕx ∈ X}
nerekursinė.

Remiantis Rice teorema galima gauti daug nerekursiniuι aibiuι. Pateiksime poraι juι:

a) X susideda ǐs visuι vieno argumento tapačiai lygiuι nuliui primityviai rekursiniuι
funkcijuι,

b) X susideda ǐs visuι bendrarekursiniuι vieno argumento funkcijuι.

Neǐssprendžiama ir tokia problema: ar bet kurios dvi Turing mašinos apskaičiuoja
vienaι ir taι pačiaι dalinai rekursineι funkcijaι.

3.6 Rekursyviai skaičiosios aibės

Pateikiame tris skirtingus rekursyviai skaičiosios aibės apibrėžimus.

3.5 apibrėžimas. Sakysime, kad aibė rekursyviai skaičioji, jei ji sutampa su ku-
rios nors dalinai rekursinės funkcijos apibrėžimo sritimi.

3.6 apibrėžimas. Netuščia aibė rekursyviai skaičioji, jei ji sutampa su kurios
nors primityviai rekursinės funkcijos reikšmiuι aibe.

3.7 apibrėžimas. Aibė A rekursyviai skaičioji, jei egzistuoja tokia primityviai
rekursinė funkcija f(a,x), kad lygtis f(a, x) = 0 turi sprendiniι x tada ir tiktai tada,
kai a ∈ A.

Visi trys apibrėžimai, netuščios aibės atveju, ekvivalentūs. Iιrodysime tai tik ke-
liems atvejams.

1. Tarkime aibė A rekursyviai skaičioji pagal 3.6 apibrėžimaι, t.y. ji netuščia ir yra
tokia primityviai rekursinė funkcija h(x), kad A = {h(0), h(1), h(2), ...}. Parodysime,
kad egzistuoja tokia dalinai rekursinė funkcija, kurios apibrėžimo sritis sutampa su A
(3.5 apibrėžimas).
Tokia funkcija bus

51



f(x) = µz(h(z) = x)

f(x) dalinai rekursinė, nes gauta pritaikius minimizacijos operatoriuι primityviai
rekursinei funkcijai. Be to, jei x ∈ A, t.y. x = h(i), tai atsiras toks j ≤ i, kad
h(j) = x, o tai reǐskia, kad f(x) apibrėžta. Jei x /∈ A, tai su bet kuriuo i h(i) �= x ir
f(x) neapibrėžta.

2. Tarkime aibė A rekursyviai skaičioji pagal 3.6 apibrėžimaι. A sutampa su prim-
ityviai rekursinės funkcijos h(x) reikšmiuι aibe. A = {h(0), h(1), h(2), ...}. Tuomet
|h(x) − a| = 0 primityviai rekursinė (žiūrėk skyreliι primityviai rekursinės funkcijos)
ir ji turi sprendiniι tada ir tiktai tada, kai a ∈ A. Taigi, A rekursyviai skaičioji pagal
3.7 apibrėžimaι. f(a, x) = |h(x)− a|.

3. Tarkime egzistuoja tokia primityviai rekursinė funkcija f(a,x), kad lygtis f(a, x) =
0 turi sprendiniι tada ir tiktai tada, kai a ∈ A t.y. A rekusyviai skaičioji pagal 3.7
apibrėžimaι. A netuščia ir, tarkime d, kuris nors jos elementas. Nagrinėjame funkcijaι

h(t) = π1
2(t)s̄gf(π

1
2(t), π

2
2(t)) + d · sgf(π1

2(t), π
2
2(t)).

h(t) primityviai rekursinė, nes gauta pritaikius kompozicijos operatoriuι primi-
tyviai rekursinėms funkcijoms. Tarkime a ∈ A, x0 yra lygties f(a, x0) = 0 sprendinys
ir t0 = α2(a, x0). Tuomet s̄gf(π1

2(t0), π2
2(t0)) = s̄gf(a, x0) = 1, sgf(π1

2(t0), π2
2(t0)) =

0 ir h(t0) = π1
2(t0) = a t.y. h(t0) ∈ A.

Tarkime a /∈ A. Tuomet su bet kuriuo x0 f(a, x0) �= 0. Koks bebūtuι t0 = α2(a, x0)
s̄gf(π1

2(t0), π
2
2(t0)) = 0. Tuo tarpu sgf(π1

2(t0), π
2
2(t0)) = 1 su bet kuriuo t0 =

α2(a, x0) ir h(t0) = d, t.y. h(t0) ∈ A. Taigi A rekursyviai skaičioji pagal 3.6
apibrėžimaι.

Norėdami atkreipti dėmesiι iι rekursiniuι ir rekursyviai skaičiuιjuι aibiuι skirtumaι,
pateiksime dar tokiι apibrėžimaι (palyginkite jiι su 3.2 apibrėžimu).

Tarkime κA(x) dalinai rekursinė funkcija tenkinanti saιlygaι

κA(x) =
{

1, jei x ∈ A
∞, jei x /∈ A

Tuomet A rekursyviai skaičioji.

Kuo skiriasi skaičiosios nuo rekursyviai skaičiuιjuι aibiuι? Tai paaǐskės vėliau. Kol
kas tik pastebėsime, kad jei A yra skaičioji ir abipusiai vienareikšmeι atitiktiι tarpN irA
galime nusakyti kuria nors primityviai rekursine funkcija h(x) (A = {h(0), h(1), ...}),
tai A taip pat ir rekursyviai skaičioji (pagal 3.6 apibrėžimaι). Kiekvienas natūraliuιjuι
skaičiuι aibės poaibis yra baigtinis arba skaitusis. Vėliau matysime, kad egzistuoja
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begaliniai natūraliuιjuι skaičiuι poaibiai, kurie nėra rekursyviai skaitūs.

Rekursyviai skaičiuιjuι aibiuι pavyzdžiai:

1. Tuščia aibė rekursyviai skaičioji, nes ji sutampa su dalinai rekursinės funkcijos
µz(z + (x+ 1) = 0) (ji su jokia reikšme neapibrėžta) apibrėžimo sritimi (naudojames
3.5 apibrėžimu).

2. N− = {1, 2, 3, ...} rekursyviai skaičioji, nes sutampa su primityviai rekursinės
funkcijos s(x) reikšmiuι aibe.

3. Baigtinio skaičiaus rekursyviai skaičiuιjuι aibiuι saιjunga bei sankirta yra rekursyviai
skaičiosios aibės.
Tarkime A1, A2, ..., An rekursyviai skaičiosios aibės. Egzistuoja (3.7 apibrėžimas)
tokios primityviai rekursinės funkcijos fi(a, x), kad fi(a, x) = 0 turi sprendiniι tada ir
tiktai tada, kai a ∈ Ai.
a) Sankirtos atveju konstruojame tokiaι primityviai rekursineι funkcijaι

f(a, x) = f1(a, π1
n(x)) + ...+ fn(a, π

n
n(x))

Su reikšmėmis x0
1, ..., x

0
n galioja lygybės f(a, x0

i ) = 0 (i = 1, ..., n) tada ir tiktai
tada, kai atsiras a ∈ A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ An. Tarkime x0 = αn(x0

1, ..., x
0
n). Tuomet

f(a, x0) = 0.
b) Saιjungos atveju

f(a, x) = f1(a, π1
n(x)) · ... · fn(a, πn

n(x))

Kai kurios rekursyviai skaičiuιjuι aibiuι savybės.

1. Kiekviena rekursinė aibė yra rekursyviai skaičioji.
Tarkime κA(x) bendrarekursinė charakteringoji aibės A funkcija. Tuomet A sutampa
su dalinai rekursinės funkcijos f(x) = κA(x)− 1 apibrėžimo sritimi.

2. Baigtinės aibės yra rekursinės, o tuo pačiu ir rekursyviai skaičiosios.
Tarkime A = {a1, ..., am}. Tuomet primityviai rekursinė funkcija
κA(x) = s̄g(|x− a1| · |x− a2| · ... · |x− am|) yra aibės A charakteringoji.

3. Jei kuri nors aibė A ir jos papildinys Ā (iki natūraliuιjuι skaičiuι aibės) rekursyviai
skaičiosios aibės, tai kaip A, taip ir Ā yra rekursinės.
Tarkime, A sutampa su primityviai rekursinės funkcijos f(x) reikšmiuι aibe, o Ā su
g(x) reikšmiuι aibe (remiames 3.6 apibrėžimu). Funkcija

h(x) = µz(|f(z)− x| · |g(z)− x| = 0)
apibrėžta su bet kuriuo natūraliuoju x, nes A∪ Ā = N ir todėl ji bendrarekursinė. A
bei Ā charakteringomis funkcijomis bus šios bendrarekursinės funkcijos:
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κA(x) = s̄g|f(h(x)) − x|,
κĀ(x) = s̄g|g(h(x)) − x|.

Iš trečiosios savybės ǐsplaukia:

3.2 teorema. Jei kuri nors rekursyviai skaičioji aibė nėra rekursinė, tai jos pa-
pildinys nėra nei rekursinė, nei rekursyviai skaičioji aibė.

Ši teorema labai svarbi logikai. Formulėms priskiriami numeriai ir aprašytosios
saιvokos bei rezultatai taikomi ir formuliuι aibėms. Vėliau matysime, kad rekursyviai
skaičiosiomis bet nerekursinėmis aibėmis yra tapačiai teisinguι bei tapačiai klaidinguι

predikatuι logikos formuliuι aibės. Iš 3.2 teoremos ǐsplaukia, kad iιvykdomuι predikatuι
logikos formuliuι aibė nėra nei rekursinė, nei rekursyviai skaičioji. Tas pats galioja ir
formuliuι, kurios nėra tapačiai teisingos, aibei.

3.7 Ackermann funkcijos

3.8 apibrėžimas. Sakysime, kad saιryšiu R(x,y), apibrėžtu aibėje A, nusakome dalineι
tvarkaι joje, jei saιryšis refleksyvus, tranzityvus ir antisimetrinis, t.y. kokie bebūtuι

x, y ∈ A (R(x, y)&R(y, x))→ x = y.

Saιryšius, kuriais iιvedama dalinė tvarka, žymime ≤. Kai kada, patikslindami, apie
tvarkaι kurioje aibėje kalbama, žymėsime ≤ su indeksu, pavyzdžiui, ≤A. Jei bet kurie
du elementai palyginami, t.y. R(x, y) apibrėžtas su bet kuriais x, y ǐs nagrinėjamosios
aibės, tai tvarka tiesine.

3.10 apibrėžimas. Tarkime aibėse A, B iιvesta tiesinė tvarka. Aibės vadinamos
panašiomis (žymime A � B), jei yra izomorfinės kaip sutvarkytos aibės. Jos dar
vadinamos to paties tipo aibėmis.

Taigi, jei A � B, tai egzistuoja tokia abipusiai vienareikšmė atitiktis tarp A, B
elementuι, kad kokie bebūtuι a1, a2 ∈ A, jie ir jiems atitinkantys b1, b2 ∈ B tenkina
saιlygas: a1 ≤A a2 ir b1 ≤B b2. Fiksuodami kuriaι nors netuščiaι aibeι, galime rasti
daug jai panašiuι aibiuι. Iš visuι galimuι aibiuι ǐsskirsime kai kurias, dažniausiai naudo-
jamas matematikoje bei informatikoje skaitines aibes, ir suteiksime joms, o tuo pačiu
ir visoms panašioms iι jas, vardus. Tie vardai vadinami tipais arba ordinalais.

1. Tuščios aibės tipas 0.
2. Baigtinės aibės Nn = {0, 1, ..., n− 1} tipas n.
3. Natūraliuιjuι skaičiuι aibės tipas ω.
4. Sveikuιjuι skaičiuι aibės tipas π.
5. Racionaliuιjuι skaičiuι aibės tipas η.
6. Realiuιjuι skaičiuι aibės tipas λ.
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Pakeiteι ≤ iι ≥, iιvedame jau kitaι tvarkaι, vadinama dar dualiaja tvarka. Jei aibės
A tipas α, tai simboliu α∗ žymimas dualiosios tvarkos tipas.

Apibrėšime veiksmus su tipais. Tarkime aibės A tipas α (tvarka ≤A), o B − tipas
β (tvarka ≤B).

3.11 apibrėžimas. Tipuι α, β suma (žymime α+ β) yra tiesinė tvarka ≤ aibėje
A ∪B nusakyta tokiu būdu:
a) jei x ∈ A, y ∈ B, tai x < y,
b) jei x, y ∈ A ir x ≤A y, tai x ≤ y,
c) jei x, y ∈ B ir x ≤B y, tai x ≤ y.

Tipuι α, β sandauga (žymėsime α · β) yra tiesinė tvarka ≤ aibėje A×B nusakyta
tokiu būdu:
a) jei y1 ≤B y2, tai (x1, y1) ≤ (x2, y2),
b) jei y1 = y2 ir x1 ≤A x2, tai (x1, y1) ≤ (x2, y2).

Tarkime aibėje A = {x0, x1, x2, ...} tvarka x0 < x1 < x2 < ..., o aibėje B =
{y0, y1, y2, ...} tvarka y0 < y1 < y2 < .... Tuomet aibėje A× B bus tokia tvarka:

(x0, y0) < (x1, y0) < (x2, y0) < ... < (x0, y1) < (x1, y1) < (x2, y1) < ...

Nesunku matyti, kad a) α + 0 = 0 + α = α, b) 1 + ω = ω, bet ω + 1 �= ω, c)
ω∗ �= ω. α× α iιprasta žymėti α2.

Apibrėžiame funkcijas Bn(a, x) su a ≥ 2.

B0(a, x) = a+ x, B1(a, x) = a · x, B2(a, x) = ax.

Tai didėjančios funkcijos. Bi(a, x) < Bj(a, x), kai i < j, pradedant kažkuriuo tai
x0. Jos tenkina tokias lygybes:
B1(a, 1) = a B1(a, x+ 1) = B0(a,B1(a, x))
B2(a, 1) = a B2(a, x+ 1) = B1(a,B2(a, x))

Prateιskime jas (n ≥ 2):
Bn+1(a, 1) = a Bn+1(a, x+ 1) = Bn(a,Bn+1(a, x))

Tariame, kad Bn+1(a, 0) = 1, kai n ≥ 1. Ackermann funkcijos variantu, kai a = 2,
vadiname A(n, x) = Bn(2, x). Iιvedame tiesineι tvarkaι tarp poruι:

(0, 0) < (0, 1) < (0, 2) < ... < (1, 0) < (1, 1) < (1, 2) < ... < (n, 0) < (n, 1) < (n, 2) < ...

Jos tipas ω2. Funkcija A(n, x) aprašoma rekursija pagal tipaι ω2. Pastebėsime,
kad reikšmei A(n+1, 0) ankstesnė bus A(n1, x) su n1 ≤ n ir bet kuriuo x. Ackermann
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funkcija nusakoma tokiomis lygybėmis:

A(0, x) = x+ 2
A(1, 0) = 0

A(y, 0) = 1 su y ≥ 2
A(y + 1, x+ 1) = A(y,A(y + 1, x)) visiems x,y

Funkcija tenkina tokias savybes:
a) A(n, x) ≥ 2x (n ≥ 2;x = 1, 2, ...)
b) A(n+ 1, x) ≥ A(n, x) + 1
c) A(n, x+ 1) > A(n, x) (n, x = 1, 2, ...)
d) A(n+ 1, x) ≥ A(n, x+ 2)

Funkcija h(x) = A(x, x) apibrėžta su bet kuriomis x reikšmėmis, todėl ji ben-
drarekursinė. Iιrodysime, kad h(x) nėra primityviai rekursinė. Naudosimes rezultatu,
kad vieno argumento primityviai rekursiniuι funkcijuι aibė gali būti apibrėžta naudo-
jantis tik vieno argumento primityviai rekursinėmis funkcijomis.

Iιvedame naujus sudėties bei iteracijos operatorius. Juos taikysime vieno argu-
mento primityviai rekursinėms funkcijoms. Rezultatas − vieno argumento primi-
tyviai rekursinė funkcija. Pritaikeι sudėties operatoriuι funkcijoms f(x), g(x), gau-
name f(x)+ g(x). Tarkime g(x) ∈ PR. Apibrėžiame naujaι funkcijaι f(x) tokiu būdu:
f(0) = 0, f(x + 1) = g(f(x)). Sakysime, kad f(x) gauta ǐs g(x) pritaikius iteracijos
operatoriuι ir žymėsime I(g(x)).

3.3 teorema. Vieno argumento primityviai rekursiniuι funkcijuι aibė sutampa su
aibe, kuriai priklauso bazinės funkcijos s(x), q(x) = x−̇[√x]2 ir kuri uždara sudėties,
kompozicijos bei iteracijos atžvilgiu.

Sakysime, kad f(x) mažoruojama funkcija h(x), jei f(x) < h(x) pradedant kažkuriuo
tai x0 (t.y., kai x ≥ x0)). Parodysime, kad kiekviena vieno argumento primityviai
rekursinė funkcija mažoruojama funkcija h(x) ir todėl h(x) nėra primityviai rekursinė.
Tuo tikslu, visuι pirma iιrodysime, kad kokia bebūtuι vieno argumento f(x) ∈ PR gal-
ima rasti tokiι n, kad f(x) mažoruojama funkcija A(n, x). Remiames 3.3 teorema,
t.y. laikysime, kad nagrinėjamosios funkcijos gautos ǐs s(x), q(x) pritaikius sudėties,
kompozicijos bei iteracijos operatorius.

s(x) < 2x = A(2, x) (x = 2, 3, ...)
q(x) < s(x) < 2x = A(2, x)

Tarkime f(x) < A(n1, x), g(x) < A(n2, x) ir n = n1+ n2. Tuomet f(x) < A(n, x)
ir g(x) < A(n, x).

f(x) + g(x) < 2 · A(n, x) < 2 · 2A(n,x) ≤ 2A(n+1,x) ≤
≤ A(n,A(n+ 1, x)) = A(n+ 1, x+ 1) ≤ A(n+ 2, x).
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f(g(n)) < A(n, g(x)) < A(n,A(n+ 1, x)) = A(n+ 1, x+ 1) ≤ A(n+ 2, x).

Panašiai gaunamas iιvertis ir iteracijos atveju. Jei f(x) < A(n, x), tai

f(n+ x) < A(n, n+ x) < A(n+ x, n+ x) = h(n+ x).

Taigi, gavome, kad kokia bebūtuι vieno argumento f(x) ∈ PR ji mažoruojama
visur apibrėžta funkcija h(x), ir todėl h(x) nėra primityviai rekursinė. Tuo pačiu
iιrodėme, kad aibė PR yra griežtas aibės BR poaibis.

3.8 Universaliosios funkcijos

3.12 apibrėžimas. Tarkime A kuri nors n argumentuι funkcijuι aibė. Funkcija
F (x0, x1, ..., xn) vadinama aibės A universaliaιja, jei A = {F (0, x1, ..., xn), F (1, x1, ..., xn), ...}.
T.y. F (i, x1, ..., xn) ∈ A (i = 0, 1, 2, ...) ir kokia bebūtuι f(x1, ..., xn) ∈ A atsiras bent
vienas toks natūralusis i, kad f(x1, ..., xn) = F (i, x1, ..., xn).

Tarkime A kuri nors visur apibrėžta n argumentuι funkcijuι aibė, o F (x0, x1, ..., xn)
− jos universalioji. Pastebėsime, kad jei g(x1, ..., xn) = F (x1, x1, x2, ..., xn) + 1 prik-
lauso aibei A, tai, kadangi F universalioji, atsiras toks i, su kuriuo galioja lygybės:

F (i, x1, x2, ..., xn) = F (x1, x1, x2, ..., xn) + 1
F (i, i, x2, ..., xn) = F (i, i, x2, ..., xn) + 1

Matome, kad jei F ∈ PR, tai ir g ∈ PR. Jei F ∈ BR, tai ir g ∈ BR. Iš čia
ǐsplaukia du teiginiai:

a) visuι n argumentuι primityviai rekursiniuι funkcijuι aibei universaliaja negali būti
primityviai rekursinė funkcija,

b) visuι n argumentuι bendrarekursiniuι funkcijuι aibės universaliaja negali būti ben-
drarekursinė funkcija.

3.4 teorema. Visuι vieno argumento primityviai rekursiniuι funkcijuι aibei egzis-
tuoja universalioji bendrarekursinė funkcija.

Iιrodymas. Sutinkamai su 3.3 teorema visas vieno argumento primityviai rekursines
funkcijas galima gauti ǐs baziniuι s(x), q(x) taikant sudėties, kompozicijos bei iteracijos
operacijas. Funkcijoms priskirsime natūraliuosius skaičius, t.y. apibrėžiame funkcijuι
numeracijaι. Funkcijos f(x) numeriι žymėsime n(f(x)) arba rašysime fn(x), kai jos
numeriu yra n.
Funkcijoms s(x), q(x) priskiriame tokius numerius: n(s(x)) = 1, n(q(x)) = 3.
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Tarkime n(f(x)) = a, o n(g(x)) = b. Tuomet, funkcijoms, gautoms pritaikius
sudėties, kompozicijos ar iteracijos operatorius, priskiriame tokius numerius:

n(f(x) + g(x)) = 2 · 3a · 5b,
n(f(g(x))) = 4 · 3a · 5b,
n(I(f(x))) = 8 · 3a.

Pavyzdžiui, n(I(2 · s)) = n(I(s+ s)) = 8 · 32·3·5, n(s+ I(q)) = 2 · 3 · 58·33
.

Apibrėžiame dviejuι argumentuι funkcijaι F (n, x) = fn(x) t.y. F (n, x) lygi vieno
argumento funkcijai su numeriu n.

F (n, x) =




fa(x) + fb(x), jei n = 2 · 3a · 5b

fa(fb(x)), jei n = 4 · 3a · 5b

fa(fn(x− 1)), jei n = 8 · 3a, x > 0
0, jei n = 8 · 3a, x = 0

q(x), jei n = 3
s(x), jei n = 1

Iš apibrėžimo matome, kad kiekviena funkcija turės numeriι, bet ne vieninteliι.
Pavyzdžiui, nors f(x)+g(x)=g(x)+f(x), bet juι numeriai, bendru atveju, skirtingi. Ne
kiekvienam natūraliajam atitinka kuri nors funkcija. Pavyzdžiui, nėra tokios funkci-
jos, kurios numeris lygus 7,13 ar 17. Dabar galime apibrėžti ir universaliaιjaι D(n, x)
vieno argumento primityviai rekursinėms funkcijoms:

D(n, x) =
{
F (n, x), jei n yra kurios nors funkcijos numeris

0, priešingu atveju

D(n.x) − bendrarekursinė funkcija. Teorema iιrodyta.

3.5 teorema. D(x0, αn(x1, .., xn)) yra visuι n argumentuι primityviai rekursiniuι

funkcijuι aibės universalioji.

Iιrodymas. Universaliaιjaι žymėsime Dn+1(x0, x1, ..., xn) ir parodysime, kad ji lygi
D(x0, αn(x1, ..., xn)). Su kiekvienu fiksuotu x0 funkcija D(x0, αn(x1, ..., xn)) prim-
ityviai rekursinė. Antra vertus, jei g(x1, ..., xn) kuri nors n argumentuι primityviai
rekursinė, tai tokia bus ir f(x) = g(π1

n(x), ..., π
n
n(x)). Ji vieno argumento. Todėl

atsiras toks natūralusis x0, kad f(x) = D(x0, x). Skaičius x0 ir bus g(x1, ..., xn) nu-
meriu, nes

f(αn(x1, ..., xn)) = g(π1
n(αn(x1, ..., xn)), ..., πn

n(αn(x1, ..., xn))) = g(x1, ..., xn).

Teorema iιrodyta.
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Dabar aprašysime universaliaιsias dalinai rekursinėms funkcijoms. Jos bus taip pat
dalinės funkcijos.

3.13 apibrėžimas. Dalinai rekursinės funkcijos f(x1, ..., xn) grafiku vadinsime
aibeι A = {(x1, ..., xn, y) : f(x1, ..., xn) = y}. Niekur neapibrėžtos funkcijos grafikas
tuščia aibė.

Pavyzdžiui, funkcijos y = x2 grafikas yra aibė {(0, 0), (1, 1), (2, 4), (3, 9), ...}.

3.6 teorema. n argumentuι dalinai rekursiniuι funkcijuι aibei egzistuoja univer-
salioji funkcija.

Iιrodymas. Bet kurios dalinai rekursinės funkcijos grafikas − rekursyviai skaičioji
aibė, nes sutampa su s̄g|f(x1, ..., xn)− y| − 1 apibrėžimo sritimi. Taigi, kokia bebūtuι
dalinai rekursinė funkcija f(x1, ..., xn), remiantis 3.7 apibrėžimu galime tvirtinti, kad
egzistuoja tokia primityviai rekursinė funkcija g(x1, ..., xn, y, z), kad

(x1, ..., xn, y) ∈ A tada ir tiktai tada, kai atsiras toks z, kad g(x1, ..., xn, y, z) = 0

Tarkime t = α2(y, z). Tuomet (x1, ..., xn, y) ∈ A tada ir tiktai tada, kai at-
siras toks t, kad g(x1, ..., xn, π

1
2(t), π2

n(t)) = 0. Pažymėkime g(x1, ..., xn, π
1
2(t), π2

2(t))
nauja funkcija F (x1, ..., xn, t). Gavome, kad kokia bebūtuι dalinai rekursinė funkcija
f(x1, ..., xn) atsiras tokia primityviai rekursinė F (x1, ..., xn, t), kad

f(x1, ..., xn) = π1
2(µt(F (x1, ..., xn, t) = 0)) (3.1)

Universalioji D̃n+1 dalinai rekursinėms n argumentuι funkcijoms gaunama tokiu
būdu:

D̃n+1(x0, x1, ..., xn) = π1
2(µt(Dn+2(x0, x1, ..., xn, t) = 0))

Iš tikruιjuι, su kiekvienu fiksuotu x0 D̃
n+1 dalinai rekursinė. Antra vertus, jei

f(x1, ..., xn) yra kuri nors dalinai rekursinė funkcija, tai atsiras tokia primityviai
rekursinė F (x1, ..., xn, t), kuriai galioja lygybė (3.1). Tarkime jos numeris i. Tuomet

D̃n+1(i, x1, ..., xn) = π1
2(µt(Dn+2(i, x1, ..., xn, t) = 0)).

Teorema iιrodyta.

3.14 apibrėžimas. Sakysime, kad visur apibrėžta funkcija g(x1, ..., xs) yra dalinės
funkcijos f(x1, ..., xs) prateιsimas, jei bet kuriems x0

1, ..., x
0
s, su kuriais f apibrėžta,

galioja lygybė g(x0
1, ..., x

0
s) = f(x

0
1, ..., x

0
s).

Ar galima prateιsti kiekvienaι dalinai rekursineι funkcijaι? T.y. ar arsiras tarp ben-
drarekursiniuι tokia, kuri bus jos prateιsimas? Pasirodo, kad ne visas dalinai rekursines
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funkcijas galima prateιsti.

3.7 teorema. Universalioji D̃s+1(x0, x1, ..., xs) dalinai rekursinėms s argumentuι

funkcijoms, neturi prateιsimo.

Iιrodymas. Nagrinėjame V (x) = s̄gD̃s+1(x, x, ..., x). Jei V (x) apibrėžta su kuriuo
nors x0, tai jos reikšmė lygi 1 arba 0. Tarkime V (x) turi prateιsimaι W (x). Iι jaι (vieno
argumento) galima žiūrėti kaip iι s argumentuι funkcijaι

W (x1) = pr1s(W (x1), x2, ..., xs).

Atsiras toks a, kad D̃s+1(a, x1, ..., xs) = W (x1). Ji visur apibrėžta. Imame x1 =
... = xs = a. W (x) yra ir s̄gD̃s+1(x, x, ..., x) prateιsimas. Gauname prieštaravimaι
W (a) = s̄gW (a). Taigi V (x) neturi prateιsimo.
Tarkime, kad D̃s+1(x0, x1, ..., xs) turi prateιsimaι P (x0, x1, ..., xs). Tuomet s̄gP (x, x, ..., x)
būtuι V (x) prateιsimas, o tokios tarp bendrarekursiniuι funkcijuι nėra. Teorema iιrodyta.

3.8 teorema. Egzistuoja rekursyviai skaičiosios, bet nerekursinės aibės.

Iιrodymas. Nagrinėjame universaliaιjaι vieno argumento funkcijoms D̃2(x1, x2).
Funkcija V (x) = s̄gD̃2(x, x) tenkina savybes:
1. V (x) dalinai rekursinė,
2. V (x) neturi prateιsimo,
3. V (x) reikšmiuι aibė {0, 1}.

Lygties V (x) = 0 sprendiniuι aibė rekursyviai skaičioji, nes sutampa su dalinai
rekursinės µz(V (x) + z = 0) apibrėžimo sritimi. Jei ji būtuι rekursinė, t.y. atsirastuι
tokia bendrarekursinė κ(x), kad

κ(x) =
{
1, jei V (x) = 0
0, priešingu atveju

tai s̄g κ(x) būtuι V (x) prateιsimas. O tai prieštarauja antrai funkcijos V (x) savy-
bei. Teorema iιrodyta.

3.9 Kanoninis Post skaičiavimas

Šiame skyrelyje trumpai susipažinsim su amerikiečiuι logiko E.L.Post 1943 metais
aprašytu algoritmǐskai apskaičiuojamuιjuι funkcijuι formalizmu− kanoniniu skaičiavimu.

3.15 apibrėžimas. Kanoniniu skaičiavimu vadinsime ketvertaι (A,P,Ak, T ).
A,Ak, P, T − baigtinės aibės. A vadinama skaičiavimo abėcėle, P - skaičiavimo kin-
tamuιjuι aibė (A∩P = ∅) Ak − žodžiuι abėcėlėje A aibė, vadinama skaičiavimo aksiomuι

aibe, T − taisykliuι aibė pavidalo
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G1,1p1,1G1,2p1,2...G1,n1p1,n1G1,n1+1

G2,1p2,1G2,2p2,2...G2,n2p2,n2G2,n2+1

...
Gm,1pm,1Gm,2pm,2...Gm,nmpm,nmGm,nm+1

G1p1G2p2...GnpnGn+1

Gi,j − žodžiai abėcėlėje A, pi,j − kintamieji.

Žodžiai virš brūkšnio vadinami taisyklės prielaidomis, o brūkšnio apačioje− ǐsvada.
Laikoma, kad kintamieji, iιeinantys iι ǐsvadaι, sutinkami bent vienoje prielaidoje.

Taisykleι realizuojančiu rinkiniu vadinsime reǐskiniι pavidalo(
p1, p2, ..., ps

B1, B2, ..., Bs

)

Čia p1,...,ps − pilnas saιrašas kintamuιjuι, iιeinančiuι iι taisykleι, o B1, ..., Bs − kurie
nors žodžiai abėcėlėje A. Pakeiteι taisyklėje visas pi iιeitis žodžiais Ai (i = 1, ..., s),
gauname taisyklės taikymaι

Q1

...
Qm

Q

Q,Qi (i = 1, ...,m) − žodžiai abėcėlėje A. Žodžiuι abėcėlėje A seka vadinama
ǐsvedimu, jei kiekvienas jos narys yra aksioma arba gautas ǐs kairėje esančiuι for-
muliuι pritaikius kuriaι nors skaičiavimo taisykleι. Sakoma, kad žodis B ǐsvedamas
skaičiavime, jei galima rasti ǐsvedimaι, kuris baigiasi žodžiu B.

Kanoninis skaičiavimas iιdomus tuo, kad savyje apjungia kaip Turing mašinas,
taip ir loginius skaičiavimus. Iι Turing mašinas ir loginius skaičiavimus galime žiūrėti
kaip iι atskirus kanoniniuι skaičiavimuι atvejus. Gauname ir kitokiι bendresniι formaluι
aparataι rekursyviai skaičiosioms aibėms aprašyti. Generuojami objektai nebūtinai
yra skaičiai.

Pavyzdžiai.
1. A = {|}, P = {p}, Ak = {||}, T = p

pp .

Išvedamuι skaičiavime žodžiuι aibė lygi {||, ||||, ..., |2n

, }.

2. A = {1, 0, ∗}, P = {p, q}, Ak = {B} B − kuris nors žodis abėcėlėje {1, 0}. T
susideda ǐs taisykliuι:

p

p∗
p1 ∗ q
p ∗ 0q

p0 ∗ q
p ∗ 1q

∗p
p
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Kai kada domina ne visi ǐsvedami žodžiai abėcėlėje A, o ǐsvedami žodžiai abėcėlėje
A′, kuri yra kuris nors aibės A poaibis. Tuo atveju sakoma, kad A′ yra pagrindinė
skaičiavimo abėcėlė. Jei antrajame pavyzdyje pagrindine abėcėle laikysime {1, 0}, tai
skaičiavime ǐsvedamas tik vienas (neskaitant aksiomos) žodis, kuris gaunamas ǐs B,
pakeitus jame visas 0 iιeitis vienetukais, bei 1 iιeitis nuliukais.

3.16 apibrėžimas. Sakysime, kad du skaičiavimai ekvivalentūs atžvilgiu pa-
grindinės abėcėlės A, jei ǐsvedamuι abejuose skaičiavimuose žodžiuι abėcėlėje A aibės
sutampa.

3.17 apibrėžimas. Taisykleι, kurioje bent vieno kintamojo, iιeinančio iι prielaidaι,
nėra ǐsvadoje, vadinsime c-taisykle.

3.4 lema. Koks bebūtuι kanoninis skaičiavimas Π = (A,P,Ak, T ), galima rasti
jam ekvivalentuι atžvilgiu pagrindinės abėcėlės A, kuriame nėra c-taisykliuι.

Iιrodymas. Tarkime A = {a1, a2, ..., an} ir skaičiavimo Π taisyklėje G1, ..., Gm/G
kintamuιjuι p1, ..., ps, iιeinančiuι iι prielaidas, nėra ǐsvadoje G. Naujasis skaičiavimas,
kuriame bus eliminuota nagrinėjamojo c-taisyklė, ir kuris ekvivalentus skaičiavimui
Π atžvilgiu pagrindinės abėcėlės A, gaunamas tokiu būdu. Abėcėlė papildoma nauju
simboliu, pavyzdžiui ∗. O taisyklė keičiama tokiomis:

G1

...
Gm

p1...ps ∗G

pai ∗ q
p ∗ q (i = 1, ..., n)

∗q
q
.

Taigi, generuodami tam tikrus ”tarpinius” žodžius, kuriuose yra ∗, gauname skaičiavimaι,
kuriame eliminuota c-taisyklė ir jis ekvivalentus skaičiavimui Π atžvilgiu pagrindinės
abėcėlės A. Lema iιrodyta.

3.18 apibrėžimas. Kanoninis skaičiavimas Π = (A,P,Ak, T ) vadinamas nor-
maliuoju, jei aibėje Ak tėra vienas elementas, o visos taisyklės yra pavidalo

Gq

qG′

G,G′ − žodžiai abėcėlėje A.

Parodysime, kaip galima modeliuoti Turing mašinos darbaι su fiksuotais pradini-
ais duomenimis. Tuo tikslu nagrinėsime determinuotaι standartineι Turing mašinaι su
vienpuse viena juosta. Tarkime, Turing mašinos abėcėlė A ∪ {b}, A = {a1, ..., am}.
Būsenuι aibė Q = {q0, q1, ..., qs}. q0 − pradinė būsena. Pradiniai duomenys e1e2...ev −
žodžiai abėcėlėje A. Jie užrašomi pirmose (ǐs kairės iι dešineι) v laιstelėse. Po baigtinio
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žingsniuι skaičiaus ji pereina iι galutineι būsenaι (pažymėsime jaι qs) arba dirba be galo
ilgai. Jei baigia darbaι, tai pereina iι galutineι būsenaι qs ir skaitančioji galvutė bus ties
pirmaja laιstele. Tuščios laιstelės gali būti tik dešinėje galutinio rezultato t.y. tuščios
laιstelės prirašomos tik ǐs dešinės. Skaičiavimo eigoje juι negali būti tarp abėcėlėje A
žodžiuι.
Nors ǐs pirmo žvilgsnio ir atrodo, kad Turing mašina turi tenkinti daug apribojimuι,
bet, yra žinoma, kad kokia bebūtuι Turing mašina, galima rasti jai ekvivalenčiaι, tenk-
inančiaι ǐsvardintus apribojimus.

Jos darbaιmodeliuojantis normalusis kanoninis skaičiavimas gaunamas tokiu būdu.
Abėcėlė B = {a1, ..., am, q0, q1, ..., qs, b, ∗}. Pagrindinė abėcėlė A ⊂ B. P = {p},
Ak = {∗q0e1e2...ev}. Taisyklės:

xp

px
(x ∈ B) ∗qsp

p ∗ ∗
b ∗ ∗p
p ∗ ∗

x ∗ ∗p
p

(x ∈ A)

Kiekvienai mašinos komandai atitiks po taisykleι. Komandoms pavidalo δ(qi, aj) =
(qu, av, D), δ(qi, b) = (qu, y,D) (y ∈ A ∪ {b}), δ(qi, aj) = (qu, av,K), δ(qi, y) =
(qu, z,N) (y, z ∈ A ∪ {b}) priskiriame taisykles:

qiajp

pavqu

qi ∗ p
pyqu∗

xqiajp

pqjxav
(x ∈ A) qiyp

pquz

Kita teorema priklauso logikui E.L.Post.

3.9 teorema. Koks bebūtuι kanoninis skaičiavimas su pagrindine abėcėle A, gal-
ima rasti jam ekvivalentuι normaluιjiι atžvilgiu A.

3.10 Pratimai

1. Iιrodyti, kad funkcija primityviai rekursinė:

a) x · y

b) xy

c) x−̇1

d) n!, kai 0! = 1

2. Duota, kad g(x1, ..., xn) primityviai rekursinė. Iιrodyti, kad funkcija f irgi prim-
ityviai rekursinė:
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a)

f(x1, ..., xn) =
xn∏
i=0

g(x1, ..., xn−1, i),

b)

f(x1, ..., xn−1, y, z) =
{ ∑z

i=y g(x1, ..., xn−1, i), jei y ≤ z
0, jei y > z

3. Duota, kad n argumentuι funkcijos f,k,h primityviai rekursinės. Iιrodyti, kad

f(x1, ..., xn) =
k(x1,...,xn)∑

i=h(x1,...,xn)

g(x1, ..., xn−1, i)

primityviai rekursinė.

4. Iιrodyti, kad funkcija

div(x, y) =
{
1, jei x dalosi ǐs y
0, priešingu atveju

primityviai rekursinė.

5. Iιrodyti, kad funkcija nd x, kurios reikšmė lygi x dalikliuι (iιskaitant ir vienetaι)
skaičiui, primityviai rekursinė.

6. Parašyti pirmuosius tris ketvertus pagal Cantor numeracijaι.

7. Duota rekursinė aibė A. Iιrodyti, kad jos papildinys taip pat rekursinė aibė.

8. Duotos rekursinės aibės A1, ..., An. Iιrodyti, kad juι saιjunga bei sankirta taip
pat rekursinės aibės.

9. Iιrodyti, kad jei f(x) ∈ PR, tai lygties f(x) = 0 sprendiniuι aibė rekursinė.

10. Ar π∗ = π ?

11. Kam lygus ω∗ + ω tipas ?

12. Nustatyti aibės tipaι
(0, 0) < (0, 1) < (0, 2) < ... < (1, 0) < (1, 1) < (1, 2) < ...

13. Kokiaι funkcijaι apibrėžia B3(a, n) ?

14. Iιrodyti, kad ǐs baziniuι funkcijuι s(x), q(x), naudojantis sudėties, kompozicijos
bei iteracijos operatoriais, galima gauti funkcijaι: a) pr11(x), b)f(x) ≡ 0, c) sg x.
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15. Kam lygi funkcija: a) I(x+ 2 · √x+ 1), b) I(s̄gx)?

16. Rasti funkcijuι, aprašytuι 14-toje užduotyje, numerius.
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