2 skyrius
Teiginiy kalba

2.1 Loginés operacijos

Kai kurios sgvokos (aibé, taskas,...) matematikoje yra pirminés. Jos neapibréziamos,
o paaiSskinamos. Tokia sgvoka logikoje yra teiginys.

Teiginiu vadinsime saking, kurio atZvilgiu prasmingas klausimas ”Teisingas jis ar
)
klaidingas 27

Pavyzdziui, Jonukas gerai mokosi, Vilnius yra Lietuvos sostiné, sausis Sal¢iausias
mety méenuo.

Teiginius zymésime raidémis p, ¢, r, s bei su indeksais pg, qo, 70, S0, P1,G1, 71, S1; ---
Ne visi sakiniai yra teiginiai. Pavyzdziui, Kelinta valanda? Slové mokslui! Ne visada
galima pasakyti teisingas ar klaidingas duotasis teiginys. Tai gali buti neiSspresty
problemy formulavimai arba, pavyzdziui, nezinomi tvirtinimai apie praeiti bei ateitj.

Jei teiginys p teisingas, tai sakysime, kad teiginio p verteé lygi ¢ ir Zzymésime p = t.
Jei teiginys klaidingas, tai sakysime, kad teiginio verté lygi k ir zymeésime p = k.

Apibrésime Sias logines operacijas: neigima, konjunkcija, disjunkcija, grieztaja
disjunkcija, implikacija, ekvivalentumg, o veéliau ir Sheffer funkcijg.
Pritaike logines operacijas teiginiams, gausime sudétinius teiginius.

Neigimas zymimas simboliu - (pavyzdziui, —p, ¢g). Literatiiroje dar naudojami
simboliai~ (p,q,...) bei ~ (~ p,~ q,...). —p perskaitomas: "ne p”, "netiesa, kad p”.
Sudétinio teiginio —p verté priesinga teiginio p vertei: jei teiginio p verte k, tai teiginio
—p verté t, o jei teiginio p verté k, tai teiginio —p verté t.

Visa tai patogu uzrasyti lentele:

-p

~ o
=~



Konjunkcija zymima simboliu & (dar naudojami A, -). p&q perskaitomas p ir q.
Konjunkcija nusakoma lentele:

p&eq

b,

o e o
o e
o o

Sudétinis teiginys p&q teisingas tada ir tiktai tada, kai abu teiginiai p, ¢ teisingi.

Disjunkcija zZymima simboliu V. p V ¢ perskaitomas p arba ¢q. Disjunkcija
nusakoma lentele:

Sudétinis teiginys pVq klaidingas tada ir tiktai tada, kai abu teiginiai p, g klaidingi.

Grieztoji disjunkcija zymima simboliu V (+, @). pVq perskaitomas, arba p,
arba q . Grieztoji disjunkcija nusakoma lentele:

Sudétinis teiginys pVq teisingas tada ir tiktai tada, kai teisingas lygiai vienas i§
teiginiy p ir q.

Implikacija zymima — (D, =). p — ¢ perskaitomas jei p, tai q arba i§ p isplaukia
g. Terminas i§ p seka ¢ (autoriaus nuomone) irgi vartotinas, nes, kaip matysime veéliau,
logikoje tokio sakinio teisingumas daznai siejamas su seka formuliy, tenkinanciy tam
tikras salygas.
Implikacija nusakoma lentele:

p, alp—ya
t t | ¢t
t k| k
kot | ot
kK k| ot
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Sudétinis teiginys p — ¢ klaidingas tada ir tiktai tada, kai teiginys p teisingas,
o teiginys ¢ klaidingas. Pasistengsime pateisinti tokia teisingumo lentele. Matem-
atikoje aptinkami sakiniai pavidalu jei p, tai q laikomi teisingais, jei kiekviena karta,
kai p teisingas, ¢ irgi yra teisingas. Atveju, kai p klaidingas, ¢ gali igyti bet kurig
verte. Pavyzdziui, jei x <y ir y < z, tai x < z laikomas teisingu bet kurioms z, y, 2
reikdméms. Galima parinkti tokius naturalivosius z, y, 2, kad "z < y ir y < 2”7 (t.y.
p) buty klaidingas, o "z < 2”7 (t.y. ¢) vienu atveju bity teisingas, kitu klaidingas,
bet néra tokiy z, y, z, kad p buty teisingas, o ¢ klaidingas.

Ekvivalentumas zymimas < (<). p < ¢ perskaitomas p ekvivalentus q, p ir q
ekvivalentus.
Ekvivalentumas nusakomas lentele:

p, 9lpeg
£t | ¢t
t k| k
k ot k
kK k| ot

Kaip matome i teiginius mes zitirime kaip i kintamuosius, kuriy kitimo sritis yra
aibé {t, k}. Tokie kintamieji vadinami propoziciniais (teigininiais) kintamaisiais. Mes
juos vadinsime taip, kaip jprasta vadinti informatikoje tokio tipo kintamuosius —
loginiais kintamaisiais. Pakeisime sudétiniy teiginiy savoka tikslesne — formulés
savoka, o vietoje verté, kaip ir jprasta kintamuju atveju, vartosime savoks reiksmé.
Kai kada bus patogu loginiy kintamyjy kitimo sritimi laikyti aibe {1, 0}, t.y. ¢ keisime
1, o k — 0. Dazniausiai mums net nesvarbu kokia tai aibé, o naudojames tik tuo, kad
ji susideda i§ dviejy elementy.

Formules zZymésime didZziosiomis lotyniskomis raidémis A,B,C,....F...., kai kada su
indeksais ar Strichais.

2.1 apibrézimas.
1. Loginis kintamasis yra formulé.
2. Jei F — formulé, tai —F irgi formulé.
3. Jei F, G — formulés, tai (F&QG), (FVG), (FVG), (F — G), (F < Q) irgi formulés.

Formuliy pavyzdziai: ((pVq) — —(—=pV q)), —=p, ((p1 < p2) V ~—(p1&(p3 V —p1))).

Paprastumo délei, iSoriniy skliausty formulése nerasSysime. I$ apibrézimo iSplaukia,
kad kiekvienai formulei, jei ji néra loginis kintamasis, arba atsiras tokia formulé G,
kad F' yra pavidalo =G (tuo atveju raSysime F' = =G arba F' : —@), arba atsiras
dvi tokios formulés G, H, kad F = GaH (o € {&,V,V,—,<}). Pirmuoju atveju
pagrindine formulés F logine operacija vadinsime —, o antruoju — «.

Pavyzdziai:
1. Formulés (p — ¢)&(q V =(¢ — p)) pagrindiné loginé operacija yra &.
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2. Formulés —((p — ¢q) V (—g — —p)) pagrindiné loginé operacija yra —.

2.2 apibrézimas.
1. Formulé F yra F poformulis.
2. Jei F' = =G, tai formulé G ir visi G poformuliai yra ir F poformuliai.
3. Jei F = GaH (a € {&,V,V,—,<}), tai formulés G, H bei jy poformuliai yra ir
F poformuliai.

Kai kada formules zymésime pavidalu F(py,...,p,). Tuo atveju p1, ..., p, yra pil-
nas sarasas skirtingy loginiy kintamuju, kurie yra formulés F poformuliai.

Pavyzdziai:
1. Jei F yra (p — —p) V ——p , tai F' = F(p),
2. Jei Fyra (pVq) — (-rVp), tai F = F(p,q,7).

Skirsime poformulio ir poformulio ieities sgvokas. Formulé yra zodis tam tikroje
abécéléje. Todeél savoka ZodZio jeitis perkeliama i poformulio jeitis.

Pavyzdys.
F = (p&—q) — (=(p&—q) V ((¢ — (p&-q))V(-p&(p&—q)))).
Formuléje F yra 4 poformulio p&—q jeitys (jos paryskintos) — pirmoji, antroji, tre¢ioji
ir ketvirtoji (i$ kairés i desine).
Formuléje F yra 5 poformulio g jeitys.

Pavyzdys. Formulés (p — —¢q)&—(qV (pV —r)) poformuliais yra: (p — —¢)&—(qV

(pv-r), p—-q ~(qV@EV-r), » ¢ q qV(@V-r), (PV-r),
-r,T

Panasiai suprantamos ir loginiy operacijy ar skliausty jeitys.

2.2 Ekvivalencéios formulés

2.3 apibrézimas. Interpretacija loginiy kintamyjy aibei {p1,...,pn} vadinsime
kurig nors funkcijq v su apibrézimo sritimi {p1, ..., pn} ir riksmémis is {t,k}.

Turédami interpretacijg v aibei {p1,...,pn} (v(p:;) = Bi (8; € {t,k})) galim ap-
skaiciuoti formulés F(pi,...,pn) reikdme. Apskaiciuodami naudojames loginiy op-
eraciju apibrézimo lentelémis. Skliaustai nurodo operaciju atlikimo tvarka. Jei for-
muleés reiksme lygi 8 (8 € {t, k}), tai raSome v(F') = (3 arba tiesiog F' = (. Jei formule
sudaro n skirtingy loginiy kintamuju, tai yra 2™ skirtingy interpretaciju.

Sudarysime formulés —p — (p&(q V —r)) teisingumo lentele (apskaic¢iuosime
formulés reikSmes visoms galimoms interpretacijoms).
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P, a4 r|-p|or|qgVor|p&(gVor) | -p— (p&lgV o))
t t t| k | k t t t
t ot k| k|t t t t
t k t| k| k k k t
t k k| k|t t t t
k t t| t |k t k k
k t k| t |t t k k
k k t| t |k k k k
kK k k|t |t t k k

2.4 apibrézimas. Dvi formules F(p1,...,pn), G(p1,...,pn) vadinsime ekviva-
lenéiomis (rasysime F(p1,...,pn) = G(p1,...,Dn)), jei su bet kuria interpretacija v
v(F) =v(G).

Atkreipiame démesj, kad = néra loginé operacija. Ekvivalenciy formuliy pavyzdziai:

p&q = q&ep
p&(g&er) = (p&eq)&er
pVqg=qVp
pV(gVvr)=(pVvagVr
—|ﬁp = p

PVa=-p—g
pVq = (p V q)&~(p&q)

Naudodamiesi antraja bei ketvirtaja pora ekvivalenciy formuliy, mes praleidziame
skliaustus, kai turime formules pavidalo F}&...&F;, arba F} V ...V F,,, nes tokiu for-
muliy reikSmés nepriklauso nuo suskliaudimo tvarkos. Ekvivalentumas aprasytuju
formuliy tikrinamas sudarant juy teisingumo lenteles. Pavyzdziui, parodysime, kad
pVqg=-p—q.

p, a|-p|pVe|-p—yq
t t| k| ¢t t
t k| k|t t
k ot t t t
k k|t | k k

Kaip matome, reikSmiy stulpeliai, atitinkantys p V q ir =p — ¢ sutampa. Kai
kuriomis poromis ekvivalen¢iy formuliy mes daznai naudosimés. Isvardinsime jas bei
priskirsime numerius.

p—qg=-pVyq

~(p&q) = —pV ~q

=(pVq) = p&k—q
peq=(p—q&(qg—p)

I~ /N /N
BOWw N
NN NG
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(p&q)vr=(pVvr)&(gVr) (2.5)
(pV @)&r = (p&r) V (¢&r) (2.6)

Ekvivalenciy formuliy savybés:
1. Jei A= B, taiir B= A,
2. JeiA=BirB=C,taiir A=C,
3. A = B tada ir tiktai tada, kai -A = = B.

Apibendrinsime ekvivalentumo sgvoka, kai formulése yra ne tik vienodi loginiai
kintamieji.

2.5 apibrézimas. Duvi formulés A(p1,...,Pn, q1s -3 qs) i B(D1y ooy Dy 1y ooy T)
vadinamos ekvivalenciomis, jei su bet kuria interpretacija v aibei {p1,...,Pn, q1, -, s,
1,0}, V(A) =v(B).

Pavyzdziai.
1. pV (¢&—q) = ——p V (r&-r).
2. (pkeq) = (-pVa)=p—p.

Jei formulés A(p1, ..., pn,q1, -, qs) it B(p1,...,pn) ekvivalencios, tai loginiai kin-
tamieji g1, ..., gs vadinami fiktyviais formuléje A. Pateiksime dar vieng, fiktyvaus loginio
kintamojo apibrézima,.

2.6 apibrézimas. Kintamasis p; formuléje A(p1,...,Pi—1,Pi, Pit1s - Pn) vadina-
mas fiktyviu, jei su bet kuria interpretacija v aibei {p1,...,Pi—1, Pi+1, -, Pn} (W (pj) =

ﬁ]) V(A(Bla"'aﬁi—lataﬁi-'rla"'aﬁn)) = V<A<ﬁ17"',ﬁi—lakaﬁ’i+la"'aﬁn))' PT’ZCSVan’U/

atveju, p; vadinamas esminiu.

Tarkime, A yra formulés F poformulis. Pazymékime F(B/A) formule, gauta pakei-
tus formuléje F' visas A jeitis formule B.

2.1 teorema. Jei A(p1,...,pn) yra formulés F poformulis ir A(pi,...,pn) =
B(p1,...,pn), tai F = F(B/A).

Irodymas. Sudarykime F' teisingumo lentele taip, kad i§ pradziy joje bty ap-
skaic¢iuojamos A reikdmeés (pries tai, apskai¢iuojant A poformuliy reikSmes, t.y. tu
formuliy, kurios reikalingos A reik3mei nustatyti). Analogiskai sudarykime F'(B/A)
teisingumo lentele taip, kad i§ pradziy buty apskaiciuojamos B reiksmés. Tada gali
skirtis ' ir F(B/A) teisingumo reik3meés tik iki stulpeliy A, B, o visos reikSmés,
esancios desinéje ty stulpeliu, sutampa. Tuo paciu sutampa ir formuliy F bei F(B/A)
reikSmés. Teorema irodyta.

1isvada. Jei A(p1,...,Dn, Q1 -y 4s) yra formulés F poformulis ir A(p1, ..., Pny G, -y Gs)
= B(p1, ooy Dy T1y ooy ), tai F = F(B/A).
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2 iSvada. Tarkime A yra F poformulis ir A = B. Pakeite kai kurias A jeitis
formule B, gauname formule ekvivalenciq F.

3 isvada. Jei F(p1,...,pn) = G(p1, .., Pn) i A1, ..., Ay, bet kokios formulés, tai ir
F(A1/p1, ., An/pn) = G(A1/p1, s An/Dn)-

Visos i§vados jirodomos panasiai kaip ir 2.1 teorema, nagrinéjant atitinkamuy for-
muliy teisingumo lenteles.

2.6 apibrézimas. Loginiy operacijy aibé E vadinama pilna, jei kiekvienai for-
mulei galima rasti ekvivalencig, kurioje yra tik loginés operacijos i§ aibés E.

2.2 teorema. Aibés {—, &}, {—,V}, {—,—} yra pilnos.

Irodymas.
1. Trodysime, kad {—, &} pilna. Remiantis 2.1 teorema bei i§vadomis, pakanka paro-
dyti, kad formuléms p V ¢, pVq, p — q, p < ¢ galima rasti ekvivalenéias, kuriose yra
tik loginés operacijos i {—,&}. Jas rasime naudodamiesi tik auksc¢iau apraSytomis
ekvivalenciy formuliy poromis bei ju savybémis.
pVq = ~(-p&k—q)
Vg = (pV 9)&—(p&q) = ~(-p&—q)&~(p&q)
p—q=-pVq=-(p&k-q)
pq=(p— &g — p) = ~(p&—q)&—(g&—p)

2. Nagrinéjame {-, V}.
p&q =—(-pV —q)
pVg = (pV Q)&—(p&q) = ~(=(pV q) V~(=pV —q))
p—qg=-pVq
peoqg=(p—q&lg—p)=(pV&k(-gVp) =-(=(-pVqV-(-qVp))

3. Nagrinéjame {—, —}.
pVg=-p—q
p&q=—(=pV —q) = =(p — —q)
pVg = (pV Q)&= (p&kq) = (-p — Q)&(p — —q) = ~((=p — q) — =(p — ~q))
pe=q=@—qklg—p) =-(p—q — —(¢g—p)
Teorema irodyta.

Yra ir kiti pilni loginiy operacijuy poaibiai, pavyzdziui, {V,—}. Bet visuose juose
yra ne maziau kaip du elementai. Galima rasti ir vieng tokia logine operacija, kuri
sudaryty pilng aibe. Pirmasis tokig operacijg sugalvojo 1880 metais Ch. Peirce, bet
jis neskyré tam ypatingo démesio. Jo darbas nebuvo publikuotas, o pati operacija
uzmirsta. Zymiai véliau, 1913 metais kita tokia operacija aprasé H.M.Sheffer (mes
ja vadinsim Sheffer funkcija). Tiesa, visoms miisy nagrinéjamoms loginéms operaci-
joms yra loginiy jungéiy, vartojamy Snekamojoje kalboje, atitikmenys ir, arba,... (is
Cia jos ir kilusios). Atitikmeny Peirce bei Sheffer opercijoms snekamojoje kalboje néra.
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Peirce operacijg, zymeésime T, o Sheffer funkcija — |. Jos nusakomos tokiomis lentelémis:

p, alplg p, q|plg
t t] k t t] k
t k| k £ k| ot
k t]| k kot |t
k k| ot k k|t

Jos sudaro pilngsias aibes (isplaukia i§ 2.2 teoremos), nes -p=p {1 qir pV ¢ =
(pTa) T (pTq), bei —p=plpir p&q = (plqg)|(plq).

Logikoje yra dvi konstantos — tiesa (t) ir melas (k). Formulése jos nesutinkamos
iSreikstiniu pavidalu, nes jas galima eliminuoti, t.y. rasti kita, ekvivalencia, formule
be loginiy konstanty jei¢iy. Remiames 2.1 teorema su isvadomis bei loginiuyy



2.7 apibrézimas. Formulé F vadinama tapaciai teisinga, jei su bet kuria in-
terpretacija v v(F) =t.

Tapagiai teisingos formulés dar vadinamos tautologijomis arba logikos désniais.
Jos vaidina ypatingai svarby vaidmenj logikoje, nes daugumos uzdaviniy sprendima,
pavyksta suvesti i kurios nors formulés tapataus teisingumo nustatyma. Tapaciai
teisingy formuliy pavyzdziai:

-p —p
(p&eq) — p
(p—q) — (=g — —p)
p—(pVa)

Norint patikrinti ar formulé A(p1, ..., p,) yra tapaciai teisinga, pakanka sudaryti
jos teisingumo lentele ir pazitiréti, ar paskutiniame stulpelyje vien tik reiksmés t. Bet
sudarant teisingumo lentele reikia apskaic¢iuoti formulés A reik§me 2" interpretaci-
joms. Tai labai greitai auganti funkcija, todél praktiskai galime naudotis teisingumo
lentele, nustatant formulés tapaciai teisingums, tik nedideliems n.

2.3 teorema. Tarkime F(p1,...,pn) yra tapaciai teisinga formulé, o Ay, ..., A, —
bet kurios formulés. Tuomet F(A1, ..., A,) yra tapaciai teisinga formulé.

Irodymas. Priskirkime visiems loginiams kintamiesiems, ieinantiems j Aq, ..., A,
bet kurias reikSmes. Tarkime, esant toms reiksméms A; = «y,..., 4, = a, (Cia
a; € {t,k}; (1 <i<n)). Tada formulés F'(Ay,..., Ay) reikdmeé, esant toms pacioms
loginiy kintamujy reiksmeéms, sutaps su F(aq, ..., ay, ). Kadangi F(p1, ..., pn) reikSmeé,
su bet kokiomis loginiy kintamujuy p1, ..., p, reikSmémis, lygi ¢, tai ji bus lygi ¢, ir kai
P1 = Q1,...,Pn = Q. Teorema jrodyta.

2.8 apibrézimas. Formulé F vadinama tapaciai klaidinga, jei su bet kuria
interpretacija v v(F) = k.

Tapagciai klaidingy formuliy pavyzdziai:

p&—p
~((p&eq) — p)
(r— @&=((g—71)—(p—r1))

Tapaciai klaidingy formuliy savybés:
1. F tapaciai klaidinga tada ir tiktai tada, kai —F tapaciai teisinga formulé,
2. Jei F tapaciai klaidinga formulé, o G — bet kuri formulé, tai F' — G yra tapaciai
teisinga formulé.
3. Tapaciai klaidingy bei tapaciai teisingy formuliy visi loginiai kintamieji yra fik-
tyvaus.
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2.9 apibrézimas. Formulé F vadinamaivykdoma, jei atsiras tokia interpretacija
v, su kuria v(F) =t.

I8 apibrézimo isplaukia, kad kiekviena tapaciai teisinga formulé yra tuo paciu ir
ivykdoma formulé. Suprantama, yra jvykdomy formuliy, kurios néra tapaciai teisin-
gos. Pavyzdziui, p — ¢, p — (p&kq), p < —q.

2.10 apibrézimas. Sakysime, kad formulé F yra formuliy aibés A = {F1, ..., F,,}
loginé iSvada, jei su bet kuria interpretacija v, su kuria visos aibés A formulés teisin-
gos, teisinga yra ir F (t.y. v(F) =t).

Dazniausiai aibés A formulés vadinamos prielaidomis arba tai, kas duota. Formulé
F vadinama iSvada, tikslu arba tai, kg reikia jrodyti. Kai kada, priklausomai nuo
uzduoties, A vadinama Ziniy baze, o F — wuzklausa. Taip pat, vietoje loginé isvada,
vartojamas terminas samprotavimas teisingas arba samprotavimas pagristas. Zymima
ir taip

Fy

Fr
F

Is apibrézimo isplaukia, kad F yra {F1,..., F,} loginé isvada tada ir tiktai tada,
kai (F1&....&F,) — F yra tapaciai teisinga formulé.

Pavyzdziai.
1. Jei vaikas netvarkingas, tai jis blogai mokosi. Vadinasi, jei vaikas blogai mokosi,
tai jis netvarkingas.

Formalizacija. Pazymékime raide n teigini ”vaikas netvarkingas”, o raide b —
”vaikas blogai mokosi”. Tuomet turime

n—b
b—n

Formulé (n — b) — (b — n) néra tapaciai teisinga, nes su interpretacija n = k,

b =1t, ji klaidinga. Taigi, i§ prielaidos n — b neisplaukia b — n.

2. Kiekvienas aibés A elementas nepriklauso aibei D. Jei z (bet kuris) nepriklauso
aibei B, tai jis nepriklauso ir aibei C. Jei z priklauso aibei B, tai jis priklauso ir A, C
sankirtai. Vadinasi, jei e yra aibés C elementas, tai jis néra D elementas.

Formalizacija. Pazymékime raide a teiginj e € A, raide b —e € B, c —e€ Cir d
— e € D. Tuomet turime
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a— —d
—\b — C
b — (a&ec)

c— —d

Formulé ((a — —d) & (=b — —¢) & (b — (a&kc))) — (¢ — —d) yra tapaciai
teisinga. Tuo galime isitikinti sudare teisingumo lentele. Vadinasi, formulé ¢ — —d
yra duotujy (vir§ britkkdnio) i§vada, o samprotavimas, aprasytas uzduotyje, teisingas.

2.4 Normaliosios formos

Dazniausiai nagrinéjamos ne bet kurio, o tam tikro pavidalo formulés, vadinamos nor-
maliosios formos. Skirsime dvi normaligsias formas: normaliqjg disjunkcine formg
(sutrumpintai zymeésime NDF) ir normaligjq konjunkcine formq (Zymeésime NKF).
Parodysime, kad kiekvienai formulei galima rasti ekvivalencig kaip normaliosios dis-
junkcinés, taip ir normaliosios konjunkcinés formos.

2.11 apibrézimas. Litera vadinamas loginis kintamasis bei loginio kintamojo
Nelgimas.

2.12 apibrézimas. Disjunktu vadiname litery disjunkcijq 11 Vis V ...V 1y, 0
skaiciy v jo ilgiu.

2.13 apibrézimas. Konjunktu vadiname litery konjunkcijq 11&l2&...&l,, o
skaiciy v jo ilgiu.

Disjunkto (konjunkto) D ilgj zymésime i(D).

Pavyzdziai.

Sios formulés yra disjunktai:
pV gV or, apr VpaVp3Vops, p, p, pVg.

Sios formulés yra konjunktai:
p&—q, p, —q, ~p&eq&e—pder.

Laikysime, kad kaip disjunktuose, taip ir konjunktuose yra tik po vieng skirtingy
litery jeitj. Naudosimes tuo, kad I VI =1, &l =1 (I — kuri nors litera). Pavyzdziui,

vietoje disjunkto pV pV —rV =gV =g V —r nagrinésime jam ekvivalenty p vV —q V —r.

2.14 apibrézimas. Formulés normaliaja disjunkcine forma vadinsime jai
ekvivalencig formule pavidalo Vi_ K;. Cia K; (i =1,...,8) — konjunktai.

NDF pavyzdziai:
(p&eq) V (p&e—qder) V —p V (q&—p),

28



p&qgd&e—r (8iuo atveju s = 1),
pV gV r.

2.4 teorema. Kokia bebuty formulé, galima rasti jai ekvivalenciq normaliosios
disjunkcinés formos.

Irodymas. ApraSysime du transformavimo i NDF budus.
a) Transformavimas § NDF naudojantis teisingumo lentele.

Tarkime duota formulé F(py, ..., pn). Sudarome jos teisingumo lentele. Tarkime, F'
néra tapaciai klaidinga. Kiekvienai interpretacijai v, su kuria F teisinga, priskiriame
po konjunkta, I1&I2&...&1,.

' “pi jei v(pi) =k
Nesunku matyti, kad konjunktas, atitinkantis v, teisingas tik su vienintele inter-
pretacija v. Disjunkcija tokiy konjukty ir bus NDF ekvivalenti formulei F(p1, ..., pn)-
Jei F tapaciai klaidinga, tai jos NDF laikysime p;&—p;.

Pavyzdys.

p,q, 1 | F(pgr)
ttt Kk

ttk
tkt
tkk
ktt
ktk
kkt
kkk

R e R o e

Ji teisinga su trimis interpretacijomis:
1)p:q:t7T:k7
Q)p:r:t,q:k,
) p=r=kqg=t.
Pirmajai interpretacijai priskiriame p&qg&—r, antrajai — p&—q&r, treciajai — —p&g&e—r.
Formulés NDF bus (p&q&—r) V (p&—q&er) V (—p&qde—r).

b) Transformavimas { NDF naudojantis ekvivalenciomis formulémis.

Transformavimo algoritmas susideda i$ tokiy zingsniy:
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1) Eliminavimas. Kei¢iame visus poformulius G — H pavidalo (primename, kad
naginéjame formules, kuriose sutinkamos tik loginés operacijos —, &, V, —) jiems ek-
vivalenc¢iais, kuriuose yra tik —, &, V. Naudojames (2.1) ekvivalentumu.

2) Neigimo jkélimas § skliaustus. Naudojantis (2.2), (2.3) ekvivalentumais bei
-G = G, galime pasiekti, kad neigimas formuléje buty tik pries loginius kintamuo-
sius.

3) Distributyvumo désnio taikymas. Taikant (2.6) ekvivalentuma, gauname formule,
kuri ir bus NDF.

4) Prastinimas. Taikome ekvivalentumus GV G = G, G&G = G, -G = G.
Poformulius G&—G, GV =G kei¢iame atitinkamai konstantomis k, ¢ bei jas eliminuo-
jame. Prastinimg galima taikyti ir po pirmojo bei antrojo zingsniy.

Teorema irodyta.

Pavyzdys. Transformuosime —(p — ¢) V (¢&r) i NDF.
Eliminuojame —. Gauname —(—p V q) V (¢&r).
Tkeliame neigimg i skliaustus. (p&—q) Vv (g&r).
Taikome distributyvumo désni. (p&q) V (p&r) V (—q&q) V (—g&er).
Prastiname ir gauname NDF (p&q) V (p&r) V (—q&r).

2.15 apibrézimas. Formulés normaliaja konjunkcine forma vadinsime jai
ekvivalenéiq formule pavidalo &3_1D;. Cia D; (i =1,...,s) — disjunktai.

NKF pavyzdziai:
(pV-qQ&(pV —qVr)&p&(pVq),
pV =gV —r (8iuo atveju s = 1),
p&eq&e—r.

Kaip matome, pastarosios dvi formulés yra kaip normaliosios konjunkcinés, taip
ir normaliosios disjunkcinés formos.

2.5 teorema. Kokia bebuty formulé, galima rasti jai ekvivalenciq normaliosios
konjunkcinés formos.

Irodymas. Kaip ir 2.4 teoremos irodyme, apraSysime du transformavimo j NKF
budus.

a) Transformavimas | NKF naudojantis teisingumo lentelémis.
Tarkime duota formulé F(pi,...,pn). Sudarome jos teisingumo lentele. Be to,

tarkime F' néra tapaciai teisinga. Kiekvienai interpretacijai v, su kuria F klaidinga,
priskiriame po disjunkta {3 Vis V ... V Is.
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I = —Pi, .762 I/(pl) =t

’ pi, jei v(p) =k
Nesunku matyti, kad disjunktas, atitinkantis v, klaidingas tik su vienintele inter-
pretacija v. Konjunkcija tokiy disjunkty ir bus NKF ekvivalenti formulei F(p1, ..., pn).
Jei F tapaciai teisinga, tai jos NKF laikysime p; V —p;.

Pavyzdys.
p, g r | F(par)
t, 6, ¢ t
t, t, k t
t, k, t k
t, k, k t
k, t, t t
k, t, k k
k, k, t k
k, k, k t

Formulé klaidinga su trimis interpretacijomis:
1)p:r:t,q:k,
Q)p:r:k,q:t,
N)p=q=k,r=t
Pirmajai interpretacijai priskiriame disjunktg —p V q V —r, antrajai — pV —-q V r,
treciajai — p V ¢ V —r. Formulés NKF bus (-pV qV —r)&(pV =gV r)&(pV qV —r).

b) Transformavimas { NKF naudojantis ekvivalenciomis formulémis.

Transformavimo algoritmo eliminavimo, neigimo jkélimo ¢ skliaustus bei prastin-
imo zingsniai yra tokie patys, kaip kad apraSyti 2.4 teoremos jrodyme, transformuo-
jant formule i NDF naudojantis ekvivalen¢iomis formulémis. Skiriasi nuo aprasytojo
algoritmo tik treciuoju zingsniu t.y. distributyvumo désnio taikymu. Siuo atveju
naudojames (2.6) ekvivalentumu. Teorema jrodyta.

Is loginiy kintamujy p1, ..., p, galima sudaryti 3" skirtingy disjunkty (jskaitant
ir atitinkanti tapaciai klaidinga, formule). Todél skirtingy NDF bus 23" Formulés
turi ne vieninteles normaligsias disjunkcines bei konjunkcines formas. Pavyzdziui,
formulés F(p,q,r), aprasytosios, po 2.4 teoremos irodymo, pavyzdyje, NDF yra
(p&q&—r) V (p&—qg&er) V (—p&qd&e—r), o taip pat ir (¢&—r) V (p&—qg&r). Todél NDF
bei NKF dar skirstomos j tobulas, trumpiausias bei minimalias.

2.16 apibrézimas. Formulés F(p1, ..., p,) normalioji disjunkciné forma V?_,

(i =1,...,8) vadinama tobula, jei kiekviename konjunkte K; (i = 1, ..., s) sutinkamas
arba pj, arba —p; (j =1,...,n).
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2.17 apibrézimas. Formulés F(pi,...,pn) NDF Vi_; K; vadinama trumpiau-
sia, jei bet kuri kita jos NDF V" K| tenkina sqlygg: m > s.

2.18 apibrézimas. Formulés F(pi,...,pn) NDF Vi_, K; vadinama minimalia,
jei bet kuri kita jos NDF V™| K! tenkina sqlygq: i(K1) + ... + i(Ks) < i(K}) + ...+

Panasiai apibréziamos ir tobulos, trumpiausios bei minimalios NKF.

2.5 Logikos algebros funkcijos

Aprag8ysime dar vieng formuliy pavidalg, i kuri galima transformuoti bet kurig formule.
Siame skyrelyje vietoje konstantos ¢ naudosime 1, o vietoje k — 0, bei, kaip jprasta
logikos algebros funkcijoms, grieztaja, disjunkcijg (sudétj moduliu 2) zZymeésime @, o
konjunkcija, — - (sandauga).

p,q|p®g p,a|pg
11] 0 11 ] 1
10| 1 10| 0
01| 1 01| 0
00| 0 00| 0

2.19 apibrézimas. Funkcijos, kuriy apibréZimo ir kitimo sritys yra aibé {0,1},
vadinamos logikos algebros funkcijomis (arba Boole funkcijomis).

Formulés yra taip pat ir logikos algebros funkcijos. Logikos algebros funkcijas gal-
ima nusakyti lentelémis:

Pi, s Pn—1, Pn f(pla"'apnflypn)
0---00 7(0,...,0,0)
0---01 £(0,...,0,1)
0---10 £(0,...,1,0)
1---11 F(1,..,1,1)

Dvi logikos algebros funkcijos vadinamos lygiomis, jeigu jas atitinkanc¢ios lentelés
yra lygios. Kiekvieng logikos algebros funkcija galima iSreiksti formule t.y. rasti tokig,
formule, kad ju lentelés buity vienodos. Tai isplaukia is praeito skyrelio. Juk kiekvieng
logikos algebros funkcija, galima transformuoti i normaligja disjunkcine (konjunkcing)
forma. Taigi, logikos algebros funkcijos uzra§ymui formule pakanka loginiy operaciju
-, &, V. Paprastumo délei vietoj logikos algebros funkcija Siame skyrelyje rasysime
funkcija.

Aibe {0,1,p-q,p® q} yra pilna t.y. kokia bebuty funkcija (o tuo paciu ir formulé)
galima rasti jai lygia, kurioje yra tik sandauga, sudétis (moduliu 2) bei konstanta
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1. Tai isplaukia is to, kad {—, &} yra pilna aibé ir p&q = p - ¢ (raSysime paprasciau
pq), o =p = p ® 1. Formuléje F(p1,...,ps), | kurig ieina tik konstanta 1, sandauga
bei sudétis moduliu 2, atlike algebrinius pertvarkius, gauname polinoma t.y. formule,
atrodanéia, sitaip (p! = p, o p° reiskia, kad naryje néra p):

> ai it pE Pl (@, €{0,1}) (2.7)
21...1

Tokios formulés vadinamos Zegalkino polinomais. Keletas savybiy:
p* =pp =p&kp =p,

p" =p,
p®p=0,
161=0.

Apragysime du budus, kaip bet kurig formule F(p1, ..., p,) transformuoti Zegalkino
polinoma,.

1. Randame formulei F(p1,...,p,) ekvivalencia, kurioje i$ loginiy operacijy téra
-, & (tokia aibé yra pilna). Konjunkcija kei¢iame sandauga, o neigima — &1 (t.y.
-G =1® G). Atliekame algebrinius pertvarkius ir gauname Zegalkino polinoma,.

Pavyzdys. Transformuoti —(p&q) — r i Zegalkino polinoma,.
Sprendimas. —(p&q) — r = (p&q) Vr = =(=(p&q)&—r) = 1® (1 dpg)(1 B r) =
1P 1®pgdrapgr.
Taigi, formulés —(p&q) — 7 Zegalkino polinomu yra pgr @ pq ® 7.

2. Neisreikstiniy, koeficienty metodas.
Jei formuléje yra s loginiy kintamuju, tai uzrasome bendra (2.7) Zegalkino polinomo
su s kintamaisiais pavidala. Pagal formulés teisingumo lentele sudarome 2° lygéiu
sistema,, kurig issprende ir randame polinomo koeficientus.

Pavyzdys. Rastiformuleip — (g&r) atitinkanti Zegalkino polinoma, neisreikstiniy
koeficienty metodu.
Sprendimas. Formuléje yra trys loginiai kintamieji, todél bendras Zegalkino polinomo
su 3 kintamaisiais pavidalas bus:

a1pqr @ azpq © azqr & aspr © asp © asq D arr D as.

Sudarome teisingumo lentele:
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Q
&
=
hS]
!
(=)
&
2

p’q7r
111
110
101
100
011
010
001
000

e e = =R e Ry o

OO O OO O

23 = 8 lyg¢iy sistema bus tokia:

a1 basPasPasPasPagDarPag =1
as bas PagPag =0
asPasPbarbag =0

as P ag =0

as@PagbarPag =1

agPag =1

a7 Pag =1

(18:1

Issprende ja, gauname ag = 1, a; =0, a6 =0, a3 =0, a5 =1, agy = 0, az = 0,
ap = 1. Taigi, formule p — (¢&r) atitinkantis Zegalkino polinomas yra pgr & p & 1.

Atkreipiame démesi, kad kiekvienai formulei egzistuoja daug jos normaliuju dis-
junkeiniy (konjunkciniy) formy. Tuo tarpu kiekvienai formulei egzistuoja jai lygus tik
vienas vienintelis Zegalkino polinomas. Tai igplaukia i atitinkamos lygéiu sistemos
sprendinio vienatinumo.

2.6 Kai kurios neklasikinés logikos

Trumpai apzvelgsime dvi neklasikines logikas, o dar su dvejomis (intuicionistine bei
modalumo logikomis) susipazinsime placiau kituose skyriuose.

1. Daugiareikémé logika. Nagrinésime loginius kintamuosius, kuriy kitimo sritimi
yra nattraliyjy skai¢iy aibé {0, 1, ...,k — 1}. Apibendrinsime kai kurias nagrinétgsias

logines operacijas, t.y. su k = 2 ju teisingumo lentelés sutaps su anksc¢iau aprasytomis.

a) Neigimas. Pateiksime tris skirtingus neigimo apibrézimus k-reikdmés logikos
atveju.
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P |~p p | Np

0 1 0 | k-1

1 2 1 | k-2

2 | 3 2 | k-3 oy ) k=1, jei p=1v . _ _
. Il(p)—{ 0. jei pi (t=0,..,k=1)

k-2 | k-1 k-2 | 1

k-1| 0 k-1| 0

b) Konjunkcija. min(p,q) bei antras apibrézimas pg(mod k).

¢) Disjunkcija. max(p,q).

Nagrinésime funkcijas, kuriy apibrézimo ir reiksmiy kitimo sritimi yra {0, 1, ..., k—
1}. Jas vadinsime k-reiksmémis funkcijomis.

Loginiy operacijuy aibé vadinama pilna, jei kiekviena k-reikSme funkcija galima uzrasyti
formule, kurioje sutinkamos tik operacijos i nagrinéjamosios aibés.

Aibeé {0,1,....,k—1, Is(p), ..., I—1(p), min(p, q), maz(p, q) } yra pilna. Pazymékime

min(p,q) konjunkcijos simboliu, o max(p,q) — disjunkcijos. Tuomet bet kuri k-
reiksmeé funkcija uzrasoma formule:

J(P1,,0n) = Via...am o, (P1)&.. &y, (pn)& f(a1, .y an) o €{0,1,...,k — 1}

2. Netiksli logika. Loginiai kintamieji jgyja kurig nors reikdme (racionalyji skaic¢iy)
is intervalo [0,1]. Neigimas, konjunkcija bei disjunkcija apibréziami tokiu budu:

-p=1-p,
p&eg = min(p, q),
pVq=max(p,q).

Is apibrézimo iSplaukia, kad ne su visomis p reiksmémis, p V —p lygi 1, o p&-p
lygi 0 t.y. pirmoji néra tapaciai teisinga, o antroji tapaciai klaidinga jprastine prasme.

2.20 apibrézimas. Formulé F(p1,...,pn) tapaciai teisinga, jei su bet kuriomis
reik§mémis i, ..., a, € [0,1] F(ay,...,an) > 0,5.

2.21 apibrézimas. Formulé F(p1,...,pn) tapaciai klaidinga, jei su bet kuriomis
retk§mémis aq, ..., an € [0,1] F(aq,...,an) < 0,5.

pV —p yra tapaciai teisinga formulé, nes maz(p,q) > 0, 5.
p&—p yra tapaciai klaidinga formulé, nes min(p, —p) < 0, 5.

Implikacija p — ¢ apibréziama tokiu budu: maz(1 — p, q).
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Irodyta, kad tapaciai teisingy formuliy aibé sutampa su klasikinés logikos tapaciai
teisingy formuliy aibe.

Formulés F,G vadinamos ekvivalenc¢iomis, jei (F — G)&(G — F') yra tapaciai
teisinga formulé.
Formulés —(p&q) ir —p V —q ekvivalencios, nes 1 — min(p, q) = maz(l —p,1 — q).
Formulés gali buti ekvivalencios, bet su kai kuriomis kintamujuy reik§mémis, jos gali
nesutapti. Pavyzdziui, p&q bei (p&q&r) V (p&q&—r) yra ekvivalencios, bet su p =
q=20,9,r=0,3 ju reik§més skiriasi.
min(p,q) = 0,9 t.y. p&q reiksmeé lygi 0,9, o min(p,q,r) = 0,3, min(p,q,—r) = 0,7,
t.y. (p&q&er) V (p&q&—r) reiksmé siuo atveju lygi 0,7.

2.7 Dvejetainis sumatorius

Nagrinésime signalus transformuojancius elementus, turinéius n jéjimy (n > 1) ir
vieng iséjimg. Zymeésime juos schema

Signalai gali buti dviejuy rasiy (zZymeésime juos 0, 1). Laikome, kad elementai
dirba diskrec¢iu rezimu, t.y. signalai i¢jime paduodami laikas nuo laiko vienu metu j
visus iéjimo kanalus. Akimirksniu jie apdorojami elementu t.y. elemento darbo laikas
artimas nuliui, ir i8¢jime gauname rezultats, (0 arba 1). Jei elementas, be to, tenkina
salyga, kad jo darbas nepriklauso nuo praeities (elementas yra be atminties), tai jis
vadinamas loginiu. Loginiy elementy darba galima aprasyti lentele

P1, P25--+s Pn | f(p17p27 7pn)

1.1 f(1,1,...1)
01..1 £(0,1,...,1)
00...0 £(0,0,...,0)

P1, ..., Pn Zymi informacija gaunama, n kanalais (i$ kairés i desine), o f(p1, ..., Pn)
— elemento darbo rezultata. Sakysime, kad loginis elementas realizuoja logikos al-
gebros funkcija f(p1, ..., pn). Naudodami loginius elementus konstruosime schemas.
Schemoje yra m iéjimy (m > 1) ir n isé¢jimy (n > 1).
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Loginis elementas yra schema. Galimi trys schemy jungimo budai.

1. Sujungimas. Tarkime turime dvi schemas X1, Yo su m; ir mg iéjimais, bei ny
ir no i8éjimais. Naujoje schemoje, gautoje sujungus duotasias, bus m; 4+ my jéjimai
ir ny + ng iSéjimai.

¥ P

Schemos 31, Yo dirba lygiagreciai ir tenkina salyga, kad informacija (signalai)
iéjime i abi siunc¢iama vienu metu, t.y. darbas sinchronizuotas.

2. Elemento prijungimas. Tarkime turime schema, su m jéjimais, n iSé¢jimais ir
kurj nors elements su k jéjimais (k < n) ir 1 i§éjimu. Tuomet galima gauti naujg
schema,, prijungus elementa prie duotosios schemos iséjimy. Naujojoje schemoje bus
m iéjimy ir n — k + 1 i8éjimas.

3. Iséjimy skaidymas. Duota schema su m jéjimais ir n is¢jimais. Galima gauti
nauja schema, isskaidzius kurj nors vieng, i8éjima, | k iSéjimy.

Nagrinésime schemas, kuriose yra tik keturiy tipy loginiai elementai:
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Paskutinysis elementas vadinamas trivialiu. Norime rasti schemg su 2n jéjimais ir
n + 1 i8éjimu, kuri realizuoty dvejetainj sumatoriy. T.y. schemos jéjime pateikiami
du dvejetainiai skaiciai zp,Tp_1...21, YnYn—1.--¥1 (zi,y; € {0,1}), o i8¢jime, apdorojus
informacija, gaunama ju suma 2,412n...21-

TnLp—1---T1
YnYn—1---Y1

Zn+12nfn—1---21

Ivedame dar schemos vidinius kintamuosius ¢; € {0, 1}, kuriy prasmeé tokia: ¢ =0
ir gi+1 = 1 tada ir tiktai tada, kai x; + y; + ¢; > 1. Sudedame tokius skaicius:

qn+14n---q1

EB Tp..- X1
Yn---W1
Zn+1”n---21

Nesunku apskaiciuoti z; bei g; reikSmes, kai x; ir y; yra duoti.

{ 2 =T DYi D q;
git1 = (zi&eyi) V (2i&eqi) V (yi&eqi)

Kadangi pas mus néra loginiuy elementuy realizuojanc¢iy @, tai tenka pirmosios
lygties formule isreiksti per —, &, V.

{ zi = (2((wieyi) V (w:&eqi) V (yi&eqi)) & (i V yi V i) V (wi&eyideqs)
Git1 = (wi&eyi) V (w:&eqi) V (yi&eqs)

Pazymékime schema,, realizuojancia apraSytaja lygciu sistema,, kurioje trys jéjimai
Zi, Yi, q; ir du i8éjimai z;, ¢;4+1, simboliu 3;.

lfﬂi lyz lqi

2

l qi+1 l Zi

Dvejetainis sumatorius atrodys Sitaip:
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T Ur

Zn+1Zn 4322 4221

2.8 Pratimai
1. Sudaryti teisingumo lenteles:
a) (p = Q)&(~(=p vV r) — (¢&-)),
b) ((p&eq) — (=p&er))&((q — ) V (=P — 9));
c)(p—q)—(¢—p)
2.Eliminuoti konstantas:
a) ((p — t)&(q — k) V (r&et),
b) ((t — p)&(q&k)) — (r — 1),
) (pVk)&((qVEk)— (p— k).
3. Isreiksti disjunkcija ir neiginiu sias formules:
a)p— (¢ —p),
b) (p— q)V(¢Vp)
) p— (¢ — (p&kq)),
d) (=p = ~q) = (¢ — p).
ir patikrinti ar jos tapaciai teisingos.

4. Naudojantis teisingumo lentelémis, rasti tobulas normaligsias disjunkcines for-
mas:

a) (p — q)&lqg — 1),

b) (p&q) — (¢&(—p — 1)).
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5. Naudojantis ekvivalen¢iomis formulémis, transformuoti i NDF:
a) (pVq)&~(p—r),

b) ((p&eq) — r)&(=(p&q) — 7).

6. Naudojantis ekvivalen¢iomis formulémis, transformuoti i NKF:
a) (p— q)&lq — (-p — 1)),

b) (pVr)&(p — (¢ — —r)).

7. Rasti formuléms atitinkancius Zegalkino polinomus:

a) (pVq) — (p&q),

b)p—(g—r),

c) (p&gq) — ((r&—p) — —q).
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