
2 skyrius

Teiginiuι kalba

2.1 Loginės operacijos

Kai kurios saιvokos (aibė, taškas,...) matematikoje yra pirminės. Jos neapibrėžiamos,
o paaǐskinamos. Tokia saιvoka logikoje yra teiginys.

Teiginiu vadinsime sakiniι, kurio atžvilgiu prasmingas klausimas ”Teisingas jis ar
klaidingas?”

Pavyzdžiui, Jonukas gerai mokosi, Vilnius yra Lietuvos sostinė, sausis šalčiausias
metuι mėnuo.

Teiginius žymėsime raidėmis p, q, r, s bei su indeksais p0, q0, r0, s0, p1, q1, r1, s1, ...
Ne visi sakiniai yra teiginiai. Pavyzdžiui, Kelinta valanda? Šlovė mokslui! Ne visada
galima pasakyti teisingas ar klaidingas duotasis teiginys. Tai gali būti neǐsspreιstuι

problemuι formulavimai arba, pavyzdžiui, nežinomi tvirtinimai apie praeitiι bei ateitiι.

Jei teiginys p teisingas, tai sakysime, kad teiginio p vertė lygi t ir žymėsime p = t.
Jei teiginys klaidingas, tai sakysime, kad teiginio vertė lygi k ir žymėsime p = k.

Apibrėšime šias logines operacijas: neigimaι, konjunkcijaι, disjunkcijaι, griežtaιjaι
disjunkcijaι, implikacijaι, ekvivalentumaι, o vėliau ir Sheffer funkcijaι.
Pritaikeι logines operacijas teiginiams, gausime sudėtinius teiginius.

Neigimas žymimas simboliu ¬ (pavyzdžiui, ¬p,¬q). Literatūroje dar naudojami
simboliai¯ (p̄, q̄, ...) bei ∼ (∼ p,∼ q, ...). ¬p perskaitomas: ”ne p”, ”netiesa, kad p”.
Sudėtinio teiginio ¬p vertė priešinga teiginio p vertei: jei teiginio p vertė k, tai teiginio
¬p vertė t, o jei teiginio p vertė k, tai teiginio ¬p vertė t.

Visa tai patogu užrašyti lentele:

p ¬p
t k
k t



Konjunkcija žymima simboliu & (dar naudojami ∧, ·). p&q perskaitomas p ir q.
Konjunkcija nusakoma lentele:

p, q p&q
t t t
t k k
k t k
k k k

Sudėtinis teiginys p&q teisingas tada ir tiktai tada, kai abu teiginiai p, q teisingi.

Disjunkcija žymima simboliu ∨. p ∨ q perskaitomas p arba q. Disjunkcija
nusakoma lentele:

p, q p ∨ q
t t t
t k t
k t t
k k k

Sudėtinis teiginys p∨q klaidingas tada ir tiktai tada, kai abu teiginiai p, q klaidingi.

Griežtoji disjunkcija žymima simboliu ∨̇ (+, ⊕). p∨̇q perskaitomas, arba p,
arba q . Griežtoji disjunkcija nusakoma lentele:

p, q ∨̇
t t k
t k t
k t t
k k k

Sudėtinis teiginys p∨̇q teisingas tada ir tiktai tada, kai teisingas lygiai vienas ǐs
teiginiuι p ir q.

Implikacija žymima→ (⊃, ⇒). p→ q perskaitomas jei p, tai q arba ǐs p ǐsplaukia
q. Terminas ǐs p seka q (autoriaus nuomone) irgi vartotinas, nes, kaip matysime vėliau,
logikoje tokio sakinio teisingumas dažnai siejamas su seka formuliuι, tenkinančiuι tam
tikras saιlygas.
Implikacija nusakoma lentele:

p, q p→ q
t t t
t k k
k t t
k k t
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Sudėtinis teiginys p → q klaidingas tada ir tiktai tada, kai teiginys p teisingas,
o teiginys q klaidingas. Pasistengsime pateisinti tokiaι teisingumo lenteleι. Matem-
atikoje aptinkami sakiniai pavidalu jei p, tai q laikomi teisingais, jei kiekvienaι kartaι
kai p teisingas, q irgi yra teisingas. Atveju, kai p klaidingas, q gali iιgyti bet kuriaι
verteι. Pavyzdžiui, jei x < y ir y < z, tai x < z laikomas teisingu bet kurioms x, y, z
reikšmėms. Galima parinkti tokius natūraliuosius x, y, z, kad ”x < y ir y < z” (t.y.
p) būtuι klaidingas, o ”x < z” (t.y. q) vienu atveju būtuι teisingas, kitu klaidingas,
bet nėra tokiuι x, y, z, kad p būtuι teisingas, o q klaidingas.

Ekvivalentumas žymimas ↔ (⇔). p ↔ q perskaitomas p ekvivalentus q, p ir q
ekvivalentūs.
Ekvivalentumas nusakomas lentele:

p, q p↔ q
t t t
t k k
k t k
k k t

Kaip matome iι teiginius mes žiūrime kaip iι kintamuosius, kuriuι kitimo sritis yra
aibė {t, k}. Tokie kintamieji vadinami propoziciniais (teigininiais) kintamaisiais. Mes
juos vadinsime taip, kaip iιprasta vadinti informatikoje tokio tipo kintamuosius −
loginiais kintamaisiais. Pakeisime sudėtiniuι teiginiuι saιvoka tikslesne − formulės
saιvoka, o vietoje vertė, kaip ir iιprasta kintamuιjuι atveju, vartosime saιvokaι reikšmė.
Kai kada bus patogu loginiuι kintamuιjuι kitimo sritimi laikyti aibeι {1, 0}, t.y. t keisime
1, o k − 0. Dažniausiai mums net nesvarbu kokia tai aibė, o naudojames tik tuo, kad
ji susideda ǐs dviejuι elementuι.

Formules žymėsime didžiosiomis lotynǐskomis raidėmis A,B,C,...,F,..., kai kada su
indeksais ar štrichais.

2.1 apibrėžimas.
1. Loginis kintamasis yra formulė.
2. Jei F − formulė, tai ¬F irgi formulė.
3. Jei F, G − formulės, tai (F&G), (F∨G), (F ∨̇G), (F → G), (F ↔ G) irgi formulės.

Formuliuι pavyzdžiai: ((p∨̇q) → ¬(¬p ∨ q)), ¬p, ((p1 ↔ p2) ∨ ¬¬(p1&(p3 ∨ ¬p1))).

Paprastumo dėlei, ǐsoriniuι skliaustuι formulėse nerašysime. Iš apibrėžimo ǐsplaukia,
kad kiekvienai formulei, jei ji nėra loginis kintamasis, arba atsiras tokia formulė G,
kad F yra pavidalo ¬G (tuo atveju rašysime F = ¬G arba F : ¬G), arba atsiras
dvi tokios formulės G, H, kad F = GαH (α ∈ {&,∨, ∨̇,→,↔}). Pirmuoju atveju
pagrindine formulės F logine operacija vadinsime ¬, o antruoju − α.

Pavyzdžiai:
1. Formulės (p→ q)&(q ∨ ¬(q → p)) pagrindinė loginė operacija yra &.
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2. Formulės ¬((p→ q) ∨ (¬q → ¬p)) pagrindinė loginė operacija yra ¬.

2.2 apibrėžimas.
1. Formulė F yra F poformulis.
2. Jei F = ¬G, tai formulė G ir visi G poformuliai yra ir F poformuliai.
3. Jei F = GαH (α ∈ {&,∨, ∨̇,→,↔}), tai formulės G, H bei juι poformuliai yra ir
F poformuliai.

Kai kada formules žymėsime pavidalu F (p1, ..., pn). Tuo atveju p1, ..., pn yra pil-
nas saιrašas skirtinguι loginiuι kintamuιjuι, kurie yra formulės F poformuliai.

Pavyzdžiai:
1. Jei F yra (p→ ¬p) ∨ ¬¬p , tai F = F (p),
2. Jei F yra (p ∨ q) → (¬r ∨ p), tai F = F (p, q, r).

Skirsime poformulio ir poformulio iιeities saιvokas. Formulė yra žodis tam tikroje
abėcėlėje. Todėl saιvoka žodžio iιeitis perkeliama iι poformulio iιeitis.

Pavyzdys.
F = (p&¬q) → (¬(p&¬q) ∨ ((q → (p&¬q))∨̇(¬p&(p&¬q)))).
Formulėje F yra 4 poformulio p&¬q iιeitys (jos paryškintos)− pirmoji, antroji, trečioji
ir ketvirtoji (ǐs kairės iι dešineι).
Formulėje F yra 5 poformulio q iιeitys.

Pavyzdys. Formulės (p→ ¬q)&¬(q∨(p∨¬r)) poformuliais yra: (p→ ¬q)&¬(q∨
(p ∨ ¬r)), p→ ¬q, ¬(q ∨ (p ∨ ¬r)), p, ¬q, q, q ∨ (p∨ ¬r), (p ∨ ¬r),
¬r, r.

Panašiai suprantamos ir loginiuι operacijuι ar skliaustuι iιeitys.

2.2 Ekvivalenčios formulės

2.3 apibrėžimas. Interpretacija loginiuι kintamuιjuι aibei {p1, ..., pn} vadinsime
kuriaι nors funkcijaι ν su apibrėžimo sritimi {p1, ..., pn} ir rikšmėmis ǐs {t, k}.

Turėdami interpretacijaι ν aibei {p1, ..., pn} (ν(pi) = βi (βi ∈ {t, k})) galim ap-
skaičiuoti formulės F (p1, ..., pn) reikšmeι. Apskaičiuodami naudojames loginiuι op-
eracijuι apibrėžimo lentelėmis. Skliaustai nurodo operacijuι atlikimo tvarkaι. Jei for-
mulės reikšmė lygi β (β ∈ {t, k}), tai rašome ν(F ) = β arba tiesiog F = β. Jei formuleι
sudaro n skirtinguι loginiuι kintamuιjuι, tai yra 2n skirtinguι interpretacijuι.

Sudarysime formulės ¬p → (p&(q ∨ ¬r)) teisingumo lenteleι (apskaičiuosime
formulės reikšmes visoms galimoms interpretacijoms).
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p, q, r ¬p ¬r q ∨ ¬r p&(q ∨ ¬r) ¬p→ (p&(q ∨ ¬r))
t t t k k t t t
t t k k t t t t
t k t k k k k t
t k k k t t t t
k t t t k t k k
k t k t t t k k
k k t t k k k k
k k k t t t k k

2.4 apibrėžimas. Dvi formules F (p1, ..., pn), G(p1, ..., pn) vadinsime ekviva-
lenčiomis (rašysime F (p1, ..., pn) ≡ G(p1, ..., pn)), jei su bet kuria interpretacija ν
ν(F ) = ν(G).

Atkreipiame dėmesiι, kad≡ nėra loginė operacija. Ekvivalenčiuι formuliuι pavyzdžiai:

p&q ≡ q&p
p&(q&r) ≡ (p&q)&r

p ∨ q ≡ q ∨ p
p ∨ (q ∨ r) ≡ (p ∨ q) ∨ r

¬¬p ≡ p
p ∨ q ≡ ¬p→ q

p∨̇q ≡ (p ∨ q)&¬(p&q)
Naudodamiesi antraja bei ketvirtaja pora ekvivalenčiuι formuliuι, mes praleidžiame

skliaustus, kai turime formules pavidalo F1&...&Fn arba F1 ∨ ... ∨ Fn, nes tokiuι for-
muliuι reikšmės nepriklauso nuo suskliaudimo tvarkos. Ekvivalentumas aprašytuιjuι

formuliuι tikrinamas sudarant juι teisingumo lenteles. Pavyzdžiui, parodysime, kad
p ∨ q ≡ ¬p→ q.

p, q ¬p p ∨ q ¬p→ q
t t k t t
t k k t t
k t t t t
k k t k k

Kaip matome, reikšmiuι stulpeliai, atitinkantys p ∨ q ir ¬p → q sutampa. Kai
kuriomis poromis ekvivalenčiuι formuliuι mes dažnai naudosimės. Išvardinsime jas bei
priskirsime numerius.

p→ q ≡ ¬p ∨ q (2.1)

¬(p&q) ≡ ¬p ∨ ¬q (2.2)

¬(p ∨ q) ≡ ¬p&¬q (2.3)

p↔ q ≡ (p→ q)&(q → p) (2.4)
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(p&q) ∨ r ≡ (p ∨ r)&(q ∨ r) (2.5)

(p ∨ q)&r ≡ (p&r) ∨ (q&r) (2.6)

Ekvivalenčiuι formuliuι savybės:
1. Jei A ≡ B, tai ir B ≡ A,
2. Jei A ≡ B ir B ≡ C, tai ir A ≡ C,
3. A ≡ B tada ir tiktai tada, kai ¬A ≡ ¬B.

Apibendrinsime ekvivalentumo saιvokaι, kai formulėse yra ne tik vienodi loginiai
kintamieji.

2.5 apibrėžimas. Dvi formulės A(p1, ..., pn, q1, ..., qs) ir B(p1, ..., pn, r1, ..., ru)
vadinamos ekvivalenčiomis, jei su bet kuria interpretacija ν aibei {p1, ..., pn, q1, ..., qs,
r1, ..., ru}, ν(A) = ν(B).

Pavyzdžiai.
1. p ∨ (q&¬q) ≡ ¬¬p ∨ (r&¬r).
2. (p&q) → (¬p ∨ q) ≡ p→ p.

Jei formulės A(p1, ..., pn, q1, ..., qs) ir B(p1, ..., pn) ekvivalenčios, tai loginiai kin-
tamieji q1, ..., qs vadinami fiktyviais formulėje A. Pateiksime dar vienaι fiktyvaus loginio
kintamojo apibrėžimaι.

2.6 apibrėžimas. Kintamasis pi formulėje A(p1, ..., pi−1, pi, pi+1, ..., pn) vadina-
mas fiktyviu, jei su bet kuria interpretacija ν aibei {p1, ..., pi−1, pi+1, ..., pn} (ν(pj) =
βj) ν(A(β1, ..., βi−1, t, βi+1, ..., βn)) = ν(A(β1, ..., βi−1, k, βi+1, ..., βn)). Priešingu
atveju, pi vadinamas esminiu.

Tarkime, A yra formulės F poformulis. Pažymėkime F (B/A) formuleι, gauta pakei-
tus formulėje F visas A iιeitis formule B.

2.1 teorema. Jei A(p1, ..., pn) yra formulės F poformulis ir A(p1, ..., pn) ≡
B(p1, ..., pn), tai F ≡ F (B/A).

Iιrodymas. Sudarykime F teisingumo lenteleι taip, kad ǐs pradžiuι joje būtuι ap-
skaičiuojamos A reikšmės (prieš tai, apskaičiuojant A poformuliuι reikšmes, t.y. tuι

formuliuι, kurios reikalingos A reikšmei nustatyti). Analogǐskai sudarykime F (B/A)
teisingumo lenteleι taip, kad ǐs pradžiuι būtuι apskaičiuojamos B reikšmės. Tada gali
skirtis F ir F (B/A) teisingumo reikšmės tik iki stulpeliuι A, B, o visos reikšmės,
esančios dešinėje tuι stulpeliuι, sutampa. Tuo pačiu sutampa ir formuliuι F bei F (B/A)
reikšmės. Teorema iιrodyta.

1 ǐsvada. Jei A(p1, ..., pn, q1, ..., qs) yra formulės F poformulis ir A(p1, ..., pn, q1, ..., qs)
≡ B(p1, ..., pn, r1, ..., ru), tai F ≡ F (B/A).
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2 ǐsvada. Tarkime A yra F poformulis ir A ≡ B. Pakeiteι kai kurias A iιeitis
formule B, gauname formuleι ekvivalenčiaι F.

3 ǐsvada. Jei F (p1, ..., pn) ≡ G(p1, ..., pn) ir A1, ..., An bet kokios formulės, tai ir
F (A1/p1, ..., An/pn) ≡ G(A1/p1, ..., An/pn).

Visos ǐsvados iιrodomos panašiai kaip ir 2.1 teorema, nagrinėjant atitinkamuι for-
muliuι teisingumo lenteles.

2.6 apibrėžimas. Loginiuι operacijuι aibė E vadinama pilna, jei kiekvienai for-
mulei galima rasti ekvivalenčiaι, kurioje yra tik loginės operacijos ǐs aibės E.

2.2 teorema. Aibės {¬,&}, {¬,∨}, {¬,→} yra pilnos.

Iιrodymas.
1. Iιrodysime, kad {¬,&} pilna. Remiantis 2.1 teorema bei ǐsvadomis, pakanka paro-
dyti, kad formulėms p ∨ q, p∨̇q, p → q, p ↔ q galima rasti ekvivalenčias, kuriose yra
tik loginės operacijos ǐs {¬,&}. Jas rasime naudodamiesi tik aukščiau aprašytomis
ekvivalenčiuι formuliuι poromis bei juι savybėmis.
p ∨ q ≡ ¬(¬p&¬q)
p∨̇q ≡ (p ∨ q)&¬(p&q) ≡ ¬(¬p&¬q)&¬(p&q)
p→ q ≡ ¬p ∨ q ≡ ¬(p&¬q)
p↔ q ≡ (p→ q)&(q → p) ≡ ¬(p&¬q)&¬(q&¬p)

2. Nagrinėjame {¬,∨}.
p&q ≡ ¬(¬p ∨ ¬q)
p∨̇q ≡ (p ∨ q)&¬(p&q) ≡ ¬(¬(p ∨ q) ∨ ¬(¬p ∨ ¬q))
p→ q ≡ ¬p ∨ q
p↔ q ≡ (p→ q)&(q → p) ≡ (¬p ∨ q)&(¬q ∨ p) ≡ ¬(¬(¬p ∨ q) ∨ ¬(¬q ∨ p))

3. Nagrinėjame {¬,→}.
p ∨ q ≡ ¬p→ q
p&q ≡ ¬(¬p ∨ ¬q) ≡ ¬(p→ ¬q)
p∨̇q ≡ (p ∨ q)&¬(p&q) ≡ (¬p→ q)&(p→ ¬q) ≡ ¬((¬p→ q) → ¬(p→ ¬q))
p↔ q ≡ (p→ q)&(q → p) ≡ ¬((p→ q) → ¬(q → p))
Teorema iιrodyta.

Yra ir kiti pilni loginiuι operacijuι poaibiai, pavyzdžiui, {∨̇,→}. Bet visuose juose
yra ne mažiau kaip du elementai. Galima rasti ir vienaι tokiaι logineι operacijaι, kuri
sudarytuι pilnaι aibeι. Pirmasis tokiaι operacijaι sugalvojo 1880 metais Ch. Peirce, bet
jis neskyrė tam ypatingo dėmesio. Jo darbas nebuvo publikuotas, o pati operacija
užmiršta. Žymiai vėliau, 1913 metais kitaι tokiaι operacijaι aprašė H.M.Sheffer (mes
jaι vadinsim Sheffer funkcija). Tiesa, visoms mūsuι nagrinėjamoms loginėms operaci-
joms yra loginiuι jungčiuι, vartojamuι šnekamojoje kalboje, atitikmenys ir, arba,... (ǐs
čia jos ir kilusios). Atitikmenuι Peirce bei Sheffer opercijoms šnekamojoje kalboje nėra.
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Peirce operacijaι žymėsime ↑, o Sheffer funkcijaι − |. Jos nusakomos tokiomis lentelėmis:

p, q p ↑ q
t t k
t k k
k t k
k k t

p, q p|q
t t k
t k t
k t t
k k t

Jos sudaro pilnaιsias aibes (ǐsplaukia ǐs 2.2 teoremos), nes ¬p ≡ p ↑ q ir p ∨ q ≡
(p ↑ q) ↑ (p ↑ q), bei ¬p ≡ p|p ir p&q ≡ (p|q)|(p|q).

Logikoje yra dvi konstantos − tiesa (t) ir melas (k). Formulėse jos nesutinkamos
ǐsreikštiniu pavidalu, nes jas galima eliminuoti, t.y. rasti kitaι, ekvivalenčiaι formuleι
be loginiuι konstantuι iιeičiuι. Remiames 2.1 teorema su ǐsvadomis bei loginiuιKι



2.7 apibrėžimas. Formulė F vadinama tapačiai teisinga, jei su bet kuria in-
terpretacija ν ν(F ) = t.

Tapačiai teisingos formulės dar vadinamos tautologijomis arba logikos dėsniais.
Jos vaidina ypatingai svarbuι vaidmeniι logikoje, nes daugumos uždaviniuι sprendimaι
pavyksta suvesti iι kurios nors formulės tapataus teisingumo nustatymaι. Tapačiai
teisinguι formuliuι pavyzdžiai:

¬¬p→ p
(p&q) → p

(p→ q) → (¬q → ¬p)
p→ (p ∨ q)

Norint patikrinti ar formulė A(p1, ..., pn) yra tapačiai teisinga, pakanka sudaryti
jos teisingumo lenteleι ir pažiūrėti, ar paskutiniame stulpelyje vien tik reikšmės t. Bet
sudarant teisingumo lenteleι reikia apskaičiuoti formulės A reikšmeι 2n interpretaci-
joms. Tai labai greitai auganti funkcija, todėl praktǐskai galime naudotis teisingumo
lentele, nustatant formulės tapačiai teisingumaι tik nedideliems n.

2.3 teorema. Tarkime F (p1, ..., pn) yra tapačiai teisinga formulė, o A1, ..., An −
bet kurios formulės. Tuomet F (A1, ..., An) yra tapačiai teisinga formulė.

Iιrodymas. Priskirkime visiems loginiams kintamiesiems, iιeinantiems iι A1, ..., An

bet kurias reikšmes. Tarkime, esant toms reikšmėms A1 = α1, ..., An = αn (čia
αi ∈ {t, k}; (1 ≤ i ≤ n)). Tada formulės F (A1, ..., An) reikšmė, esant toms pačioms
loginiuι kintamuιjuι reikšmėms, sutaps su F (α1, ..., αn). Kadangi F (p1, ..., pn) reikšmė,
su bet kokiomis loginiuι kintamuιjuι p1, ..., pn reikšmėmis, lygi t, tai ji bus lygi t, ir kai
p1 = α1, ..., pn = αn. Teorema iιrodyta.

2.8 apibrėžimas. Formulė F vadinama tapačiai klaidinga, jei su bet kuria
interpretacija ν ν(F ) = k.

Tapačiai klaidinguι formuliuι pavyzdžiai:

p&¬p
¬((p&q) → p)

(p→ q)&¬((q → r) → (p→ r))

Tapačiai klaidinguι formuliuι savybės:
1. F tapačiai klaidinga tada ir tiktai tada, kai ¬F tapačiai teisinga formulė,
2. Jei F tapačiai klaidinga formulė, o G − bet kuri formulė, tai F → G yra tapačiai
teisinga formulė.
3. Tapačiai klaidinguι bei tapačiai teisinguι formuliuι visi loginiai kintamieji yra fik-
tyvūs.
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2.9 apibrėžimas. Formulė F vadinama iιvykdoma, jei atsiras tokia interpretacija
ν, su kuria ν(F ) = t.

Iš apibrėžimo ǐsplaukia, kad kiekviena tapačiai teisinga formulė yra tuo pačiu ir
iιvykdoma formulė. Suprantama, yra iιvykdomuι formuliuι, kurios nėra tapačiai teisin-
gos. Pavyzdžiui, p→ q, p→ (p&q), p↔ ¬q.

2.10 apibrėžimas. Sakysime, kad formulė F yra formuliuι aibės A = {F1, ..., Fn}
loginė ǐsvada, jei su bet kuria interpretacija ν, su kuria visos aibės A formulės teisin-
gos, teisinga yra ir F (t.y. ν(F ) = t).

Dažniausiai aibės A formulės vadinamos prielaidomis arba tai, kas duota. Formulė
F vadinama ǐsvada, tikslu arba tai, kaι reikia iιrodyti. Kai kada, priklausomai nuo
užduoties, A vadinama žiniuι baze, o F − užklausa. Taip pat, vietoje loginė ǐsvada,
vartojamas terminas samprotavimas teisingas arba samprotavimas pagriιstas. Žymima
ir taip

F1

...
Fn

F

Iš apibrėžimo ǐsplaukia, kad F yra {F1, ..., Fn} loginė ǐsvada tada ir tiktai tada,
kai (F1&....&Fn) → F yra tapačiai teisinga formulė.

Pavyzdžiai.
1. Jei vaikas netvarkingas, tai jis blogai mokosi. Vadinasi, jei vaikas blogai mokosi,
tai jis netvarkingas.

Formalizacija. Pažymėkime raide n teiginiι ”vaikas netvarkingas”, o raide b −
”vaikas blogai mokosi”. Tuomet turime

n→ b
b→ n

Formulė (n → b) → (b → n) nėra tapačiai teisinga, nes su interpretacija n = k,
b = t, ji klaidinga. Taigi, ǐs prielaidos n→ b neǐsplaukia b→ n.

2. Kiekvienas aibės A elementas nepriklauso aibei D. Jei x (bet kuris) nepriklauso
aibei B, tai jis nepriklauso ir aibei C. Jei x priklauso aibei B, tai jis priklauso ir A, C
sankirtai. Vadinasi, jei e yra aibės C elementas, tai jis nėra D elementas.

Formalizacija. Pažymėkime raide a teiginiι e ∈ A, raide b − e ∈ B, c − e ∈ C ir d
− e ∈ D. Tuomet turime

27



a→ ¬d
¬b→ ¬c
b→ (a&c)
c→ ¬d

Formulė ((a → ¬d) & (¬b → ¬c) & (b → (a&c))) → (c → ¬d) yra tapačiai
teisinga. Tuo galime iιsitikinti sudareι teisingumo lenteleι. Vadinasi, formulė c → ¬d
yra duotuιjuι (virš brūkšnio) ǐsvada, o samprotavimas, aprašytas užduotyje, teisingas.

2.4 Normaliosios formos

Dažniausiai nagrinėjamos ne bet kurio, o tam tikro pavidalo formulės, vadinamos nor-
maliosios formos. Skirsime dvi normaliaιsias formas: normaliaιjaι disjunkcineι formaι
(sutrumpintai žymėsime NDF) ir normaliaιjaι konjunkcineι formaι (žymėsime NKF).
Parodysime, kad kiekvienai formulei galima rasti ekvivalenčiaι kaip normaliosios dis-
junkcinės, taip ir normaliosios konjunkcinės formos.

2.11 apibrėžimas. Litera vadinamas loginis kintamasis bei loginio kintamojo
neigimas.

2.12 apibrėžimas. Disjunktu vadiname literuι disjunkcijaι l1 ∨ l2 ∨ ... ∨ lv, o
skaičiuι v jo ilgiu.

2.13 apibrėžimas. Konjunktu vadiname literuι konjunkcijaι l1&l2&...&lv, o
skaičiuι v jo ilgiu.

Disjunkto (konjunkto) D ilgiι žymėsime i(D).

Pavyzdžiai.
Šios formulės yra disjunktai:
p ∨ ¬q ∨ ¬r, ¬p1 ∨ p2 ∨ ¬p3 ∨ p4, p, ¬p, ¬p ∨ q.

Šios formulės yra konjunktai:
p&¬q, p, ¬q, ¬p&q&¬p&¬r.

Laikysime, kad kaip disjunktuose, taip ir konjunktuose yra tik po vienaι skirtinguι

literuι iιeitiι. Naudosimes tuo, kad l ∨ l ≡ l, l&l ≡ l (l − kuri nors litera). Pavyzdžiui,
vietoje disjunkto p ∨ p ∨ ¬r ∨ ¬q ∨ ¬q ∨ ¬r nagrinėsime jam ekvivalentuι p ∨ ¬q ∨ ¬r.

2.14 apibrėžimas. Formulės normaliaja disjunkcine forma vadinsime jai
ekvivalenčiaι formuleι pavidalo ∨s

i=1Ki. Čia Ki (i = 1, ..., s) − konjunktai.

NDF pavyzdžiai:
(p&q) ∨ (p&¬q&r) ∨ ¬p ∨ (q&¬p),
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p&q&¬r (šiuo atveju s = 1),
p ∨ ¬q ∨ ¬r.

2.4 teorema. Kokia bebūtuι formulė, galima rasti jai ekvivalenčiaι normaliosios
disjunkcinės formos.

Iιrodymas. Aprašysime du transformavimo iι NDF būdus.

a) Transformavimas iι NDF naudojantis teisingumo lentele.

Tarkime duota formulė F (p1, ..., pn). Sudarome jos teisingumo lenteleι. Tarkime, F
nėra tapačiai klaidinga. Kiekvienai interpretacijai ν, su kuria F teisinga, priskiriame
po konjunktaι l1&l2&...&ln.

li =
{
pi, jei ν(pi) = t
¬pi jei ν(pi) = k

Nesunku matyti, kad konjunktas, atitinkantis ν, teisingas tik su vienintele inter-
pretacija ν. Disjunkcija tokiuι konjuktuι ir bus NDF ekvivalenti formulei F (p1, ..., pn).
Jei F tapačiai klaidinga, tai jos NDF laikysime p1&¬p1.

Pavyzdys.

p, q, r F(p,q,r)
t t t k
t t k t
t k t t
t k k k
k t t k
k t k t
k k t k
k k k k

Ji teisinga su trimis interpretacijomis:
1) p = q = t, r = k,
2) p = r = t, q = k,
3) p = r = k, q = t.
Pirmajai interpretacijai priskiriame p&q&¬r, antrajai− p&¬q&r, trečiajai− ¬p&q&¬r.
Formulės NDF bus (p&q&¬r) ∨ (p&¬q&r) ∨ (¬p&q&¬r).

b) Transformavimas iι NDF naudojantis ekvivalenčiomis formulėmis.

Transformavimo algoritmas susideda ǐs tokiuι žingsniuι:
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1) Eliminavimas. Keičiame visus poformulius G → H pavidalo (primename, kad
naginėjame formules, kuriose sutinkamos tik loginės operacijos ¬,&,∨,→) jiems ek-
vivalenčiais, kuriuose yra tik ¬,&,∨. Naudojames (2.1) ekvivalentumu.

2) Neigimo iιkėlimas iι skliaustus. Naudojantis (2.2), (2.3) ekvivalentumais bei
¬¬G ≡ G, galime pasiekti, kad neigimas formulėje būtuι tik prieš loginius kintamuo-
sius.

3)Distributyvumo dėsnio taikymas. Taikant (2.6) ekvivalentumaι, gauname formuleι,
kuri ir bus NDF.

4) Prastinimas. Taikome ekvivalentumus G ∨ G ≡ G, G&G ≡ G, ¬¬G ≡ G.
Poformulius G&¬G, G∨¬G keičiame atitinkamai konstantomis k, t bei jas eliminuo-
jame. Prastinimaι galima taikyti ir po pirmojo bei antrojo žingsniuι.
Teorema iιrodyta.

Pavyzdys. Transformuosime ¬(p→ q) ∨ (q&r) iι NDF.
Eliminuojame →. Gauname ¬(¬p ∨ q) ∨ (q&r).
Iιkeliame neigimaι iι skliaustus. (p&¬q) ∨ (q&r).
Taikome distributyvumo dėsniι. (p&q) ∨ (p&r) ∨ (¬q&q) ∨ (¬q&r).
Prastiname ir gauname NDF (p&q) ∨ (p&r) ∨ (¬q&r).

2.15 apibrėžimas. Formulės normaliaja konjunkcine forma vadinsime jai
ekvivalenčiaι formuleι pavidalo &s

i=1Di. Čia Di (i = 1, ..., s) − disjunktai.

NKF pavyzdžiai:
(p ∨ ¬q)&(p ∨ ¬q ∨ r)&¬p&(p ∨ q),
p ∨ ¬q ∨ ¬r (šiuo atveju s = 1),
p&q&¬r.

Kaip matome, pastarosios dvi formulės yra kaip normaliosios konjunkcinės, taip
ir normaliosios disjunkcinės formos.

2.5 teorema. Kokia bebūtuι formulė, galima rasti jai ekvivalenčiaι normaliosios
konjunkcinės formos.

Iιrodymas. Kaip ir 2.4 teoremos iιrodyme, aprašysime du transformavimo iι NKF
būdus.

a) Transformavimas iι NKF naudojantis teisingumo lentelėmis.

Tarkime duota formulė F (p1, ..., pn). Sudarome jos teisingumo lenteleι. Be to,
tarkime F nėra tapačiai teisinga. Kiekvienai interpretacijai ν, su kuria F klaidinga,
priskiriame po disjunktaι l1 ∨ l2 ∨ ... ∨ ls.
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li =
{ ¬pi, jei ν(pi) = t

pi, jei ν(pi) = k

Nesunku matyti, kad disjunktas, atitinkantis ν, klaidingas tik su vienintele inter-
pretacija ν. Konjunkcija tokiuι disjunktuι ir bus NKF ekvivalenti formulei F (p1, ..., pn).
Jei F tapačiai teisinga, tai jos NKF laikysime p1 ∨ ¬p1.

Pavyzdys.

p, q, r F(p,q,r)
t, t, t t
t, t, k t
t, k, t k
t, k, k t
k, t, t t
k, t, k k
k, k, t k
k, k, k t

Formulė klaidinga su trimis interpretacijomis:
1) p = r = t, q = k,
2) p = r = k, q = t,
3) p = q = k, r = t.
Pirmajai interpretacijai priskiriame disjunktaι ¬p ∨ q ∨ ¬r, antrajai − p ∨ ¬q ∨ r,
trečiajai − p ∨ q ∨ ¬r. Formulės NKF bus (¬p ∨ q ∨ ¬r)&(p ∨ ¬q ∨ r)&(p ∨ q ∨ ¬r).

b) Transformavimas iι NKF naudojantis ekvivalenčiomis formulėmis.

Transformavimo algoritmo eliminavimo, neigimo iιkėlimo iι skliaustus bei prastin-
imo žingsniai yra tokie patys, kaip kad aprašyti 2.4 teoremos iιrodyme, transformuo-
jant formuleι iι NDF naudojantis ekvivalenčiomis formulėmis. Skiriasi nuo aprašytojo
algoritmo tik trečiuoju žingsniu t.y. distributyvumo dėsnio taikymu. Šiuo atveju
naudojames (2.6) ekvivalentumu. Teorema iιrodyta.

Iš loginiuι kintamuιjuι p1, ..., pn galima sudaryti 3n skirtinguι disjunktuι (iιskaitant
ir atitinkantiι tapačiai klaidingaι formuleι). Todėl skirtinguι NDF bus 23n

. Formulės
turi ne vieninteles normaliaιsias disjunkcines bei konjunkcines formas. Pavyzdžiui,
formulės F (p, q, r), aprašytosios, po 2.4 teoremos iιrodymo, pavyzdyje, NDF yra
(p&q&¬r) ∨ (p&¬q&r) ∨ (¬p&q&¬r), o taip pat ir (q&¬r) ∨ (p&¬q&r). Todėl NDF
bei NKF dar skirstomos iι tobulas, trumpiausias bei minimalias.

2.16 apibrėžimas. Formulės F (p1, ..., pn) normalioji disjunkcinė forma ∨s
i=1

(i = 1, ..., s) vadinama tobula, jei kiekviename konjunkte Ki (i = 1, ..., s) sutinkamas
arba pj, arba ¬pj (j = 1, ..., n).
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2.17 apibrėžimas. Formulės F (p1, ..., pn) NDF ∨s
i=1Ki vadinama trumpiau-

sia, jei bet kuri kita jos NDF ∨m
i=1K

′
i tenkina saιlygaι: m ≥ s.

2.18 apibrėžimas. Formulės F (p1, ..., pn) NDF ∨s
i=1Ki vadinama minimalia,

jei bet kuri kita jos NDF ∨m
i=1K

′
i tenkina saιlygaι: i(K1) + ... + i(Ks) ≤ i(K ′

1) + ...+
i(K ′

m).

Panašiai apibrėžiamos ir tobulos, trumpiausios bei minimalios NKF.

2.5 Logikos algebros funkcijos

Aprašysime dar vienaι formuliuι pavidalaι, iι kuriι galima transformuoti bet kuriaι formuleι.
Šiame skyrelyje vietoje konstantos t naudosime 1, o vietoje k − 0, bei, kaip iιprasta
logikos algebros funkcijoms, griežtaιjaι disjunkcijaι (sudėtiι moduliu 2) žymėsime ⊕, o
konjunkcijaι − · (sandauga).

p, q p⊕ q
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 0

p, q p · q
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

2.19 apibrėžimas. Funkcijos, kuriuι apibrėžimo ir kitimo sritys yra aibė {0, 1},
vadinamos logikos algebros funkcijomis (arba Boole funkcijomis).

Formulės yra taip pat ir logikos algebros funkcijos. Logikos algebros funkcijas gal-
ima nusakyti lentelėmis:

p1, · · ·, pn−1, pn f(p1, ..., pn−1, pn)
0 · · · 0 0 f(0, ..., 0, 0)
0 · · · 0 1 f(0, ..., 0, 1)
0 · · · 1 0 f(0, ..., 1, 0)

· · · · · ·
1 · · · 1 1 f(1, ..., 1, 1)

Dvi logikos algebros funkcijos vadinamos lygiomis, jeigu jas atitinkančios lentelės
yra lygios. Kiekvienaι logikos algebros funkcijaι galima ǐsreikšti formule t.y. rasti tokiaι
formuleι, kad juι lentelės būtuι vienodos. Tai ǐsplaukia ǐs praeito skyrelio. Juk kiekvienaι
logikos algebros funkcijaι galima transformuoti iι normaliaιjaι disjunkcineι (konjunkcineι)
formaι. Taigi, logikos algebros funkcijos užrašymui formule pakanka loginiuι operacijuι

¬, &, ∨. Paprastumo dėlei vietoj logikos algebros funkcija šiame skyrelyje rašysime
funkcija.

Aibė {0, 1, p · q, p⊕ q} yra pilna t.y. kokia bebūtuι funkcija (o tuo pačiu ir formulė)
galima rasti jai lygiaι, kurioje yra tik sandauga, sudėtis (moduliu 2) bei konstanta
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1. Tai ǐsplaukia ǐs to, kad {¬,&} yra pilna aibė ir p&q = p · q (rašysime paprasčiau
pq), o ¬p = p ⊕ 1. Formulėje F (p1, ..., ps), iι kuriaι iιeina tik konstanta 1, sandauga
bei sudėtis moduliu 2, atlikeι algebrinius pertvarkius, gauname polinomaι t.y. formuleι,
atrodančiaι šitaip (p1 = p, o p0 reǐskia, kad naryje nėra p):

∑
i1...is

ai1...isp
i1
1 · pi2

2 · ... · pis
s (ai1...is ∈ {0, 1}) (2.7)

Tokios formulės vadinamos Žegalkino polinomais. Keletas savybiuι:
p2 = pp = p&p = p,
pn = p,
p⊕ p = 0,
1⊕ 1 = 0.

Aprašysime du būdus, kaip bet kuriaι formuleι F (p1, ..., pn) transformuoti iι Žegalkino
polinomaι.

1. Randame formulei F (p1, ..., pn) ekvivalenčiaι, kurioje ǐs loginiuι operacijuι tėra
¬,& (tokia aibė yra pilna). Konjunkcijaι keičiame sandauga, o neigimaι − ⊕1 (t.y.
¬G = 1⊕G). Atliekame algebrinius pertvarkius ir gauname Žegalkino polinomaι.

Pavyzdys. Transformuoti ¬(p&q) → r iι Žegalkino polinomaι.
Sprendimas. ¬(p&q) → r ≡ (p&q) ∨ r ≡ ¬(¬(p&q)&¬r) ≡ 1 ⊕ (1 ⊕ pq)(1 ⊕ r) ≡
1⊕ 1⊕ pq ⊕ r ⊕ pqr.
Taigi, formulės ¬(p&q) → r Žegalkino polinomu yra pqr ⊕ pq ⊕ r.

2. Neǐsreikštiniuι koeficientuι metodas.
Jei formulėje yra s loginiuι kintamuιjuι, tai užrašome bendraι (2.7) Žegalkino polinomo
su s kintamaisiais pavidalaι. Pagal formulės teisingumo lenteleι sudarome 2s lygčiuι

sistemaι, kuriaι ǐssprendeι ir randame polinomo koeficientus.

Pavyzdys. Rasti formulei p→ (q&r) atitinkantiι Žegalkino polinomaι neǐsreikštiniuι

koeficientuι metodu.
Sprendimas. Formulėje yra trys loginiai kintamieji, todėl bendras Žegalkino polinomo
su 3 kintamaisiais pavidalas bus:

a1pqr ⊕ a2pq ⊕ a3qr ⊕ a4pr ⊕ a5p⊕ a6q ⊕ a7r ⊕ a8.

Sudarome teisingumo lenteleι:
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p, q, r q&r p→ (q&r)
1 1 1 1 1
1 1 0 0 0
1 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 1 1 1 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 1
0 0 0 0 1

23 = 8 lygčiuι sistema bus tokia:




a1 ⊕ a2 ⊕ a3 ⊕ a4 ⊕ a5 ⊕ a6 ⊕ a7 ⊕ a8 = 1
a2 ⊕ a5 ⊕ a6 ⊕ a8 = 0
a4 ⊕ a5 ⊕ a7 ⊕ a8 = 0

a5 ⊕ a8 = 0
a3 ⊕ a6 ⊕ a7 ⊕ a8 = 1

a6 ⊕ a8 = 1
a7 ⊕ a8 = 1

a8 = 1

Išsprendeι jaι, gauname a8 = 1, a7 = 0, a6 = 0, a3 = 0, a5 = 1, a4 = 0, a2 = 0,
a1 = 1. Taigi, formuleι p→ (q&r) atitinkantis Žegalkino polinomas yra pqr ⊕ p⊕ 1.

Atkreipiame dėmesiι, kad kiekvienai formulei egzistuoja daug jos normaliuιjuι dis-
junkciniuι (konjunkciniuι) formuι. Tuo tarpu kiekvienai formulei egzistuoja jai lygus tik
vienas vienintelis Žegalkino polinomas. Tai ǐsplaukia ǐs atitinkamos lygčiuι sistemos
sprendinio vienatinumo.

2.6 Kai kurios neklasikinės logikos

Trumpai apžvelgsime dvi neklasikines logikas, o dar su dvejomis (intuicionistine bei
modalumo logikomis) susipažinsime plačiau kituose skyriuose.

1. Daugiareikšmė logika. Nagrinėsime loginius kintamuosius, kuriuι kitimo sritimi
yra natūraliuιjuι skaičiuι aibė {0, 1, ..., k− 1}. Apibendrinsime kai kurias nagrinėtaιsias
logines operacijas, t.y. su k = 2 juι teisingumo lentelės sutaps su anksčiau aprašytomis.

a) Neigimas. Pateiksime tris skirtingus neigimo apibrėžimus k-reikšmės logikos
atveju.
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p ∼ p
0 1
1 2
2 3
...

...
k-2 k-1
k-1 0

p Np
0 k-1
1 k-2
2 k-3
...

...
k-2 1
k-1 0

Ii(p) =
{
k − 1, jei p = i

0, jei p �= i (i = 0, ..., k−1)

b) Konjunkcija. min(p, q) bei antras apibrėžimas pq(mod k).

c) Disjunkcija. max(p, q).

Nagrinėsime funkcijas, kuriuι apibrėžimo ir reikšmiuι kitimo sritimi yra {0, 1, ..., k−
1}. Jas vadinsime k-reikšmėmis funkcijomis.
Loginiuι operacijuι aibė vadinama pilna, jei kiekvienaι k-reikšmeι funkcijaι galima užrašyti
formule, kurioje sutinkamos tik operacijos ǐs nagrinėjamosios aibės.

Aibė {0, 1, ..., k−1, I0(p), ..., Ik−1(p),min(p, q),max(p, q)} yra pilna. Pažymėkime
min(p, q) konjunkcijos simboliu, o max(p, q) − disjunkcijos. Tuomet bet kuri k-
reikšmė funkcija užrašoma formule:

f(p1, ..., pn) = ∨(α1....αn)Iα1(p1)&...&Iαn(pn)&f(α1, ..., αn) αi ∈ {0, 1, ..., k − 1}

2. Netiksli logika. Loginiai kintamieji iιgyja kuriaι nors reikšmeι (racionaluιjiι skaičiuι)
ǐs intervalo [0,1]. Neigimas, konjunkcija bei disjunkcija apibrėžiami tokiu būdu:

¬p = 1− p,
p&q = min(p, q),
p ∨ q = max(p, q).

Iš apibrėžimo ǐsplaukia, kad ne su visomis p reikšmėmis, p ∨ ¬p lygi 1, o p&¬p
lygi 0 t.y. pirmoji nėra tapačiai teisinga, o antroji tapačiai klaidinga iιprastine prasme.

2.20 apibrėžimas. Formulė F (p1, ..., pn) tapačiai teisinga, jei su bet kuriomis
reikšmėmis α1, ..., αn ∈ [0, 1] F (α1, ..., αn) ≥ 0, 5.

2.21 apibrėžimas. Formulė F (p1, ..., pn) tapačiai klaidinga, jei su bet kuriomis
reikšmėmis α1, ..., αn ∈ [0, 1] F (α1, ..., αn) ≤ 0, 5.

p ∨ ¬p yra tapačiai teisinga formulė, nes max(p, q) ≥ 0, 5.
p&¬p yra tapačiai klaidinga formulė, nes min(p,¬p) ≤ 0, 5.

Implikacija p→ q apibrėžiama tokiu būdu: max(1− p, q).
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Iιrodyta, kad tapačiai teisinguι formuliuι aibė sutampa su klasikinės logikos tapačiai
teisinguι formuliuι aibe.

Formulės F,G vadinamos ekvivalenčiomis, jei (F → G)&(G → F ) yra tapačiai
teisinga formulė.
Formulės ¬(p&q) ir ¬p ∨ ¬q ekvivalenčios, nes 1−min(p, q) = max(1− p, 1− q).
Formulės gali būti ekvivalenčios, bet su kai kuriomis kintamuιjuι reikšmėmis, jos gali
nesutapti. Pavyzdžiui, p&q bei (p&q&r) ∨ (p&q&¬r) yra ekvivalenčios, bet su p =
q = 0, 9, r = 0, 3 juι reikšmės skiriasi.
min(p, q) = 0, 9 t.y. p&q reikšmė lygi 0,9, o min(p, q, r) = 0, 3, min(p, q,¬r) = 0, 7,
t.y. (p&q&r) ∨ (p&q&¬r) reikšmė šiuo atveju lygi 0,7.

2.7 Dvejetainis sumatorius

Nagrinėsime signalus transformuojančius elementus, turinčius n iιėjimuι (n ≥ 1) ir
vienaι ǐsėjimaι. Žymėsime juos schema

❅
❅

�
�
f

❄

❄❄
. . .

❄

Signalai gali būti dviejuι rūšiuι (žymėsime juos 0, 1). Laikome, kad elementai
dirba diskrečiu režimu, t.y. signalai iιėjime paduodami laikas nuo laiko vienu metu iι
visus iιėjimo kanalus. Akimirksniu jie apdorojami elementu t.y. elemento darbo laikas
artimas nuliui, ir ǐsėjime gauname rezultataι (0 arba 1). Jei elementas, be to, tenkina
saιlygaι, kad jo darbas nepriklauso nuo praeities (elementas yra be atminties), tai jis
vadinamas loginiu. Loginiuι elementuι darbaι galima aprašyti lentele

p1, p2,..., pn f(p1, p2, ..., pn)
1 1 ... 1 f(1,1,...,1)
0 1 ... 1 f(0,1,...,1)
. . . . . .

0 0 ... 0 f(0,0,...,0)

p1, ..., pn žymi informacijaι gaunamaι n kanalais (ǐs kairės iι dešineι), o f(p1, ..., pn)
− elemento darbo rezultataι. Sakysime, kad loginis elementas realizuoja logikos al-
gebros funkcijaι f(p1, ..., pn). Naudodami loginius elementus konstruosime schemas.
Schemoje yra m iιėjimuι (m ≥ 1) ir n ǐsėjimuι (n ≥ 1).
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Σ

❄
. . .

❄

❄
. . .

❄

Loginis elementas yra schema. Galimi trys schemuι jungimo būdai.

1. Sujungimas. Tarkime turime dvi schemas Σ1, Σ2 su m1 ir m2 iιėjimais, bei n1

ir n2 ǐsėjimais. Naujoje schemoje, gautoje sujungus duotaιsias, bus m1 +m2 iιėjimai
ir n1 + n2 ǐsėjimai.

Σ1 Σ2

Σ

❄

. . .

❄

❄
. . .

❄

❄

. . .

❄

❄
. . .

❄

Schemos Σ1, Σ2 dirba lygiagrečiai ir tenkina saιlygaι, kad informacija (signalai)
iιėjime iι abi siunčiama vienu metu, t.y. darbas sinchronizuotas.

2. Elemento prijungimas. Tarkime turime schemaι su m iιėjimais, n ǐsėjimais ir
kuriι nors elementaι su k iιėjimais (k ≤ n) ir 1 ǐsėjimu. Tuomet galima gauti naujaι
schemaι, prijungus elementaι prie duotosios schemos ǐsėjimuι. Naujojoje schemoje bus
m iιėjimuι ir n− k + 1 ǐsėjimas.

3. Išėjimuι skaidymas. Duota schema su m iιėjimais ir n ǐsėjimais. Galima gauti
naujaι schemaι ǐsskaidžius kuriι nors vienaι ǐsėjimaι iι k ǐsėjimuι.

Σ

❄
. . .

❄

❄
. . .

❄
. . .✂

✂✂✌ ❄...
❏

❏❏

Nagrinėsime schemas, kuriose yra tik keturiuι tipuι loginiai elementai:
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❅
❅

❅
❅

❅
❅

�
�

�
�

�
�

& ∨ ¬
❄ ❄ ❄ ❄ ❄

❄ ❄ ❄

◦❄
❄

Paskutinysis elementas vadinamas trivialiu. Norime rasti schemaι su 2n iιėjimais ir
n + 1 ǐsėjimu, kuri realizuotuι dvejetainiι sumatoriuι. T.y. schemos iιėjime pateikiami
du dvejetainiai skaičiai xnxn−1...x1, ynyn−1...y1 (xi, yi ∈ {0, 1}), o ǐsėjime, apdorojus
informacijaι, gaunama juι suma zn+1zn...z1.

+
xnxn−1...x1

ynyn−1...y1

zn+1znzn−1...z1

Iιvedame dar schemos vidinius kintamuosius qi ∈ {0, 1}, kuriuι prasmė tokia: q1 = 0
ir qi+1 = 1 tada ir tiktai tada, kai xi + yi + qi > 1. Sudedame tokius skaičius:

qn+1qn...q1
⊕ xn...x1

yn...y1
zn+1zn...z1

Nesunku apskaičiuoti zi bei qi reikšmes, kai xi ir yi yra duoti.

{
zi = xi ⊕ yi ⊕ qi
qi+1 = (xi&yi) ∨ (xi&qi) ∨ (yi&qi)

Kadangi pas mus nėra loginiuι elementuι realizuojančiuι ⊕, tai tenka pirmosios
lygties formuleι ǐsreikšti per ¬, &, ∨.

{
zi = (¬((xi&yi) ∨ (xi&qi) ∨ (yi&qi))&(xi ∨ yi ∨ qi)) ∨ (xi&yi&qi)
qi+1 = (xi&yi) ∨ (xi&qi) ∨ (yi&qi)

Pažymėkime schemaι, realizuojančiaι aprašytaιjaι lygčiuι sistemaι, kurioje trys iιėjimai
xi, yi, qi ir du ǐsėjimai zi, qi+1, simboliu Σi.

Σi

❄ ❄ ❄

❄ ❄

xi yi qi

qi+1 zi

Dvejetainis sumatorius atrodys šitaip:
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Σn Σ2 Σ1

❄❄ ❄ ❄

❄❄❄ ❄❄❄ ❄❄❄

. . .

zn+1zn q3 z2 q2 z1

xnynqn x2y2q2 x1y1q1

✒✑ ✒✑

�✏ ☛ ✟

2.8 Pratimai

1. Sudaryti teisingumo lenteles:

a) (p→ q)&(¬(¬p ∨ r) → (q&¬r)),

b) ((p&q) → (¬p&r))&((q → r) ∨ (¬p→ q)),

c) (p→ q) → (q → p).

2.Eliminuoti konstantas:

a) ((p→ t)&(q → k)) ∨ (r&t),

b) ((t→ p)&(q&k)) → (r → t),

c) (p ∨ k)&((q ∨ k) → (p→ k)).

3. Išreikšti disjunkcija ir neiginiu šias formules:

a) p→ (q → p),

b) (p→ q) ∨ (q ∨ p),

c) p→ (q → (p&q)),

d) (¬p→ ¬q) → (q → p).

ir patikrinti ar jos tapačiai teisingos.

4. Naudojantis teisingumo lentelėmis, rasti tobulas normaliaιsias disjunkcines for-
mas:

a) (p→ q)&(q → r),

b) (p&q) → (q&(¬p→ r)).
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5. Naudojantis ekvivalenčiomis formulėmis, transformuoti iι NDF:

a) (p ∨ q)&¬(p→ r),

b) ((p&q) → r)&(¬(p&q) → r).

6. Naudojantis ekvivalenčiomis formulėmis, transformuoti iι NKF:

a) (p→ q)&(q → (¬p→ r)),

b) (p ∨ r)&(p→ (q → ¬r)).

7. Rasti formulėms atitinkančius Žegalkino polinomus:

a) (p ∨ q) → (p&q),

b) p→ (q → r),

c) (p&q) → ((r&¬p) → ¬q).
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