1 skyrius
Aibeés ir grafai

1.1 Skaiciosios aibés

Tarkime, turime dvi baigtines aibes A, B ir norime suzinoti, kurioje ju yra daugiau
elementy. Galime tai atlikti suskai¢iuojant elementus abiejose aibése. Tarkime, pir-
mojoje aibéje ju m, o antrojoje — n. Jei m > n, tai aibéje A elementy daugiau negu
aibéje B. Jei m < n, tai elementy daugiau aibéje B, na, o jei m = n, tai abejose aibése
yra po vienoda skaiciy elementy.

Galima tai atlikti ir kitu budu. Paaiskinsime pavyzdziu. Norime zinoti, ar pakanka
vadovéliy studentams. Isdalijame vadovélius (suprantama, studentas gauna tik po
vieng, vadoveélj) ir zitrime, ar liko vadovéliy. Jei taip, tai vadovéliy daugiau negu
studenty. Jei ne, ir liko studenty, neturinciy vadovéliy, tai studenty daugiau, o jei
neliko vadovéliy ir visi studentai turi po vadovélj, tai studenty ir vadovéliy vienodas
skai¢ius. Siuo atveju sakysime, kad tarp studenty ir vadovéliy aibiy egzistuoja abi-
pusiai vienareikdmé atitiktis (bijekcija). Antras dviejy aibiy palyginimo budas
geresnis tuo, kad ji galima taikyti ir begalinéms aibéms (tuo atveju, kaip matysime
veliau, toks palyginimas nesutampa su baigtinéms aibéms atitinkancia savoka vien-
odas skaicius elementy,.)

1.1 apibrézimas. Duvi aibés A, B vadinamos ekvivalen€iomis, jei egzistuoja
tarp jy elementy abipusiai vienareiksmé atitiktis (Zymésime A ~ B).

Keletas ekvivalenciy aibiy savybiy, iSplaukianéiy i§ apibrézimo:
1. A~ A,
2. Jei A~ B, tai B~ A,
3.JeiA~BirB~C,tai A~ C.

Raide R Zymésime realiuju skaiciuy aibe, () — racionaliyju, Z — sveikyjuy, N =
{0,1,2,...} — naturaliyjy bei N_ = {1,2,3,...} — naturaliyjy skai¢iy aibe be 0.

1.2 apibrézimas. Aibé vadinama skai€iaja, jei ji ekvivalenti naturaliyjy skaiciy
aiber.



Nurodysime abipusiai vienareiksme atitikti tarp aibiy Zir N elementy. Jg Zymésime
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Atitiktis gali buiti uzra8yta kuria nors funkcija ar taisykle. Norint jrodyti, kad kuri

pavidalu: 0,1, —1,2,—2,3, -3, ... IS tokio uzrasymo matosi, kad sekoje bus sutinkami
visi Z elemetai po viena karta ir galima apskaic¢iuoti kelintu kuris nors elementas bus
sekoje.

Isvada. Jei A = {ag,a1,as2,...} skaicioji aibé, tai B = {a;, ait1, ait2,...} (i > 0)
1rgi skaicioji aibé.

tada ir tiktai tada, kai A ~ N_. Dazniausiai sekos nariy numeracija pradedama
vienetu. Tai siejama su nario eiliskumu sekoje: pirmasis narys, antrasis narys ir t.t.
Mes irgi kai kada skai¢iosios aibés narius rasSysime pradédami indeksu 1: aq,as, as, ...

Tarkime A = {A, A1, Aa, ...} skaicioji ir jos elementais yra skai¢iosios aibés A; =
{a},a,ab,...}. Tuomet aibée Ag U A; U A,... vadinama skaiiosios sistemos skai¢iyjy
aibiy sajunga.

Irodymas. Tarkime A = {Ap, A1, As,...} bei A; (i = 0,1,2,...) yra skaiCiosios
aibés. A; = {a},al,ab,...}. Nurodysime taisykle, kaip galima parasyti visus aibés A
elementus sekos pavidalu.
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Rodyklémis nurodome tvarka, kuria rasomi elementai: a9, a?,a}, a3, ... Tik pries
rasydami kurj nors elementa a’, tikriname ar néra jam lygaus jau gautoje sekoje. Jei
taip, tai aé- praleidziame. Teorema jrodyta.

1.3 teorema. Duviejy skaic¢iyjy aibiy Dekarto sandauga yra skaiciofi aibé.

Irodymas. Tarkime duotos dvi skai¢iosios aibés A = {ag, a1, ag, ...} it B = {bg, b1, ba, ...}
Pazymékime raide C; (i = 0,1,2,...) aibe {(a4, bo), (@i, b1), (a;,b2), ...}. Tuomet Ax B
lygi sajungai skaic¢iujy aibiy Cy, Cy, Co, ... Sutinkamai su 1.2 teorema CyUC; UC5 U...

Isvada. Baigtinio skaiciaus skaic¢iyjy aibiy Dekarto sandauga yra skaicioji aibé.

1.4 teorema. Racionaliyjy skaiciy aibé @ yra skaic¢ioji aibé.

Irodymas. Racionalinosius skaicius galime parasyti trupmenomis 7 (Cia m €
Z,n € N_), o jas poromis (m,n). Kadangi Z bei N_ skaiciosios aibés, tai ir visy
kuriomis poromis nusakome vieng ir ta patj racionaluji skaic¢iy, pavyzdziui, (2,4) ir
(1,2). Todél @ C Z x N_. Begaliné racionaliujy skaiciy aibé @) yra skaiciosios aibés

1.4 apibrézimas. Tarkime, duota kuri nors aibé A.
1. Bet kuris aibés A elementas vadinamas ZodzZiu aibéje A. Jo ilgis lygus 1.
2. Jei u, v — ZodZiai aibéje A, kuriy ilgiai atitinkamai m ir n, tai ir wo irgi Zodis
aibéje A, o jo ilgis m + n.

Pavyzdys. A = {a,b, c}. Tuomet a, bba, cabbaccac yra zodziai aibéje A. Jy ilgiai
atitinkamai lygus 1,3,9.

Kai kalbama apie zodzius kurioje nors aibéje, tai A dar vadinama abécéle, o jos
elementai — raidémis. Zodyje gali buti sutinkama ne karta viena ir ta pati raidé.
Pavyzdziui, zodyje cabbaccac sutinkame tris kartus raide a, du kartus b ir keturis kar-

tus c.

1.5 apibrézimas. Raidés x ieitimi Zodyje u vadinsime porq (x,1). i — naturalusis
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skaicius (i > 1), nurodantis kelintq kartq (perbégant Zodj u is kairés § desine) sutinkama
raidé .

Pavyzdziui, paryskintos raidés ¢ jeitimi zodyje cabbaccac bus (c,3). (x,i) per-
skaitoma: i-toji = jeitis Zodyje u. Raidés jeitis apibendrinama ir zZodziy atvejui t.y.
kalbama apie zodziy jeitis duotajame zodyje. Pavyzdziui, zodyje cabbaabab yra trys
zodzio ab jeitys.

1.6 apibrézimas. Zodis u vadinamas ZodzZio wv pradzia, o v — jo pabaiga.

Tarkime, kad abécélée A — baigtiné aibé. A* zymésime visy galimy abécéléje A
zodziy aibe. Pavyzdziui, jei A = {a}, tai A* = {a, aq, aaa, ...}

1.5 teorema. Buaigtinés abécélés A = {ay, ..., am} visy ZodZiy aibé A* yra skaicioji.

Irodymas. Fiksuojame kurig nors visiska, tvarks abécéléje A. Priskiriame kiekvienai
raidei po vieng, skirtinga, skai¢iy nuo 1 iki m. Tarkime, tai sutampa su raidés indeksu:
ai,as, as, ..., ay. Nurodysime taisykle, kuria remiantis paraSysime seka visus aibés A*
elementus. Visy pirma parasome visus zodzius vienetinio ilgio prisilaikant jvestos
tvarkos. Po to visus skirtingus zodzius, kuriy ilgis lygus 2, dar po to visus skirtingus
zodzius, kuriy ilgis lygus 3 ir t.t. Jei du zodziai b = a,,...,a;, it ¢ = aj,,...,a;,
vienodo ilgio ir ¢; < j1, tai b sutinkamas sekoje anks¢iau negu ¢, o jei 73 < j1, tai ¢
anksciau. Jei a;, = aj,,...,04, = aj,, Qi 7 Qj, ., it i541 < Jet1, tai b sutinkamas
sekoje anks¢iau negu ¢, o jei 1541 > Js41, tai c.

Seka atrodo sitaip:

A1y ey Ay A1ATy ey Q1 0m, A2A71, A2A2, ooy A20my vy A A1, A A2,y «ovy G Gy,
a10101,010102, ..., A1A1 Ay ..

Toks zodziy isdéstymas vadinamas dar leksikografine tvarka. Teorema irodyta.

sekos pavidalu:

111
0,aja3as...
0,a32a3a3...

3,3,3
0,aja5a5...

0< aé- <9 (i,7 > 1) — skaitmenys. itajam skai¢iui sekoje (i$ virSaus i apacia,)
priskiriame naturalujj 7.
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Nagrinéjame skaiciy 0, b1bobs..., kuriame skaitmuo b; tenkina salygas: a) 0 < b; <
9, b) b; # a!. Skai¢ius priklauso intervalui (0, 1), bet jo néra aprasytoje sekoje. Taigi,
neegzistuoja abipusiai vienareiksmeés atitikties tarp nattraliuyjuy skai¢iy aibés ir atvi-
rojo intervalo (0,1) visy realiyju skai¢iy aibés. Teorema jrodyta.

Atvirojo intervalo (0, 1) visy realiyjy skaiciy aibé ekvivalenti realiyjy skaiciy aibei.
Abipusiai vienareiksme atitiktj gauname transformave atkarpa i pusapskritimi:

0]

R

1.7 apibrézimas. Aibé ekvivalenti realiyjy skaiciy aibei vadinama kontinumo
galios aibe.

Tarkime, duota kuri nors aibé A. Aibe, kurios elementai yra visi galimi A poaibiai,
vadinsime aibés A poaibiy aibe ir zymésime P(A).

Pavyzdziai.
1. A= {2,3}. Tuomet P(A) ={0,{2},{3},{2,3}}.
2. A= 0. Tuomet P(A) = {0}.

Jei baigtinéje aibéje yra n elementy, tai aibéje P(A) bus 2" elementy t.y. joje
daugiau elementy negu aibéje A. Idomu, kad analogiskas tvirtinimas teisingas ir be-
galinéms aibéms. P(A) yra gausesné uz aibe A.

1.7 teorema. Bet kurios aibés A poaibiy aibé P(A) néra ekvivalenti jokiai
Ay C A.

Irodymas. Tai akivaizdu baigtinéms aibéms. Tarkime, A kuri nors begaliné aibé
ir atsiras toks A poaibis Ag, kad P(A) ~ Ag. Taigi, tarp aibés Ay elementy ir P(4)
elementy (A poaibiy) egzistuoja abipusiai vienareikdmeé atitiktis. Formuojame aibe
B tokiu budu: elementas a i§ Ay priklauso aibei B tada ir tiktai tada, kai jis néra jam
atitinkancios (pagal duotaja abipusiai vienareiksme atitiktj) aibés is P(A) elementas.

B tenkina salyga B C Ag C A ir todél B € P(A). Sutinkamai su prielaida, atsiras
aibéje Ag jam atitinkantis elementas (pazymeékime jj raide b). Klausiama, ar b € B?
Pagal aibés B konstravima, b € B tada ir tiktai tada, kai b ¢ B. Gavome priestarg,.
Teorema jrodyta.

Dvi aibés lygios, jei jos susideda i§ vieny ir ty paciy elementy. Kai kada mums

svarbus ir vienody elementy skai¢ius. Norime, pavyzdziui, laikyti aibes A = {a, b} ir
B = {a,a,b} skirtingomis. Tuo atveju jas vadinsime multiaibémis.
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2.2 Pagrindinés grafu savokos

Grafu vadinsime aibiy pora, (V, L). Vkuri nors netuséia aibé, vadinama virsaniy aibe,
o L — multiaibé, kurios elementais yra poros (v, u) (v,u € V). L vadinama grafo lanky
aibe. Jei aibés V, L baigtinés, tai ir grafas vadinamas baigtiniu. Priesingu atveju, jis
begalinis.

Sakysime, kad lankas [ = (v,u) jungia virStunes v, u. Vir§uné v vadinama lanko
pradzia, o u — pabaiga. Jos vadinamos gretimomis. Sakoma, kad vir§uné v ir lankas
[, o taip pat u ir [ yra incidentiniai. Kadangi L multiaibé, tai joje gali buti ne viena
pora (u,v). Tuomet lankas [ vadinamas kartotiniu. Jei v € V ir aibéje L néra lanko
pavidalo (u,v) ar (v,u), tai virsuné v vadinama izoliuota. Lankas pavidalo (v,v) vad-
inamas kilpa.

Grafo realizacija plokstumoje vadinsime kurig nors geometrine schemg, (brézinj),
kuriame virsinés pazymeétos taskais (vienintelis reikalavimas, kad skirtingoms virstinéms
atitikty skirtingi taskai). Lankas (v, u) Zymimas kuria nors kreive, jungiancia virsanes
v, u. Lankas negali eiti per kitas vir§unes. Kad galétumém brézinyje atskirti, kuri
virsuné yra grafo pradzia, o kuri pabaiga, butina nurodyti krypti. Nagrinéjamieji
grafai vadinami orientuotais grafais. Grafas turi daug skirtingy realizaciju. Jei
schemos yra to paties grafo realizacijos, tai jos vadinamos izomorfinémis.

Pavyzdys.
V= {aa b, c, d} L= {(a, b)a (a7 C)a (a7 d)7 (d7 b)}
a
¢ d

Keliu i§ virsunes v;, i v;, vadinsime baigtine lanky seka

(vh ) vi2)7 (viz ’ Uia)v ) (vin72 y Vi1 )7 (vin71 ’ Uin)

Jei v, = v;,, tai toks kelias vadinamas ciklu. Kelias gali buti nurodomas ir
virsuniy seka v;, , vi,, ..., v;,,. Jis gali buti ir begalinis.

Grafas, kuriame néra cikly, vadinamas medziu arba medzio pavidalo grafu.

Medzio pavyzdys.
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Virsuné a vadinama Saknimi, o virsunés by, ..., bg galinémis virsunémis arba lapais.

Veéliau vadovélyje nagrinésime medzius, kuriy virsunés bus zymimos sudétingesniais
reigkiniais — formulémis. Tuomet patogiau lanka zZymeéti horizontaliu bruksniu. Auksciau
aprasSytasis medis atrodys Sitaip (kai grafas orientuotas, kryptis — i§ apacios j virsy):

by by bs
— b b
— € by by bs ho T F
c d
/ g

a

Nagrinésime ir neorientuotus grafus G = (V, B). Nenurodysime lanko krypties.
Toks lankas be krypties vadinamas briauna. Taigi, neorientuotas grafas yra dvieju
aibiy, vir§tiniy ir briauny, pora. Jei (u,v) € B, tai galime kaip i$ virsanés u patekti
i o taipiris vi w.

Jei galima rasti tokia grafo realizacija dvimatéje erdvéje (plokstumoje), kuri-
oje briaunos (lankai) neturi bendry tasky, isskyrus virStunes, tai grafas vadinamas
plokséiuoju.

Neplokscio grafo (jis vadinamas K3 3) pavyzdys:

2.3 Pratimai

1. Rasti visy galimy aibés poaibiy aibe:
a) A={a,b,c},
b) A= {0,{0}}.

2. Ar Ax B=Bx A?
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3. Trodyti, kad aibés (AU B)N A, (AN B) U A lygios.
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7. Trodyti, kad binarinio medzio visuy baigtiniy keliy, prasidedanciy Saknyje, aibé
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