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IVADAS

Algoritmy analizeés objektas yra algoritmai. Nors algoritmo savoka yra laikoma pirmi-
ne matematikos savoka, nereikalaujancia apibréZimo, daznai algoritma apibudina kaip
baigting sekq tiksliy komandy (instrukcijy), nurodanciy kaip rasti nagrinéjamo uZdavinio
sprendinj.

Beveik visus algoritmus galima suskirstyti | dvi dideles klases: kombinatorinius al-
goritmus ir skaitinius algoritmus. Kombinatoriniai algoritmai operuoja su diskreciais
(= kombinatoriniais) objektais: sveikaisiais skaiCiais, baigtinémis aibémis, grafais, mat-
ricomis ir pan. Skaitiniai algoritmai paprastai yra skai¢iavimo metody realizacijos, t.y.,
algoritmai sprendZiantys jvairaus pavidalo matematines lygtis su realiais koeficientais ar-
ba optimizuojantys realaus argumento funkcijas. Nagrinédami algoritmus, mes pagrindini
démesi skirsime kombinatoriniams algoritmams. Taigi, algoritmy analizés kursa galima
laikyti skai¢iavimo metody kurso analogu diskre€ioje matematikoje: skaiiavimo meto-
dai taiko matemating analiz¢ (pvz., diferencialines lygtis) tolydiems uZdaviniams spresti,
o kombinatoriniai algoritmai taiko diskrecig matematika diskretiems uzdaviniams spresti.
ISvardinsime tik keleta kombinatoriniy uzdaviniy pavyzdziy:

1. Reikia sudaryti optimaly paskaity tvarkarastj Vilniaus Universiteto MIF fakultete.

2. Reikia rasti trumpiausia marSruta, praeinanti po 1 karta per kiekvieng i§ n miesty,
kai duoti atstumai tarp ty miesty (taip vadinamas keliaujancio pirklio uzdavinys;
trumpiau: KPU).

3. Reikia paraSyti programa, gerai ZaidZiancia Sachmatais.

Diskretiis uzdaviniai daZniausiai yra susij¢ su varianty perrinkimo problema. Kadangi
galimy duoto uZdavinio sprendiniy skaicius dazniausiai biina baigtinis, tai iSnagrinéje vi-
sus galimus variantus ir juos jverting (t.y., priskirg¢ kiekvienam variantui jo vertg), mes ga-
létume iSsirinkti geriausia sprendinj. Taip elgiasi taip vadinami brutalios jégos (angl. bru-
te force) algoritmai. Deja, praktikoje mes daznai susiduriame su taip vadinama kombi-
natorinio sprogimo problema: jei uzdavinys yra pakankamai didelis (toks, kurio mes be
kompiuterio pagalbos nebegalime i§spresti), tai galimy varianty skaicius labai greitai au-
ga ir pasiekia tokj kiekij, kurio negalima perrinkti ir su geriausiu pasaulyje kompiuteriu.
Pavyzdziui, ieSkant optimalaus keliaujancio pirklio marSruto, norint apkeliauti n miesty,
gali tekti nagrinéti (n — 1)! skirtingy marSruty (plg. 20! = 2432902 008 176 640 000);
norint iSnagrinéti visas galimas Sachmaty partijos pozicijas n €éjimy i prieki, gali tekti per-
rinkti apie 20%" = 400" varianty, nes kiekviename éjime tiek baltieji, tiek juodieji gali



turéti po 20 skirtingy galimybiy (plg. 400 = 1048576 x 10?°). Todél kombinatoriniai
uzdaviniai natiiraliai suskyla 1 dvi grupes:

e uzdaviniai, kuriems yra Zinomas polinominio sudétingumo algoritmas, arba papras-
ti (angl. tractable) uzdaviniai, pavyzdziui, trumpiausio kelio tarp dviejy miesty
radimo problema, ir

e uzdaviniai, kuriems néra Zinoma jokio polinominio sudétingumo algoritmo, arba
sunkiis (angl. intractable) uzdaviniai, pavyzdZiui, aukSc¢iau minétas KPU.

Pagrindinés algoritmy analizés nagrinéjamos problemos yra §ios: algoritmo susto-
Jimo problema, algoritmo korektiskumo problema, algoritmo sudétingumo problema ir
algoritmo efektyvumo problema (smulkiau 7r. 1.1 skyrelj). Sioje mokymo priemonéje
pagrindinis démesys yra skiriamas dviems paskutinéms problemoms: sudétingumui ir
efektyvumui. Pirmame skyriuje mes apibréZiame algoritmus, ju savybes, algoritmy ir
uzdaviniy sudétinguma, ir pateikiame algoritmy analizés pavyzdZiy. Antrajame skyriuje
iSvardijame pagrindinius kombinatorinius objektus ir nagrinéjame, kaip efektyviau juos
vaizduoti kompiuterio atmintyje. Trecias skyrius yra skirtas algoritmy konstravimo me-
todams. Ketvirtame skyriuje pateikiame algoritmy grafuose pavyzdziy, jvertindami ty
algoritmy sudétinguma. Dauguma nagrin¢jamy algoritmy grafuose naudoja vieng ar kita
metoda i$ treciojo skyriaus. Pagaliau, penktas skyrius yra skirtas uzdaviniy sudétingumo
klaséms. Jame apibréZiamos sudeétingumo klasés P, NP, NPC, nagrin¢jami jy tarpusavio
rySiai bei vieny uzdaviniy polinominé redukcija i kitus uZdavinius.

IS auksSciau pateiktos apZvalgos matyti, kad pagrindinis Sios mokymo priemonés tiks-
las yra supazindinti studentus su efektyviais algoritmy konstravimo metodais ir efekty-
viais klasikiniais algoritmais bei iSmokyti atpaZinti uZdaviniy sudétinguma ir mokeéti at-
skirti paprastus uzdavinius nuo sunkiy.
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1 skyrius

ALGORITMAI IR ALGORITMU
ANALIZE

1.1 Algoritmuy analizés problemos ir pavyzdziai
Pagrindinés algoritmy analizés nagrinéjamos problemos yra §ios:

(1) algoritmo sustojimo problema: reikia nustatyti, ar konkretus algoritmas, pritaikytas
konkretiems pradiniams duomenims, baigs darbg ar dirbs be galo;

(2) algoritmo korektiskumo (teisingumo) problema: reikia nustatyti, ar konkretus algo-
ritmas iSduos atsakyma, sutampantj su tikruoju nagrinéjamo uzdavinio sprendiniu;

(3) algoritmo sudétingumo problema: reikia nustatyti, kiek Zingsniy daugiausia atliks
konkretus algoritmas iki sustojimo, ar jis uzZbaigs darba per mums priimting laika,
ir ar Siam algoritmui uZteks turimy atminties resursy;

(4) algoritmo efektyvumo problema: nustacius algoritmo sudétinguma, reikia jvertinti,
kiek jis yra efektyvus, t.y., ar tai yra pats geriausias galimas algoritmas nagrinéja-
mam uZdaviniui spresti, ar galima rasti geresnj algoritma.

Pavyzdys 1.1.1. Duotas sveikasis teigiamas skaic¢ius n. Reikia rasti jo faktorialg n!. Pa-
nagrinékime tokj algoritma:

function faktorialas = fact1(n)
1= 1;

faktorialas := 1;

while : < n do

1:=1+1;
faktorialas := faktorialas - i;
end;

1. Pirmiausia jrodysime, kad algoritmas fact1 baigia darba (sustojimo problema). Pa-
kanka jrodyti, kad ciklas while néra begalinis. Ciklo pradZioje kintamasis 7 = 1. Kadangi
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pirmoji vidiné ciklo komanda prie ¢ prideda 1, o antroji komanda kintamojo ¢ nekeicia,
tai po n — 1 ciklo iteracijos ¢ tampa lygus n, ir ciklo vykdymas yra nutraukiamas.

2. Dabar irodysime algoritmo korektiskuma, t.y., kad atsakymas tikrai bus faktorialas
= n!. Programy verifikacijos principus pasiiilé angly informatikas Hoare'. Pazymékime
raide p teiginj “faktorialas = ¢! ir © < n”. Pirmiausia jrodysime, kad §is teiginys yra
invariantiskas ciklo atzvilgiu, t.y., ciklo vykdymas nekeicia teiginio teisingumo.

Programoje fact1 naudojama cikla schematiskai galime pazymeéti “while sqlyga do S™.
Teiginj p vadina invariantisku tokio ciklo atzvilgiu, jei teiginys “(p & sqlyga){S}p” yra
teisingas. UZraSas p{S }¢ reiskia, kad programos segmentas S yra teisingas pradinés prie-
laidos p ir galutinés prielaidos q atZvilgiu, t.y., jei p yra teisingas prie§ pradedant vykdyti
S, tai ir ¢ bus teisingas 1 kartg jvykdzius S. Tarkime, kad prie§ prasidedant ciklui teisin-
ga p & sqlyga, t.y., teisinga faktorialas = 4! ir ¢ < n. Naujos kintamuyjy ¢ ir faktorialas
reik§meés bus iy, = @ + 1 ir faktorialas,e, = faktorialas - (i + 1) = (i + 1)! = ipew!-
Kadangi 7 < n, tai ine = ¢+ 1 < n. Taigi, teiginys p yra teisingas ciklo gale; vadinasi, p
yra invariantiSkas Sio ciklo atzvilgiu.

Norédami baigti irodyti programos fact1 korektiSkuma pasinaudosime programy ve-
rifikacijoje ciklui while naudojama isvedimo taisykle (p & salyga){S}p - p{while sqlyga
do S}(—sqlyga & p), kuri sako, kad jei teiginys p yra teisingas prie§ ciklo vykdyma, tai
teiginys —sqlyga & p yra teisingas uzbaigus cikla.

Kadangi prie§ pradedant cikla turime ¢ = 1 < n ir “faktorialas = 1 = 4!, tai prie§
ciklo vykdyma teiginys p yra teisingas. Pagal aukSc¢iau pateikta taisykle uzbaigus cikla
bus teisingas teiginys (—sqlyga & p), t.y., bus teisinga konjunkcija ¢ > n & faktorialas =
1! & i < n. Gauname, kad i = n ir faktorialas = n!. Taigi, programa fact1 yra korektiska.

3. Apskaiciuosime algoritmo factl sudétingumq. Laikydami vienoje eilutéje uzrasy-
tos komandos vykdyma 1 Zingsniu, gausime, kad algoritmas fact1 sustoja po L1(n) = 3n
Zingsniy. PavyzdZziui, kai n = 2, bus jvykdytos 6 komandos:
1= 1;
faktorialas := 1;
1<2?
1:=1+1=2;
faktorialas :==1-2 = 2;
2<2?

4. Panagrinékime, ar galima rasti efektyvesnj algorima skaiciaus faktorialui skaiciuoti.
Pabandykime ta pacia programa uzrasyti su ciklu for:

function faktorialas = fact2(n)
faktorialas := 1;
if n > 1 then
for i := 2 to n do faktorialas := faktorialas - 7; end;

'C. Anthony R. Hoare (g. 1934). Hoare ines¢ svarby indélj i programavimo kalby teorija ir programa-
vimo metodologija. Jis pirmasis apibrézé programavimo kalba, leidZiancia jrodinéti programy korektis-
kuma ju specifikacijy atZvilgiu. Hoare pasiiilé algoritma Quicksort, kuris dabar yra vienas i§ placiausiai
naudojamy ir iStyrinéty rusiavimo algoritmy.



end;

Kadangi realizuojant cikla for kiekvienoje ciklo iteracijoje prie ciklo kintamojo ¢ bus
pridedama po 1 ir kiekvieng karta bus tikrinama ciklo pabaigos salyga ¢ = n?, tai ir §io
algoritmo sudétingumas bus Ly(n) = 3n, kain > 1,ir Ly(1) = 2, kain = 1.

Panasy sudétinguma gausime ir realizuodami faktorialo skaiciavima rekursijos pagal-
ba:

function faktorialas = fact3(n)
if n = 1 then faktorialas := 1 else faktorialas := fact3(n — 1) - n; end;

Kreipimasi i funkcija fact3 laikant atskiru Zingsniu, algoritmo fact3 sudétingumas gau-
nasi L3(n) = 3n — 1. PavyzdZziui, kai n = 2, bus jvykdytos 5 komandos:

2=17
call fact3(1);
1=17?

faktorialas := 1;
faktorialas :=1-2 = 2;

Kadangi funkcijy iSkvietimas praktiSkai reikalauja daugiau laiko, negu paprastos prisky-
rimo komandos, reikéty tikétis, kad algoritmas fact3 praktiSkai bus létesnis uz algoritmus
factl ir fact2. Pastaryjy vykdymo laikas priklausys nuo pasirinkto kompiuterio ir kompi-
liatoriaus.

Visy trijy aukSciau pateikty algoritmy sudétingumas tiesiSkai priklauso nuo skaiciaus
n, todel Siy algoritmy vykdymo laikas skirsis labai neZymiai. Pridékime dar vieng “kvai-
la” algoritma, tinkantj kompiuteriui, kuris moka tik sudéti sveikus skaicius, bet nemoka
ju dauginti:

function faktorialas = fact4(n)
faktorialas := 1;
if n > 1 then
for::=2tondo
sumfakt := faktorialas;
for j := 2 to i do sumfakt := sumfakt + faktorialas; end;
faktorialas := sumfakt
end;
end;

Kadangi §is algoritmas turi dvigubg cikla, tai jo sudétingumas bus L4(n) = O(n?).2

Visi 4 algoritmai buvo realizuoti su Matlab programa 700 MHz kompiuteriu. Pa-
pildomai n! dar buvo skai¢iuojamas su vidine Matlab funkcija prod(1 : n), kuri ran-
da masyvo [1,2,3,...,n] elementy sandaugg ir su Matlab funkcija gamma(n + 1), kur
gamma(x) = [;°t* le ! dt ir yra Zinoma, kad gamma(n + 1) = nl. Lenteléje patei-
kiame visy 6 algoritmy i$naudota CPU laikg mikrosekundémis (1 mikrosekundé = 10~°

2Primename, kad zZyméjimas f(n) = O(g(n)) reiskia, kad IN € Nir 3¢ > 0: f(n) < cg(n) Vn > N.



sek.). Kadangi Matlab laika matuoja tik Simtyjy sekundés daliy tikslumu, tai kiekvienas
algoritmas buvo kartojamas cikle 100000 karty.

Algoritmas n=5 n=10 n=20 n =50

factl 38.464  80.488 162.127  404.050
fact2 24577  42.690 76.018  175.392
fact3 87.946 179.047 359362  906.222
fact4 85.803 258.583 844.149 4438.480
prod 10.796  11.105  12.424 13.540

gamma 437719 581.236 298.690  298.150

Gauti rezultatai rodo, kad vidiné Matlab funkcija prod neilgus masyvus daugina prak-
tiSkai per pastovy laika, nepriklausomai nuo masyvo ilgio. Si funkcija sprendZia nagri-
néjama uzdavinj efektyviausiai. I§ Siy paskaity autoriaus pateikty algoritmy “nugaléjo”
algoritmas fact2, naudojantis cikla for. Rekursyvus algoritmas, kaip ir reikéjo tikétis,
veikia ilgiau uZ iteracinius. Keistoka funkcijos gamma(x) laiko kitima nesunku paais-
kinti: kai x < 12, i funkcija yra skaiiuojama iteratyviai, o kai z > 12, yra naudojamos
apytikslés formulés. Todél didesnéms argumento reikSméms funkcijos reik§meé apskai-
¢iuojama greiciau.

ISnagrinétas pavyzdys rodo, kad algoritmo sustojimo ir korektiSkumo nagrinéjimas
yra gana nuobodus ir varginantis uzsiémimas. Gal but galima §j uZsiémima pavesti kom-
piuteriui, t.y., sukurti universalig programa, kuri pagal duotg programa P ir jos 1€jimo
duomenis [ atsakyty, ar programa kada nors sustos. Irodysime, kad tokios programos
neegzistuoja, t.y., sustojimo problema yra algoritmiskai neiSsprendziama.

Visas galimas programas, paraSytas kuria nors pasirinkta programavimo kalba, gali-
ma abipus vienareikSmiSkai koduoti natiiraliaisiais skaiciais, t.y., sugalvoti taisykle, kaip
kiekvienai programai P priskirti jos koda (P) € N ir atvirk$¢iai, kaip pagal duota nattira-
luji skaiCiy n atkurti programa P, kurios kodas P = n. Paprastumo délei laikysime, kad
visy nagriné¢jamy programy i¢jimai (/) ir iS¢jimai O gali bati tik nattralieji skaiciai, t.y.
programos realizuoja funkcijas f: N*¥ — N,

Tarkime, kad egzistuoja programa H su dviem jéjimais, skaiCiuojanti funkcija

1, jei P(I) sustoja;

HALT((P),I) = {()7 jei P(I) dirba be galo.

Tada galima sukonstruoti programa /<, kuri programai H i abu i¢jimus paduoda progra-
mos P koda (P) ir tikrina, kam lygus atsakymas HALT((P), (P)). Jei atsakymas yra
1, programa K nukreipia | amZing cikla. Jei atsakymas yra 0, programa K sustoja ir is-
duoda vieneta. Taigi, programa K ((P)) sustoja tada ir tik tada, kai savo kodui pritaikyta
programa P(({P)) nesustoja. Programa K skaiCiuoja daling funkcija

K((P)) = {17 jei P((P)) nesustoja;

7, jei P((P)) sustoja,

kur ? reiskia, kad funkcijos reikSmé yra neapibrézta. Dabar imame programos /K koda
(K) ir pateikiame jj kaip i€jima programai /. Gauname prieStaravima: K ((K')) sustoja
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tada ir tik tada, kai K ((K)) nesustoja. Gautas prieStaravimas jrodo, kad neegzistuoja
sustojimo problema sprendZiancios programos .

Analogiskai yra irodoma, kad ir algoritmo korektisSkumo problema yra algoritmiskai
neissprendZiama, t.y., neegzistuoja programos, kuri patikrinty ar pritaikius programa P
iéjimui /, jos i$éjimas bus O. Kitaip sakant, funkcija
1, jei P(I)=0;

CORRECT((P),I,0) = { 0, prieSingu atveju

néra algoritminé.

Kadangi algoritmy korektiSkumas yra nagrinéjamas programy verifikacijos kurse, al-
goritmy analizéje pagrindini démesi skirsime algoritmy sudétingumui ir efektyviy algo-
ritmy konstravimui. Pademonstruosime, kad sugalvoti greitesnj algoritma gali buti dar
svarbiau, negu sugebéti i§ esmes padidinti procesoriaus greiti.

Pavyzdys 1.1.2. Tarkime, kokiam nors uzdaviniui yra Zinomas O(n?*) sudétingumo al-
goritmas ir néra jokio geresnio algoritmo (tokio sudétingumo, pavyzdziui, yra kai kurie
maksimalaus srauto tinkle radimo algoritmai). Tarkime, konstanta, ieinanti i O apibréZi-
ma yra lygi 5. Jei superkompiuteris sugeba atlikti 1 milijarda operacijy per sekundeg, o
personalinis namy kompiuteris — 1 milijong operacijy per sekunde, tai uzdavini dydzio
n = 1000 pirmasis kompiuteris spres 5 - 10'2/10° = 5000 sekundziy = 1 h 23 min. 20
sek., o antras kompiuteris — 5 - 10'2/10° = 5000000 sekundZiy = 57 paros 20 h 53
min. 20 sek. AiSku, namy salygomis nepavyks iSspresti tokio uzdavinio, nes per ta laika
bent karta dings elektra arba namiskiams atsibos per naktis diizgiantis kompiuteris.

Dabar tarkime, kad per keleta mety, investavus milijardines 1éSas, pasaulyje pavyko
10 karty pagreitinti superkompiuterj (iki 10 milijardy operaciju per sekunde) ir 10 karty
pagreitinti personalinius kompiuterius (iki 10 milijony operacijy per sekundg). Tada su-
perkompiuteris §j uzdavinj i§spres per 8 min. 20 sek., na o paprastam mirtingajam su savo
personaliniu kompiuteriu atsakymo reikés laukti 5 paras 18 h 53 min. 20 sek.

Taciau gali buti ir kitaip. Viena ryta koks nors genialus matematikos olimpiadininkas
pliauksteli sau per kakta ir rékia: “Radau algoritma sudétingumo O(n?)”. Tarkime, kad
konstanta vél lygi 5. Tada senuoju superkompiuteriu §j uzdavinj spresime 5 - 10%/10% =
5 sekundes, o senuoju geruoju namy PC-iuku — 5 - 10%/10% = 5000 sekundZiy = 1 h 23
min. 20 sek., t.y., tiek laiko kiek naudodamas seng algoritma sugaiSo superkompiuteris.

ISvada 1. Geras algoritmas geriau uZ gerq kompiuteri!

1.2 Algoritmai ir ju sudétingumas

Nors algoritmo savoka paprastai sieja su programomis bei kompiuteriais, §is Zodis jau yra
zinomas daugiau kaip tukstantj mety. Jis kilgs i§ Zymaus Ryty mokslininko al-Khowariz-
mi® vardo. XII amZziuje Europoje pasirodé $io mokslininko traktato apie aritmetika ver-
timas 1§ araby i lotyny kalba, kuris vadinosi “Dixit algorizmi” (“Al Chorezmis pasake”).

3Abu Ja’far Mohammed ibn Miisa al-Khowarizmi (783-850). Astronomas ir matematikas Al Cho-
rezmis yra kilgs i§ Chorezmio miesto (dabartiné Chiva Uzbekistane). Jis buvo Bagdado mokslininky aka-
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Kadangi Siame traktate buvo aprasSomi veiksmai su skaiciais pozicinéje skai¢iavimo siste-
moje (pavydZiui, sudétis stulpeliu), tai Sie veiksmai, o véliau ir kitos jvairios procediiros
buvo pradéta vadinti algoritmais. Viena i§ tokiy procediiry, kuri tebenaudojama iki Siol
dviejy sveiky skaicCiy bendram didZiausiam dalikliui rasti, dar apie 300 m. prie§ Kristy
apra$é Euklidas®.

“Algoritmas” yra pirminé matematikos bei informatikos savoka, panasiai kaip savo-
kos “skaicius”, “aibeé” ir kitos. Neformaliai (intuityviai) algoritma galima apibrézti kaip
objekta, turintj Sias savybes:

(1) Programiskumas. Tai reiSkia, kad algoritmas suprantamas kaip baigtinis taisykliy
arba komandy rinkinys (dar vadinamas programa), nusakantis kaip vienus objektus
(duomenis), atlikus baigtinj skai¢iy nesudétingy operaciju perdirbti i kitus objektus
(rezultatus).

(2) Diskretumas. Tai reiskia, kad algoritmas apibrézia nuosekly duomeny apdorojimo
(skai¢iavimo) procesa, suskirstyta i atskirus etapus (Zingsnius).

(3) Determinuotumas. Paprastai reikalaujama, kad po kiekvieno Zingsnio bty vie-
nareikSmiskai apibréZtas kitas Zingsnis arba biity nurodyta, jog skai¢iavimo proce-
sas pasibaige. Teorinéms reikméms kartais naudojami ir nedeterminuoti algoritmai,
leidZiantys keleta galimy kito Zingsnio pasirinkimo varianty.

@) Zvingsniu elementarumas (lokalumas). Taisykle, nusakanti kaip pakeisti duomenis
per
1 Zingsni turi buti paprasta ir lokali (neZymiai pakei¢ianti duomenis). PavyzdZiui,
algoritmas negali turéti tokios komandos kaip “Dabar jrodykite DidZiaja Ferma®
Teorema laipsnio rodikliui n = 73”.

demijos, vadintos ISminc¢iy Riimais, nariu. Vakary europieciai algebros pradmenis suZinojo i§ jo darby,
isversty i lotyny kalba. Zodis algebra, kaip ir Zodis algoritmas, atsirado i§ auk&iau tekste minimos knygos
pavadinimo, nes araby kalba jos pavadinimas skambéjo “Kitab al-jabr w’al muquabala”.

“Euclid (325-265 P.K.). Euklidas parasé¢ Zymiausia matematinj veikala pasaulio istorijoje. Jo knyga
“Elementai” nuo seniausiy iki dabartiniy laiky ivairiomis kalbomis buvo iSleista daugiau kaip 1000 karty.
Apie jo gyvenimg iSliko mazai Ziniy, taiau neabejotina, kad Euklidas désté Zymiojoje Aleksandrijos aka-
demijoje. Jis nesidoméjo matematikos taikymais. Kai vienas jo mokiniy paklauseé, kur jis galés pritaikyti
geometrijos Zinias, Euklidas jam atsaké, kad Ziniy jgyjimas turi biiti vertinamas pats savaime, ir liepé savo
tarnui duoti Siam mokiniui moneta, jei jis taip nori gauti pajamy iS to, ka jis mokosi.

SPierre de Fermat (1601-1665). Vienas Zymiausiy XVII a. matematiky Pjeras Ferma buvo teisininkas.
Jis yra pats Zymiausias pasaulio istorijoje matematikas mégéjas. Apie jo darbus daugiau yra Zinoma tik
i§ jo susirasinéjimo su kitais matematikais. Ferma buvo vienas i§ analizinés geometrijos kiiréjy. Jis taip
pat prisidéjo prie integralinio skaiciavimo ir tikimybiy teorijos vystymo. Ferma suformulavo uzdavini,
kuris ilga laika buvo tapes Zymiausia neiSspresta matematikos problema. Tai taip vadinama DidZioji Ferma
Teorema, kuri teigia, kad lygtis ™ + y™ = 2™ visiems n > 2 neturi netrivialiy sveikaskaitiniy sprendiniy.
Senovés graiky matematiko Diofanto knygos paraStése Ferma ra$¢, kad jis Zino Sios teoremos jrodyma,
bet parastése neuztenka vietos jrodymui i§déstyti. Tiikstanciai viso pasaulio matematiky daugiau kaip 300
mety nesékmingai bandé irodyti Sia teorema, kol 1994 m. Andrew Wiles, remdamasis paciais naujausiais
ir sudétingais Siuolaikinés matematikos metodais, ja jrodé. Todél yra manoma, kad arba Ferma Zinomas
irodymas buvo klaidingas, arba jis jo neZinojo, o tik bandé kitus paskatinti jrodyti $ig teorema.



(5) Masiskumas. Tai reiSkia, kad algoritmas turéty bati pritaikomas jvairiems duome-
nims 1§ tam tikros leistiny pradiniy duomeny aibés (paprastai begalinés), o algo-
ritmo darbo rezultatai taip pat priklauso apibréztai leistiny rezultaty aibei. Pavyz-
dZiui, taisyklé “norint sudéti du skaiCius 2 ir 3 reikia uZraSyti, kad atsakymas lygus
5” néra laikoma algoritmu, nes jos negalima pritaikyti norint sudéti du bet kokius
sveikuosius skaicius. Paprastai algoritmuose duomenys ir rezultatai biina konstruk-
tyviis objektai. Konstruktyviu objektu vadiname baigtinj objekta, turintj diskrecia
struktiirg ir viding koordinaciy sistema. PavyzdZiui, sveikasis skaiCius uZraSytas
pozicinéje skaiCiavimo sistemoje yra konstruktyvus objektas. Tuo tarpu baigtiné
aibé, kaipo tokia, dar néra konstruktyvus objektas. Ji tampa konstruktyviu objektu,
tik jvedus kokia nors tvarka tarp jos elementy.

Prie auksciau iSvardinty savybiy daznai dar yra pridedama rezultatyvumo savybe, rei-
kalaujanti, kad algoritmas po baigtinio Zingsniy skaiciaus sustoty ir iSduoty koki nors
rezultata. TacCiau algoritmy teorijoje paprastai nagrinéjami ir tie algoritmai, kurie kai
kuriems pradiniams duomenims gali dirbti be galo arba jiems sustojus rezultatas biina ne-
apibréZtas. Tokie algoritmai realizuoja ne visur apibréztas funkcijas. Dabar pateiksime
algoritmy pavyzdziy.

1 pavyzdys: PaieSka sarase (problema SEARCH). Duotas skirtingy objekty (pvz., skai-
¢iy) sarasas (masyvas) A = {a1, ..., a,} ir objektas b. Reikia rasti objekto b vieta sarase
A arba nustatyti, kad tokio objekto saraSe néra, t.y., apskaiciuoti funkcija

i, EICLi = b,

location(A, b) = {O 0 oAb Vi=1 n

Pavyzdyje suformuluotam uzdaviniui spresti naudosime nuosekliosios (tiesinés) pa-
ieSkos algoritma LIN_SEARCH ir binariosios paieSkos algoritma BIN_SEARCH. Ant-
rasis algoritmas tinka tik paieskai pilnai sutvarkytame saraSe, t.y., kaia; < as < --- < a,
ir objekta b taip pat galime palyginti su visais objektais a;.

function location = LIN_SEARCH(A, b)

1:=1; ap1 = b;

while b # a; do i := i + 1; end;

if 7+ < n then location := 7 else location := 0; end;

Pastebékite, kad Cia mes pateikiame Siek tiek “patobulinta” nuosekliosios paieskos
algoritma. Tam, kad nereikéty tikrinti ciklo while viduje tikrinti jo pabaigos salygos
1 < n, mes prijungiame prie saraSo pati ieSkoma objekta b, ko pasékoje ciklas visada
uzsibaigs po < n + 1 Zingsniy.

Dabar jvertinsime algoritmo LIN_SEARCH sudétinguma. Paprastai algoritme ga-
lima iSskirti vieno ar keliy tipy esmines operacijas, nuo kuriy kiekio priklauso bendras
algoritmo sudétingumas (bendras sudétingumas paprastai biina konstanta karty didesnis
uZ esminiy operacijy skai€iy). SprendZiant paieskos ar riiSiavimo uzdavinius esminés
operacijos yra objekty palyginimai tarpusavyje. Kai duoti objektai yra ne skaiciai bet
sudétingesnés struktiiros objektai (pavyzdZiui, saraSo elementas gali biiti asmens vardas ir
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pavarde), tai Sios esminés operacijos daznai yra vykdomos ilgiau uZ paprastas aritmetines
ar priskyrimo operacijas, todél ju kiekis ir lemia bendra algoritmo sudétinguma. Taigi,
spresdami paieSkos uzdavinj skaic¢iuosime tik objekto b palyginimus su objektais a;. Kai
saraso A ilgis n artés | begalybe, bendras Zingsniy skaicius skirsis nuo atlikty palyginimy
skaiCiaus ne daugiau kaip pastoviu daugikliu (tiksliau, jei palyginimy bus P, tai viso bus
ivykdyta 2P 4 const Zingsniy).

Pazymeékime E(A, b) skaiCiy palyginimu, kuriuos reikés atlikti, kol rasime objekto b
vieta sarase A, naudodami nuoseklios paieskos algoritma. Pavyzdziui, L({1,3},1) = 1,
L({1,3},3) = 2, L({1,3},5) = 3. Jei sarafo A ilgis yra n, tai geriausiu atveju reikés
atlikti 1 palyginima (kai b = a;), o blogiausiu atveju reikés n + 1 palyginimo (kai objekto
b sarase A néra). Kadangi algoritmo sudétingumas uzdaviniui dydZio n apibréziamas kaip
sudétingumas blogiausiems duomenims dydZio n, tai paieSkos sarase uzdavinio sudétin-
gumas, sprendziant §i uZdavini nuosekliosios paieskos algoritmu, yra

LEIEI\II{%%IXRCH(n) < 2(n+1) +const = O(n).

Dabar panagrinékime binariosios paieskos algoritma, kurio idéja yra saraSa nuosekliai
dalinti pusiau ir lyginti objekta x su viduriniu saraso objektu tam, kad nustatyti, kuriame
i$ dviejy gauty perpus trumpesniy sarasy reikia tgsti paieska.

function location = BIN_SEARCH(A, b)
1:=1;7:=mn;
while : < j do
k=L +4)/2);
if b < a; then j := k else i := k + 1; end;
end;
if b = q; then location := ¢ else location := 0; end;

Kadangi po kiekvienos ciklo while iteracijos saraso, kuriame yra tgsiama paieska,
ilgis 2 + 5 — 1 sumaZéja mazdaug perpus, tai nesunku isitikinti, kad Sis algoritmas atlikes
ne daugiau kaip c-log, n Zingsniy (kur ¢ yra nedidelé konstanta) sustos ir iSduos atsakyma
(rezultata) location. Taigi, jo sudétingumas bus

LSB%?_%%%RCH(”) = O(logy n).

2 pavyzdys: SaraSo rasSiavimas (problema SORT). Duotas objekty (pvz., skaiciy) sa-
rasas (masyvas) A = {ay,...,a,}, kariame apibréZtas pilnos tvarkos sarysis <. Reikia
duoty sarasa surdSiuoti, t.y. iSdéstyti jo elementus nemazéjancia tvarka: A’ = {a;, <
a;, < -+ < a;,} (kitaip sakant, reikia nurodyti kélinj arba bijekcija 7: {1,...,n} —
{1,...,n} tokia, kad 7(j) = i;).

Trivialus rasiavimo algoritmas (dar vadinamas brutalios jégos algoritmu, BRUTE_
FORCE_SORT gali biti toks: iSrenkame maZziausig duoto saraso elementa, paSaliname
ji 18 pradinio saraSo ir patalpiname | 1-a naujo saraso vieta; po to i$ likusiy pradinio
saraSo elementy vel iSrenakame maziausia ir patalpiname | 2-3 naujo saraSo vieta ir t.t.
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Sio algoritmo sudétingumas

L%%%TTE_FORCE_SORT(”) = O(nz)-

Yra zZinomi asimptotiSkai greitesni rasiavimo algoritmai (t.y., greitesni pakankamai dide-
léms n reikSméms). Tokie yra, pavyzdZiui, salajos rasiavimo algoritmas MERGE_SORT
ir “kriiva” (specialaus pavidalo duomeny struktiira) naudojantis algoritmas HEAP_SORT.
Yra jrodyta (zr. 1.4.1 skyreli), kad juy sudétingumas yra

SO SO
LME?GE_SORT(”) = LHE%E_SORT(”) = O(nlogyn).

Bet kurio algoritmiSkai iSsprendZiamo uZdavinio sudétingumas priklauso nuo:
(1) uzdavinio dydzio;
(2) pasirinkto algoritmo;
(3) konkreciy duomeny;

(4) vidinio problemos sudétingumo (paieSkos saraSe problema yra paprasta, saraSo ri-
Siavimo problema yra sudétingesné, o visy galimy skirtingy sarasy ilgio n genera-
vimo problema dar sudétingesné, nes pareikalaus const - n! elementariy operacijy).

Tarkime, parametras n charakterizuoja uzdavinio dydi palyginus ji su kitais tos pacios
klasés uzdaviniais. IS pateikty pavyzdZiy matyti, kad konkretaus uZdavinio U dydi tarp to
paties tipo (pvz., SEARCH arba SORT) uzdaviniy, susijusiy su sarasais, charakterizuoja
pradinio sarasSo ilgis n, nes kuo ilgesnis yra sarasas, tuo ilgiau uztruks objekto paieska arba
saraSo raSiavimas. Taigi, uZdavinio dydis daZniausiai priklauso nuo jo pradiniy duomeny
dydZio. Pradiniai duomenys algoritmuose gali buti sveikieji skaiciai, aibés (masyvai),
matricos, grafai ir jvairus kiti objektai. Pavyzdziui, kuo didesnis yra natiiralusis skaicius,
tuo ilgesnis yra jo dvejetainis kodas. Kuo yra didesné matrica, tuo daugiau ji turi eiluciy
ir stulpeliy. Kuo didesnis grafas, tuo daugiau jis turi virStniy ir lanky. Taigi, jei A yra
natdralusis skaiCius, tai jo dydis n = |A| = [log, A; jei A = {ay,...,a,} yra aibé,
tai jos dydis yra elementy skaiius n = |A|; jei A yra kvadratiné n x n matrica, tai jos
dydis yra matricos eilé n. Grafo dydziu, priklausomai nuo nagrinéjamo uzdavinio, gali
biti laikoma jo virSiiniy skaicius n, jo briauny skaicius m, abu §ie parametrai m ir n, arba
kokia nors jy kombinacija, pvz. m+n arba max(m, n). Konkretaus uzdavinio U i§ klasés
U dydj zymeésime |U|.

Tarkime, U yra uzdaviniy klasé ir A yra konkretus algoritmas Sios klasés uzdaviniams
spresti. Algoritmo A, sprendziancio konkrety uzdavini U € U, sudétingumu vadiname
algoritmo A Zingsniy skaiciy i§ pradinés konfigtiracijos iki sustojimo ir Zymime L 4(U)
(kartais ta pati dydi vadina konkretaus uzdavinio U € U sudétingumu sprendZiant uzdavi-
nj U algoritmu A). Algoritmo Zingsniy skaiciy, sprendZiant uzdavinj U, dar vadina laiku
arba laiko sudétingumu ir Zymi 74 (U), o panaudotos atminties kieki vadina erdve arba
erdveés sudétingumu ir Zymi S, (U). Algoritmo A, sprendziancio klasés U uzdavinius,
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sudétingumu vadiname algoritmo A sudétinguma sprendZiant sudétingiausia uzdavinj i$
vienodo dydZzio uzdaviniy i$ klasés U/ ir Zymime
I4(n)= max La(U).
A( ) Uel: |U|=n A( )
Naudojant du skirtingus algoritmus A ir B, gausime skirtingus sudétingumus LY (n) ir
L¥(n). Todél uzdaviniy klasés U sudétingumu vadinsime dydj nepriklausantj nuo konk-
retaus algoritmo, o biitent pasirinksime paties geriausio algoritmo sudétinguma;:

M(n) = mjn L4 (n).

Kai uzdaviniy klasé I/ yra numanoma, kartais jos sudétinguma Zymi tiesiog L(n). IS
auks$ciau pateikty pavyzdZiy matyti, kad paieSkos pilnai sutvarkytame sarase uzdavinio
SEARCH sudétingumas yra LSEARCH () = O(log, n), o saralo risiavimo uZzdavinio
SORT sudétingumas yra L3R (n) = O(nlog, n).

Kai kurie algoritmai blogiausiu atveju dirba ilgai, taciau vidutiniSkai jie dirba trum-
piau (juk blogiausias duomeny atvejis gali niekada ir nepasitaikyti!). Todél kartais naudo-
jamas vidutinis algoritmo sudétingumas. Tarkime, kiekvienam n ir kiekvienam konkre-
¢iam uzdaviniui U dydZio n mes Zinome tikimybe p(U), su kuria Sis uzZdavinys pasitaikys,
sprendZiant uzdavinius i§ klasés ¢/. Jei mes i§ anksto Zinome uZdavinio dydj n, tai su ti-
kimybe 1 kuris nors konkretus uzdavinys mums pasitaikys. Taigi tikimybeés turi tenkinti
salygas

p(U) >0 VU ir > pU)=1.
Uel: |U|=n
Algoritmo A, sprendziancio klasés ¢ uzdavinius, vidutiniu sudétingumu vadiname

—U
Ly(n) = Z p(U)La(U).
Uel: |U|=n
Pavyzdziui, Zymusis greito rasiavimo algoritmas QUICK_SORT blogiausiu pradiniy
duomeny iSsidéstymo atveju dirbs taip pat ilgai kaip ir paprastesni ruSiavimo algoritmai

(pavyzdZiui, "burbulo" algoritmas), t.y., LYtk sorr(n) = O(n?), tuo tarpu vidutinis

Sio algoritmo sudétingumas yra ZSQ%?gK_SORT(n) = O(nlog, n), todél §is algoritmas ir
yra placiai naudojamas.

Panagrinékime tiesinés paieskos algoritmo vidutinj sudétinguma. Pazymékime E(U )
palyginimy (t.y., esminiy operacijy) skaiciy, taikant algoritmg LIN_SEARCH uzdavi-
niui U. Tarkime, nepriklausomai nuo pradiniy duomeny, ieSkomas objektas b su vienoda
tikimybe 1/(n + 1) gali sutapti su bet kuriuo saraso objektu a; ir su tokia pat tikimybe
jo 18 viso nebus sarase A. (Pastebékite, kad ¢ia mes pateikiame supaprastintas pradines
salygas, kurios skiriasi nuo salygu, pateikty vidutinio sudétingumo apibréZime, nes mes
apibréZiame ne konkretaus uzdavinio U tikimybg p(U), o tikimybg p;, kad konkretus
uzdavinys pasitaikys i§ tam tikro klasés ¢/ poaibio Uf;.) Kadangi tuo atveju, kai b = aj,
algoritmas LIN_SEARCH atlieka ¢ palyginimuy, tai vidutinis jo sudétingumas bus

—~SEARCH 1 &= 1 (n+2)(n+1) o

7 _ _ Y
LiN_searci(7) 1 ;Z n+1 2 2
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1.3 VirsSutiniai sudétingumo iverciai

Norint gauti uzdavinio sudétingumo virSutini jverti, pakanka sukonstruoti algoritma, kuris
sprendZia duotg uzdavini, ir kurio sudétingumas sutampa su norimu jverciu. DaZnai net
ir standartinése situacijose, kur, atrodo, nieko naujo nebegalima iSgalvoti, i$ tiesy pavyks-
ta rasti efektyvesnius algoritmus, o kartu ir pagerinti virSutinius uzdaviniy sudétingumo
vercius. Panagrinésime du tokius pavyzdZius.

1.3.1 Didziausio ir maZiausio aibés elemento paieSka

Duota aibé A = {ay, as, ..., a,}, kurioje apibréZtas pilnos tvarkos sarysis <. Reikia rasti
didziausia tos aibés elementa maxA ir maZiausig elementa minA (uzdavinys MAXMIN).
Tarkime, kad aibés elementy palyginimo operacijos reikalauna daugiau kompiuterinio lai-
ko uz kitokias operacijas, todé¢l skaiiuosime tik palyginimus. Akivaizdu, kad didZiausia
aibés elementa galime rasti, panaudoj¢ n — 1 palyginima:

maxA = aq;
fori =2:ndo

if ¢; > maxA then maxA := a;; end;
end;

AnalogiSkai galime surasti ir maziausig aibés elementa. Taigi trivialus virSutinis Sio uzda-
vinio sudétingumo jvertis yra LMAXMIN () < 2 — 2. Tuo atveju, kai n = 2*, jrodysime,
kad §j ivertj galima pagerinti iki LMA*MN () < 3n — 2. Naudosime rekursyvia funkcija
maxmin:

function [maxA, minA] = maxmin(A)
if n = 2 then
if a; > as then
maxA := a;; minA := as

else
maxA := a9; minA = a;
end;
else
k:=mn/2;
Al = {al, as, . .. ,ak};
Ay = {ags1, apyoy - an}s
[max1, minl] := maxmin(A4,);
[max2, min2] := maxmin(A4,);

if maxl > max2 then maxA := maxl else maxA := max2; end;
if minl < min2 then minA := minl else minA := min2; end;
end;

Matematine indukcija pagal k jrodysime, kad Sios funkcijos sudétingumas L(n) =
3

sn — 2. Kai £ = 1, turime n = 2. Kadangi funkcija maxmin kai n = 2 daro tik
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1.1 Pav.: Palyginimy medis gaunamas ieSkant max1 8 elementy atveju.

1 palyginima, tai Siuo atveju teiginys teisingas: 1 = % - 2 — 2. Tarkime, kad teiginys
teisingas kai l = k — 1, t.y. L(n/2) = 3(n/2) — 2, ir jrodysime jj kai [ = k. I3 algoritmo
matyti, kad kai n > 2, uzdavinys suskyla i du tokius pat uzdavinius dydZio n/2, o juos
iSsprendus dar reikia atlikti du palyginimus, norint gauti maxA ir minA. Todél

L(n):2L(3>+2:2<2<Z> —2)+2=32”—2.

Siam uZdaviniui buvo jrodyta, kad bet kokiam n LMAXMIN(p) = [3p] — 2, ry., apa-
tinis jvertis sutampa su virSutiniu. Tik mazai daliai uzdaviniy pavyksta rasti tikslius sude-
tingumo jvercius.

1.3.2 Drvieju didZiausiu aibés elementy paieSka

Duota aibé A = {ay,as,...,a,}, kurioje apibréztas pilnos tvarkos sary$is <. Reikia
rasti du didZiausius tos aibés elementus max1 ir max2 (uzdavinys MAX2). Nuosekliai
ieSkodami 1S pradziy didZiausio aibés elemento, o po to didZiausio i§ likusiy elementy,
gauname trivialy virSutinj $io uZdavinio sudétingumo jvertj LMAX2 (n) < 2n — 3. Kai
n = 2%, jrodysime, kad §j jvertj galima pagerinti iki LM4X2(n) < n + log,n — 2.

Vietoje to, kad nuosekliai lyginti visus aibés elementus su didZiausiu rastu elementu,
konstruojame palyginimy medi, t.y., 1-ame lygyje lyginame a; su as, az su ay, - . ., G,_1
su a,,, po to rastus didZiausius elementus 2-ame lygyje vél lygindami poromis, randame
didZiausig 1S pirmo ketverto aq, a9, as, ay, didZiausia i§ antro ketverto ir t.t. Galy gale
lygyje k palyging max(a, ..., G, 2) it max(an 241, - - -, an), rasime didZiausia aibés A
elementg max1. Jam rasti mums prireikeé

1— 2"
E+E+...+2+1: =n-—1

2 4 1-2

palyginimy. Taigi, kol kas mes nieko neiSloSéme palyginus su nuoseklia paieSka. Taciau
gautas medis turi informacijos, kurig galima panaudoti, norint paprasciau rasti antrg pagal
dydij aibés A elementa.

Panagrinékime medj, gauta aibés 1§ 8 elementy atveju (zZr. 1.1 pav.). Kiekvienos ly-
gintos poros didesnis elementas medyje paZymétas rémeliu. IS Sio medZio matyti, kad
maxl = a3. Kadangi bg yra didZiausias elementas deSiniajame pomedyje, o kairiajame
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max2 = ag max2 = qymax2 = a4 max2 = a9

1.2 Pav.: Palyginimy medis gaunamas ieSkant max2 8 elementy atveju.

pomedyje paskutinis uZ by maZesnis elementas buvo by, tai ieSkant max2 pirmuoju Zings-
niu reikia palyginti b, ir bg. Jei bg bus didesnis, tai max2 nebegali biiti pomedyje, kurio
Saknis yra by, taciau jis dar gali biiti pomedyje su Saknimi b, ir antruoju Zingsniu lygina-
me ay ir bg. Jei pirmajame Zingsnyje didesnis bus by, tai max2 nebegali biiti pomedyje
su Saknimi bg, ir lieka palyginti a4 ir b;. Taigi, pradéje max2 paieska nuo k — 2 lygio,
su kiekvienu Zingsniu mes pakylame 1 lygiu aukStyn. Vadinasi, po k£ — 2 Zingsniy mes
pakilsime iki O lygio, t.y., elementy a;, ir atlike dar 1 palyginima, rasime max2. 1.2 pa-
veikslélyje matome palyginimy medj, gaunama ieSkant max2 atveju n = 8. Gauname,
kad bendras algoritmo sudétingumas yra

Lin)=n—1+k—1=n+logyn—2.

1.4 Apatiniai sudétingumo iverciai ir raSiavimo uzdavi-
nys

Norint gauti uzdaviniy klasés I/ sudétingumo apatinij jverti L (n) > f(n), reikia jrodyti,
kad kiekvienas algoritmas, spresdamas uzdavinj U € U dydzio n, darys ne maZziau kaip
f(n) zingsniy. Nesunku gauti aukStus apatinius iveréius tokiems uzdaviniams, kuriy pats
sprendinys yra didelis. DaZniausiai tai yra jvairiy kombinatoriniy objekty generavimo
ar paieSkos uZdaviniai, pavyzdZiui: (1) generuoti visus kélinius ilgio n, (2) rasti visus
duoto grafo karkasus, (3) rasti visas duoto grafo klikas. Akivaizdu, kad jei algoritmo is-
¢jimas yra f(n) skirtingy objektuy, tai kadangi tie objektai yra skirtingi, tai kiekvienam i$
ju reikia bent vieno algoritmo Zingsnio, kuris nesutaps su kitais algoritmo Zingsniais. Tai-
gi, rezultaty kiekis yra trivialus apatinis jvertis algoritmo sudétingumui. Pavyzdziui, visy
skirtingy kéliniy ilgio n generavimo uZdavinio sudétingumas yra L(n) = ©(n!).® Viriuti-
nis jvertis iSplaukia i$ to, kad nesunku nurodyti algoritma, kuris generuoja visus kélinius,
pradédamas nuo keélinio 12 . . . n ir kiekvieng karta keisdamas vietomis tik 2 anksciau gau-
to kelinio elementus. Apatinis jvertis gaunamas, naudojantis tuo, kad rezultaty kiekis turi
buti n!.

°f(n) = ©(g(n)). jei f(n) = O(g(n)) ir f(n) = Q(g(n)).

15



Deja, daugumos uzdaviniy sprendinys yra vienas ar keli skaiciai. Tokiems uZzdavi-
niams buina labai sunku gauti gerus apatinius ivercius, t.y., tokius apatinius jvercius, kurie
bty artimi virSutiniams. Netrivialus apatiniai jverciai buvo gauti tik nedaugeliui uzda-
viniy. Kadangi algoritmo savoka yra neformali, norint gauti apatinj uZdaviniy klasés
sudétingumo jverti, reikia pirmiausia formalizuoti algoritmus, t.y., grieZtai apibréZti kla-
s¢ algoritmy, kuriuos taikysime pasirinktam uzdaviniui. Pademonstruosime, kaip galima
gauti tiksly apatini jvertj (t.y., sutampantj su virSutiniu) rasiavimo uzdaviniui SORT.

Taigi, duotas objekty sarasas A = {ay,...,a,}, kuriame apibréztas pilnos tvarkos
saryS$is <. Reikia duoto saraso elementus iSdéstyti nemazéjancia tvarka: A" = {a;; <
a;, < -+ < a;,} (Zr. 1.2 skyrelj). Nagrinésime tik tokius r@§iavimo algoritmus, ku-
rivos galima pavaizduoti palyginimy medZiu, t.y., mes kazkuriame algoritmo Zingsnyje
lyginame tarpusavyje du pasirinktus pradinio saraSo elementus, po to, priklausomai nuo
atsakymo, kuris i§ ty elementy buvo didesnis, mes vél lyginame du saraso elementus ir
t.t. (Zr. 1.3 pav.). Kadangi bendras raiSiavimo algoritmo sudétingumas biina proporcin-
gas tokiy palyginimy skaiiui, tai mes skaiCiuosime tik palyginimus. Taigi, L5°%T(n)
reiks rasiavimo algoritmo A atlikty palyginimy skaiciy blogiausiu atveju, kai rasiuojamy
obejekty skaicius yra n. [rodysime, kad L5°FT(n) = ©(nlog, n), t.y., riiavimo uzda-
vinio sudétingumo virSutinis ir apatinis jverciai skiriasi nuo n log, n tik pastoviu daugik-
liu.

1.4.1 VirsSutinis rusiavimo uzdavinio sudétingumo jvertis

Taikysime rasiavimg salaja (MERGE_SORT). Tai rekursyvus algoritmas, naudojantis
metoda “skaldyk ir valdyk”. Tarkime, kad n = 2*. Pradinj uZdavinj SORT (A) suskai-
dome i du perpus mazesnius SORT ({a1, ..., an/2}) it SORT ({@n/241, - - -, an}), juos is-
sprendZiame, o po to du jau surGiSiuotus masyvus suliejame i vieng suriiSiuota masyva
Al

Pirmiausia pateikiame salajos algoritma MERGE, kuris du sur@iSiuotus masyvus A ir
B ilgio m ir n, atitinkamai, sulieja | nauja masyva C ilgio m + n.

function C = MERGE(A, B)

Alm + 1] := oc;
Bln + 1] := oc;
1= 1;
j =1

for k :=1tom +ndo
if A[i] < B[j] then

Clk] := Ali];

1:=141;
else

Ck] :== Bljl;

Ji=J+1
end;
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end;

Akivaizdu, kad algoritmo MERGE sudétingumas yra O(m + n). Pagrindinis algorit-
mas atrodo taip:
function A’ = MERGE_SORT(A)
ifn=1then A’ = A
else A’ := MERGE(MERGE_SORT(A[1 : n/2]), MERGE_SORT(A[n/2 + 1 : n]));
end;

Kaip $is algoritmas veikia pademonstruosime pavyzdziu. Tarkime, A = {9, 1,5, 4, 3,
7,6,2}. Po 3 rekursijos Zingsniy $is masyvas bus suskaidytas | 8 masyvus ilgio 1, kurie
griztant | aukStesnius rekursijos lygius bus palaipsniui suliejami i didesnius suriSiuotus
masyvus:

A=1{9,1,54,3,7,6,2} — {9,1,5,4}{3,7,6,2}
s {9, 1}{5,4}{3,7}{6, 2}
— {OH{1IH5H4H3H{TH6H{2}
— {1,9}{4,5}{3,7}{2,6}
— {1,4,5,9}{2,3,6,7}
— A’ =1{1,2,3,4,5,6,7,9}.

Algoritmo MERGE_SORT sudétingumas

L(n) < 2L<g> +en

= 2<2L<Z) —f-C;L) +cn

:4L<Z)+2cn:---

= 2"3L<27Z> + ken = enlogy n,
nes k = log,n ir L(1) = 0. Taigi, kai n yra dvejeto laipsnis, virSutinj jverti jrodéme.
Jein # 2% tai Jk: 2871 < n < 2 = n/. Papilde masyva A bet kokiais objektais,
didesniais uz patj didZiausiag masyvo A objekta, iki ilgio n’, galime pritaikyti algoritma
MERGE_SORT Siam ilgesniam masyvui, o kai algoritmas baigs darba, paimti tik pir-
muosius n surti§iuoto masyvo elementy. Kadangi n’ < 2n, gauname

L(n) < L(n") < en’logyn’ < 2enlogy(2n) < dnlogyn.
Virsutinj jvertj irodéme, taCiau lieka nelabai aiSku, kaip salajos algoritma galima biity

vaizduoti palyginimy medZiu. Pav. 1.3 pateikiame tokio medzio fragmenta tuo atveju, kai
n = 4. Taigi, algoritmas MERGE_SORT priklauso nagriné¢jamy algoritmy klasei.
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1.4.2 Apatinis rasiavimo uzdavinio sudétingumo jvertis

Sarasa ilgio n galima sutvarkyti n! skirtingy biidy. Tai reiSkia, kad bet kuris palyginimy
medis privalo turéti ne maziau kaip n! lapy (lapais vadiname medzio virStnes, i$ Kuriy
neiSeina né vienas lankas). Jei lapy buty maZiau, tada galima buty parinkti du skirtingus
skaiCiy {1, 2, ..., n} kélinius, kurie atvesty i ta pati lapa, t.y., jlems algoritmo atsakymas
sutapty. Tokiu atveju vienas i$ ty keéliniy biity suriiSiuotas klaidingai. Primename, kad
medzio auk$¢iu vadiname vidiniy virSiiniy (t.y., ne lapy) skaiciy ilgiausioje jo Sakoje.
Kadangi konkretiems pradiniams duomenims rasiavimo algoritmas praeina lygiai vieng
medZio Saka, tai jo sudétingumas (atlikty palyginimy skaicius blogiausiu atveju) sutampa
su medZio auk$¢iu. Palyginimy medZiai yra binarieji medZiai, todél palyginimy medis
aukscio h gali turéti ne daugiau lapy, negu jy turés pilnas binarusis medis aukscio h, o
toks medis turi 2" lapy.

Tarkime, A yra bet Kkuris riiSiavimo algoritmas, kurj galima pavaizduoti palyginimy
medziu. I$ auk$ciau pateikty samprotavimy iSplaukia, kad algoritmo A sudétingumas
L(n) turi tenkinti nelygybe

2L > nl.

Pasinaudojg i$ Stirlingo formulés gaunamu jverciu

n! > 27m<ﬁ)
e

n
)
gauname

n 1
L(n) = log, ( 27m<n) ) =nlog,n + 5 log,(2mn) — nlog, e ~ nlog,n.
e

Matome, kad rusSiavimo uzdavinio sudétingumo virSutinis ir apatinis jverciai skiriasi
tik pastoviu daugikliu.

1.5 Funkciju augimo greicdiai ir kombinatorinis sprogi-
mas

Sudétingumas L(n) yra funkcija L:N — N. Kai uzdavinys yra nedidelis, pavyzdZiui,
n < 10, net ir eksponentinio sudétingumo algoritmai baigia darbg labai greitai. Taciau
situacija visiSkai pasikeiCia, kai uZdavinio dydis n auga. Kai n > 50, daug uZdaviniy,
kuriems neZinomi polinominio sudétingumo algoritmai praktiSkai jau tampa sunkiai jvei-
kiami. Todél labai svarbu Zinoti kaip algoritmy ir uZdaviniy sudétingumas L(n) elgiasi
asimptotiskai, t.y., kai n — oco. Siame skyrelyje pateiksime keleta apibrézimy i§ funk-
cijy teorijos, kurie daznai naudojami algoritmy analizéje. Kai kuriuos i Cia apibrézZty
Zyméjimy mes jau naudojome ankstesniuose skyreliuose.
Tegu f,¢:N — RT. Zymésime:

e f(n) = O(g(n)) (arba f(n) x g(n)) ir sakysime, kad “f asimptotiSkai yra ne
aukstesnés eilés dydis kaip ¢”, jei IN € Nir 3¢ > 0: f(n) < cg(n) Vn > N;
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1.3 Pav.: Palyginimy medZio, vaizduojan¢io MERGE_SORT algoritmo veikima, frag-
mentas.

e f(n) = Qg(n)) (arba f(n) = g(n)) ir sakysime, kad “f asimptotiSkai yra ne
Zemesnés eilés dydis kaip ¢”, jei AN € Nir 3¢ > 0: f(n) > cg(n) Vn > N;
akivaizdu, kad jei f(n) = O(g(n)), tai g(n) = Q(f(n));

e f(n) = O(g(n)) (arba f(n) < g(n)) ir sakysime, kad “f ir g asimptotiskai yra
tokios pat eilés dydziai”, jei f(n) = O(g(n)) ir f(n) = Q(g(n));

e f(n) =o0(g(n)) (arba f(n) < g(n))ir sakysime, kad “ f asimptotiskai yra Zemesnés
eiles dydis uz g7, jei
f(n)

lim —= = 0;
n—oo g(n)

e f(n) < g(n) ir sakysime, kad “f yra asimptoti$kai mazesné arba lygi ¢”, jei

lim M <1
= g(n)
e f(n) ~ g(n) ir sakysime, kad “f yra asimptotiskai lygi ¢”, jei f(n) < g(n) ir
g(n) < f(n).
Pavyzdys.

(i) 1000n? + 1000000n log, n = ©(n?) ir 1000n? + 10000001 logy n = o(n?),
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(i) 7% = o(1.17),
(iii) 10" = o(n!),

(iv) 12422 +--- +n? = O(n?), nes
2 2 3
14224 +n” > <E+1> o0t > <@> 2=
2 2 2
ir12+2%+...+n*><n-n*=nd

Kai sudétingumas L(n) yra ne aukstesnés eilés nei kai kurios dazniau pasitaikanios
algoritmy analizéje funkcijos, tokiam sudétingumui apibtdinti yra naudojami specialts
terminai. Keleta tokiy terminy Cia ir iSvardinsime (sudétingumo didéjimo tvarka):

(n) = O(log, n), tai sudétingumas vadinamas logaritminiu;

(n) = O(n), tai sudétingumas vadinamas tiesiniu;
e jei L(n) = O(n?), tai sudétingumas vadinamas kvadratiniu;

(n) = O(n?), tai sudétingumas vadinamas kubiniu,
e jei egzistuoja k > 1: L(n) = O(nF), tai sudétingumas vadinamas polinominiu,
e jei egzistuoja a > 1: L(n) = O(a"), tai sudétingumas vadinamas eksponentiniu.

Kai kuriems uzdaviniams spresti néra Zinoma jokiy geresniy algoritmy uz visy galimy
varianty perrinkima (brutalios jégos algoritma). Jei didéjant uzdaviniui varianty skaicius
auga greiCiau uz bet kokj polinoma (pavyzdZiui, eksponentiskai), tai toki reiskinj vadi-
na kombinatoriniu sprogimu. Taip auga, pavyzdziui, Fibonacci skaiciai (Zr. 3.2 skyrelj),
kéliniy ilgio n skaicius, Hamiltono cikly skaicius pilname grafe, pilno grafo kliky (pilny
pografiy)skaicius, ir daugelio kitokiy kombinatoriniy objekty kiekis. 1.1 lentel¢ parodo,
kad kombinatorinio sprogimo negalés jveikti patys grei¢iausi kompiuteriai, kiek bedidéty
ju greitis ateityje. Sioje lenteléje pateikiame CPU laika jvairaus sudétingumo algorit-
mams ir jvairaus dydZio uZdaviniams, darant prielaida, kad kompiuteris vykdo 10? (t.y.,
1 milijarda) operacijy per sekunde. Zvaigzduté Zymi laika ilgesnj nei 10'°° mety. I3 Sios
lentelés matyti, kad tobulesniy kompiuteriy sukiirimas gali padéti jveikti tik tuos atvejus,
kai Siuo metu laikas yra lygus 32 ir 77 metams. Visais atvejais, kurie lenteléje paZy-
meti zZvaigzdute, gali padéti tik greitesniy algoritmy sukiirimas arba apytiksliy algoritmy
naudojimas vietoje tiksliy.
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UZdavinio Algoritmo sudétingumas
dydis n logy n n n? n3 2" n!
10| 3x1079s 1078 s 10~ 7s 107 %s 107 %s 3x1073s
20| 45x107%s 2x108s 4x10"s 8x10Fs 1073 s 77 metai
100 | 7x1079s 1077s 1075 s 1073s 4 x 10" mety <
1000 1078 s 1076 1073 s 1s * *
1000000 | 2 x 10785 1073 s 17 min. 32 metai s *

1.1 lentelé: Kompiuterinio laiko lentelé jvairaus dydZio ir sudétingumo uzdaviniams.
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2 skyrius
KOMBINATORINIAI OBJEKTAI

Paprasciausi kombinatoriniai objektai yra sveikieji skaiciai, aibés, sekos, medZiai ir gra-
fai. Panagrinésime galimus jy vaizdavimo budus. Nuo pasirinktos duomeny struktiros ir
nuo jos programineés realizacijos daznai priklauso realizuojamo algoritmo Zingsniy skai-
Cius. Realizuojant konkrety algoritma efektyviausias nagrinéjamy objekty klasés realiza-
cijos budas priklauso nuo:

(1) kam mes tuos objektus naudosime, ir

(2) kokias operacijas su jais atlikinésime.

2.1 Sveikieji skaiciai

Kombinatoriniai algoritmai daZniausiai operuoja sveikaisiais skaicCiais bei jvairiomis kom-
binatorinémis jy konfigiiracijomis (kéliniais, deriniais, gretiniais ir t.t.). Kadangi visada
1 bitg galima paskirti skaiciaus Zenklo kodavimui, tai laikysime, kad sveikieji skaiciai yra
neneigiami.

Sveikuju skaiciuy vaizdavimas skaiciavimo sistemoje su pagrindu . Labiausiai papli-
tes sveikyjy skaiciy vaizdavimo budas yra skaiCiaus vaizdavimas pozicinéje skaiciavimo
sistemoje su pagrindu r:

N = (dkdk,1 Ce dldo)r = dg + le' + dQTQ + -+ dkrk,

kur 0 < d; < rirdg # 0, jei N # 0. Nataralusis skaiCius » > 1 vadinamas sistemos
pagrindu. Kasdieniame gyvenime naudojame pagrinda 10, paveldéta i§ araby, o kompiu-
terio atmintis ir programavimo kalbos naudoja pagrindus 2, 8 ir 16. Senovés babilonieciai
naudojo SeSiasdeSimtaing, o indénai majai — dvideSimtaing skai¢iavimo sistemas. Pateik-
sime gerai Zinoma algoritma kaip rasti skaiCiaus /N iSraiSka r-€je skai¢iavimo sistemoje:

do =0
q:=N;
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k:=0;
while ¢ # 0 do

dj := q mod r;

q:=lq/r];

k:=k+1;
end;

if £ £ 0 then k := k — 1; end;
Pavyzdziui, 13,9 = 11015, nes 13 =6-24+1,6=3-24+0,3=1-24+1r1 =0-2+4 1.

Sveikuju skaiciy vaizdavimas miSrioje skaiciavimo sistemoje. Kartais sveikieji skai-

Ciai yra vaizduojami misrioje skaiciavimo sistemoje su pagrindais ro, 71, ..., Tk_1:
k—1
N = do +d17“0+d27’0’l“1 +CZ37“07"17’2+ +dk» H T,
i=0

kur 0 < d; < ryirdg # 0, jei N # 0. Peréjimo nuo deSimtainés skaiciavimo sistemos
rie miSrios skai¢iavimo sistemos su pagrindais rg, 71, ..., 7 ,_1 algoritmas yra visiSkai
0,71, )
panasus ] auk$ciau pateikta algoritma:

do =0
q:=N;
k:=0;
while ¢ # 0 do
dy, == g mod ry;

q:=lq/m];
k:=k+1;
end;

if £ £ 0 then k := k£ — 1; end,;

Pavyzdys 2.1.1. Skaiciuojant laika, naudojame misrig skai¢iavimo sistema su pagrindais
60, 60, 24,7, 52, pavyzdziui 1000000 sek. = 1 sav. 4 d. 13 val. 46 min. 40 sek., nes
1000000 = 16666 - 60 + 40, 16666 = 277 - 60 446, 277 =11-24 + 13,11 =1-7+4
irl =0-52+ 1. Beje, Sia skaiiavimo sistemg jau naudojome jvado 2 pavyzdyje, skai-
¢iuodami CPU laika!

Pavyzdys 2.1.2. Kartais sveikieji skaiciai yra iSreiSkiami per faktorialus:
N=dy-0'+dy -1 +dy-2+--- +dj - k!,

t.y., miSrioje skai¢iavimo sistemoje su pagrindais 1,2, ..., k.
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Sveikuju skaiciy vaizdavimas liekany vektoriais. Kai sveikieji skaiciai yra dideli,
dvejetainéje skaiCiavimo sistemoje ju iSraiSkos tampa ilgos, todél veiksmai su tokiais skai-
Ciais reikalauna daug dvejetainiy operacijy. Pasirodo, veiksmams su dideliais sveikaisiais
skaiCiais galima sukonstruoti efektyvesnius algoritmus, operuojancius ne su paciais skai-
Ciais, o su liekanomis, gautomis dalinant tuos sveikus skaiCius i§ pasirinkty mazesniy
sveikyju skaiCiy. Tai, kad pagal liekany vektoriy galima vienareikSmiskai rasti jas atitin-
kantj sveikajj skaiciy, kinieciai jau Zinojo daugiau kaip prie§ 2000 mety. Todel veiksmai
su liekanomis yra vadinama moduline aritmetika, arba kinieciy aritmetika.

Teorema 2.1.1 (Kinieciu teorema apie liekanas). Tegu pg, p1 ..., pr_1 yra poromis tar-
pusavyje pirminiai natiiralieji skaiciai. Lyginiy sistema

o (mod py),
r1 (mod py),

U = Tk-1 (mod pk&)
turi vienintelj sprendinj u € Z:: 0 < u < pop1 -+ * Pr_1.

Taigi, kiekvieng sveikaji skaiciy u: 0 < u < pgp; - - - pr—1 vienareikSmiskai atitinka jo
liekany vektorius (7o, 71, ..., 7,_1). Tai reikia, kad vietoje to, kad atlikinéti veiksmus su
dideliais sveikais skaiCiais, mes galime juos koduoti liekany vektoriais, po to atlikti tuos
veiksmus su liekanomis ir gauta rezultata (liekany vektoriy) vél paversti sveikuoju skai-
¢iumi. Skaiciavimus galima dar labiau pagreitinti veiksmus su liekany vektoriais atliekant
lygiagreciai su k procesoriy.

Pavyzdys 2.1.3. Mes galime sudaryti daugybos lentelg visiems nattraliesiems skaic¢iams,
mazesniems uz Simta (t.y., matrica M dydZio 100 x 100). Tada tokiy skaiciy daugyba
bus vykdoma labai greit: i - j = M (4, j). Pasirinke, pavyzdziui, tarpusavyje pirminius
skaiCius 99, 98,97 ir 95, mes galésime greitai atlikinéti veiksmus su sveikais teigiamais
skai¢iais mazesniais uz 99 - 98 - 97 - 95 = 89403 930. Tarkime, reikia atlikti veiksma
9999 - 6666 + 12345678. Nesunku patikrinti, kad Siuos skaicius atitiks tokie liekany vek-
toriai (atitinkamai moduliu 99, 98,97 ir 95): 9999 ~ (0, 3,8, 24), 6666 ~ (33,2,70, 16)
ir 12345678 ~ (81,30, 3,48). Sudauging pasirinktais moduliais vektorius (0, 3, 8,24)
ir (33,2, 70,16), gauname vektoriy (0,6, 75,4). Taigi, atsakymas bus liekany vektorius
(0,6,75,4) + (81,30, 3,48) = (81, 36, 78, 52). Vienintelis sistemos

u = 81 (mod 99),
u = 36 (mod 98),

78 (mod 97),
u = 52 (mod 95)

sprendinys yra v = 78999 012. Tai ir yra ieSkomas atsakymas.
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2.2 Sekos

Priminsime keleta apibrézimy i§ aibiy teorijos. Multiaibe arba seima vadiname aibg su
pasikartojanciais elementais, t.y., rinkinj bet kokiy objekty, kur vienodi objektai gali pa-
sikartoti keleta karty. Pilnai sutvarkyta baigting multiaib¢ vadiname baigtine seka arba
vektoriumi. Pilnai sutvarkyta begaling multiaibe vadiname seka. Terminas “pilnai su-
tvarkyta” reiskia, kad kiekvienam sekos elementui yra priskirta jo vieta; sukeit¢ du nely-
gius sekos elementus vietomis, gausime jau kita seka. Baigtinés sekos pavyzdys gali buti
Zodis bet kokioje abécéléje A: u = uqus ... uy,, kur u; € A. Begalinés sekos pavyzdys
yra pirminiy skaiciy aibé

P=123,57111,13,17,19,...}
arba visy galimy ZodZiy abécéléje A = {aq, aq, ..., a,} aibé
A* ={ay, ..., an, a101, 0102, . . ., Qy0,, (10101, - . .},

kur trumpesni ZodZiai stovi prie§ ilgesnius, o vienodo ilgio ZodZiai yra iSdéstyti leksiko-
grafine tvarka, t.y., taip, kaip Zodyne. Kombinatoriniai algoritmai operuoja su baigtinémis
sekomis arba baigtiniais begaliniy seky fragmentais. Tode¢l toliau Zodis “seka” reiks baig-
tine seka.

Nuoseklus seky vaizdavimas. PaprasCiausias seky vaizdavimo biidas yra sekos S =
{s1, 82, ..., S, } elementus saugoti nuosekliai i§déstytus masyve ilgio n. Sis bidas leidzia
lengvai surasti sekos elementa pagal jo numeri, taciau yra nepatogus, kai tenka i seka
itraukti naujus elementus arba Salinti elementus i§ sekos. Tada tenka perstumti ir kitus
sekos elementus.

Sekuy vaizdavimas sarasais. Dinaming seka S = {s1, s2,..., s, } patogu vaizduoti sa-
rasu. Kiekvieng saraso elementa sudaro informaciné dalis, kur talpiname pacius sekos
elementus, ir adresiné dalis, kuri nurodo kokiu adresu rasime kita sekos elementa. Pradi-
niu momentu toks sarasas atrodo taip:

Gl -

Sekos vaizdavimas saraSais leidZia greitai vykdyti elementy iterpimg ir Salinimg i§
sekos. IS kitos pusés, Sis buidas néra patogus, kai norime rasti ¢-3ji sekos elementg s;.
Be auksciau pavaizduoto paprasto saraso dar naudojami dvigubai susieti sarasai, kuriy
elementus sudaro ankstesnio elemento adresas, informaciné dalis ir sekanc¢io elemento
adresas.
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Sekuy vaizdavimas charakteringaisiais vektoriais. Kai nagrinéjamos sekos yra dides-
nés zinomos sekos A = {ay,as, ..., a,} posekiai, tai seka S = {s1, S, ..., S, } galima
vaizduoti jos charakteringuoju vektoriumi x(S) = (k1, kg, . . . , Ky, Kur

._{1, jei s; € A;
M0, jeis; ¢ A

Kadangi charakteringojo vektoriaus koordinatéms uZtenka 1 bito atminties, tai Sis seky
vaizdavimo budas leidZia sutaupyti atminti, jei nagrin¢jami posekiai yra tankis, t.y., jiems
priklauso didelé dalis sekos A elementy.

Pavyzdys 2.2.1. Pirminiy skai¢iy, mazesniy uzZ milijong yra 78498. Kiekvienam skai-
Ciui skiriant po 1 Zodi iS 4 baity, tokiy skaiCiy seka, vaizduojant ja nuosekliai, uZims
78498 Zodzius. Kadangi, iSskyrus skaiciy 2, visi kiti pirminiai skaiciai yra nelyginiai,
tai pirminiy skai¢iy, maZesniy uz milijona, seka P galima vaizduoti kaip nelyginiy na-
tiraliyjy skaiciy sekos {1,3,5,7,9,...,999999} poseki su charakteringuoju vektoriumi
k(P) =1(0,1,1,1,0,1,1,0,...,0}. Tokiam vektoriui reikés 500000/32 = 15625 ZodZiy
atminties, t.y., apie 5 kartus maziau, negu pirmuoju budu.

2.3 Medziai

MedZiais yra vadinami neorientuoti jungtis grafai be cikly (Zr. 2.5 skyreli). Sakniniais
medZiais vadiname medZius, kuriy viena vir§iiné yra iSskirta 1§ kity ir vadinama saknimi.
Kadangi medZiai yra jungis ir neturi cikly, tai Sakniniame medyje i§ medzio Saknies
r 1 bet kurig jo virS§tng v egzistuoja vienintelis kelias (ta pacia briauna galime eiti tik
vieng karta). Visos Siame kelyje sutinkamos medZio virSunés v yra vadinamos vir§iinés
v protéviais. Jei virSiné u yra virSinés v protévis, tai virSing v vadiname virStnés u
palikuoniu. Jei (u,v) yra paskutiné kelio i§ Saknies r | vir§ting v briauna, tai vir§Gné u yra
vadinama vir§anés v févu, o vir§uné v yra vadinama virSunés u vaiku. Jei kelios vir§unés
turi bendra téva, tai tos virsiinés yra vadinamos broliais.

Kadangi tiksly grafo apibréZima mes pateikiame tik 2.5 skyrelyje, tai Cia pateiksime
rekursyvy Sakninio medZio apibréZima:

(1) Viena virSuné r yra Sakninis medis su Saknimi 7.

(i) JeiTy,Ts, ..., T, yraSakniniai medZiai su Saknimis 1, 7o, . . . , T, tai prijunge nauja
vir§tng r ir sujungg ja briaunomis su kiekviena virSiine r, 75, . . . , ,, V€l gauname
Saknin] medj su Saknimi 7.

Kadangi algoritmuose paprastai naudojami tik Sakniniai medziai, tai toliau Saknini
medj vadinsime tiesiog medziu. Auksciau pateikti terminai rodo, kad medziais yra patogu
vaizduoti giminystés rySius (tokie medZiai yra vadinami genealoginiais medZiais). Pavyz-
dZiui, 2.1 pav. vaizduoja Bernoulli matematiky giminés medj.

Binariuoju medZziu vadiname medj, kurio kiekviena vir§iné turi ne daugiau kaip 2
vaikus, ir kiekvienam vaikui yra Zinoma, ar jis kairysis, ar deSinysis vaikas (taigi, vir§iiné
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Nikolajus
(1623-1708)

T

Jakobas I Nikolajus Johanas I
(1654-1705) (1662-1716) (1667—1748)

| T

Nikolajus I Nikolajus II  Danielius  Johanas II
(1687-1759) (1695-1726) (1700-1782) (1710-1790)

VAN

Johanas III Jakobas 11
(1746-1807) (1759-1789)

2.1 Pav.: Bernoulli matematiky giminés medis.

(A4) (A4) 4)
©» © © ®)

2.2 Pav.: Binarieji medZiai aukscio 1.

gali turéti ir vieng vaika, ir tas vienas vaikas gali biti ir deSinysis!). Pav. 2.2 matome
4 skirtingus binariuosius medZius. Rekursyviai binarieji medZiai apibréZiami taip:

(i) TusCia aibé yra binarusis medis.

(i1) Jei T, T’ yra binarieji medziai, tai prijungg nauja virStng 7 ir sujunge ja briaunomis
su kairiojo pomedzio Saknimi 7; ir deSiniojo pomedZio Saknimi 75, vél gauname
binaryji medi su Saknimi 7 (jei kuris nors pomedis tuscias, tada su juo nejungiame).

Vaizduojant medZius kompiuterio atmintyje, kiekvienai virSiinei yra skiriamas jrasas,
sudarytas 1§ informacinés dalies ir vienos ar keliy nuorody. Pagrindiniai medziy vaizda-
vimo budai yra Sie:

1. Tévy nuorodomis, t.y., kiekvienai vir§iinei nurodant jos téva. Sis biidas yra naudoja-
mas rekursyviuose algoritmuose, kai norime i§saugoti informacija apie tai, i$ kurios
vir§inés mes atéjome. Taciau jis yra nepatogus, kai reikia surasti vir§anés palikuo-
nius. Be to, jis netinka binariesiems medZiams, nes nurodant tik téva, neaiSku, ar
vaikas yra kairysis, ar deSinysis.

2. Vaiky nuorodomis, t.y., kiekvienai vir§iinei nurodant visus jos vaikus. Siuo atveju
reikalinga Zinoti, kiek daugiausia vaiky gali turéti medZio virSiinés. Jei maksimalus
vaiky skaiCius lygus m, tai kiekvienas jraSas turés m nuorody. Kadangi daugelis
nuorody gali bati tuscios (NIL), tai §is buidas reikalauna daug atminties. Taciau jis
labai tinka binariesiems medziams, kur m = 2.
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2.3 Pav.: MedZzio pavyzdys.

3. Kiekvienai virStnei nurodant jos kairyji vaikq ir desinyji brolj (angl. left-child,
right-sibling). Vaizduojant medZius Siuo budu, kiekvienai virSiinei reikia tik dviejy
nuorody.

Pavyzdys 2.3.1. Visais 3 iSvardintais buidais pavaizduosime medj i§ 2.3 paveikslélio. Vie-
toje nuorody naudosime masyvo indeksus.

1. Tévy nuorodos:

Indeksas INFO Tévas

1 A NIL
2 B 1
3 C

4 D 1
5 E 3
6 F 3

2. Vaiky nuorodos:

Indeksas INFO 1 vaikas 2 vaikas 3 vaikas

1 A 2 3 4

2 B NIL NIL NIL
3 C 5 6 NIL
4 D NIL NIL NIL
5 E NIL NIL NIL
6 F NIL NIL NIL

3. Nurodant kairyji vaika ir deSinyjj broli:

Indeksas INFO Kairysis vaikas DeSinysis brolis

1 A 2 NIL
2 B NIL 3
3 C 5 4
4 D NIL NIL
5 E NIL 6
6 F NIL NIL
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2.4 Aibeés

Kadangi algoritmai operuoja tik su baigtinémis aibémis, tai sunumeravus kuria nors tvar-
ka duotos aibés elementus, Si aibé virsta seka. Taigi aibéms tinka visi vaizdavimo budai,
kurie yra naudojami sekoms vaizduoti:

1. Nuoseklus vaizdavimas.
2. Vaizdavimas sarasais.
3. Vaizdavimas charakteringaisiais vektoriais.

Kartais buna patogu aibes vaizduoti dar vienu budu:
4. Misku.

Misku vadiname vieng ar keleta medZiy. Tarkime, kad visos nagrinéjamos aibés yra
poromis nesusikertantys didesnés aibés A poaibiai. Kiekvienam poaibiui identifikuoti
iSskiriame 1S kity bet kurj to poaibio elementa ir ji vadiname poaibio vardu. Tarkime, kad
mums daZnai reikia rasti, kuriame poaibyje yra duotas aibés A elementas = (operacija
FIND(z)), o taip pat daznai reikia sujungti du poaibius su vardais x ir y | vieng nauja
poaibj (operacija UNION(z,y)). Tada Siuos poaibius galime vaizduoti medziais, kuriy
Saknys yra poaibiy vardai. Realizuojant tokia struktiirg kompiuterio atmintyje kiekvienam
aibés elementui (medZzio virSiinei) pakanka saugoti nuoroda i jos téva. Pradiniu momentu
laikome, kad kiekvienas aibés elementas sudaro poaibi i§ vieno elemento, t.y., jis yra
medzio Saknis. Operacija UNION(z, y) reik$ dviejy medZiy su Saknimis z ir y sujungima
i viena nauja medj su Saknimi z arba y, o operacija FIND(z) reik§ paieska miSke. Toks
aibés vaizdavimo biidas leis atlikinéti minétas dvi operacijas grei¢iau, negu tai leidzia kiti
aibés vaizdavimo biidai.

Pavyzdys 2.4.1. Duota aibé A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}, suskaidyta i 4 poaibius

(1,6,[7]8,11}, {[2]}, {345}, {9,[10]},

kur kvadratéliais pazyméjome poaibiy vardus. Tokia struktira galéjo susidaryti, pavyz-
dziui, vykdant Stai tokia UNION operacijy seka aibéje A:

UNION(8, 11);
UNION(6,11);
UNION(6,7);
UNION(1, 7);
UNION(4, 5);
UNION(3, 4);
UNION(9, 10);

Tada Sig aibe atitiks miSkas, pavaizduotas 2.4 pav. Tarkime, kad dabar reikia sujungti
poaibius, | kuriuos pateko elementai 11 ir 5. Tai atliks tokia programele:

o~
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2.4 Pav.: Aibés A vaizdavimas misku.

(7) ©) 10
ORORDEE) ©
® ® G

2.5 Pav.: Pertvarkyta aibé A.

z = FIND(11);
y == FIND(5);
if © # y then UNION(z, y); end;

Operacija FIND(z) galima realizuoti, naudojant keliy suspaudimq. Tai reiskia, kad ku-
riame nors medyje eidami viena Saka i§ elemento = 1 medZio Sakni, mes jsimename visas
praeitas virSiines, o rad¢ medZio Sakni y kei¢iame visy jy nuorodas i y. Tai leidZia nuo-
lat riboti medziy gylj ir tuo paciu pagreitinti operacijy FIND vykdyma. Taigi, naudojant
keliy suspaudima, trijy auks¢iau nurodyty operaciju, pritaikyty miskui i§ 2.4 pav. rezul-
tatas bus miskas, vaizduojamas 2.5 pav. Galima jrodyti, kad naudojant keliy suspaudima
ir medzio Saky balansavima (atliekant operacija UNION) m FIND ir UNION operaci-
ju galima jvykdyti per O(ma(m,m)) Zingsniy, kur a(m, n) yra “atvirkstiné Akermano
funkcija”. Si funkcija auga taip létai, kad praktikoje galime laikyti, kad a(m, n) < 4, t.y.,
gauname praktiSkai tiesini sudétinguma (Zr. [CLR, 22.3]).

2.5 Grafai ir ju vaizdavimas

2.5.1 Grafo apibrézimas ir pagrindinés savokos

Grafu vadiname pora G = (V, E), kur V' yra bet kokia netuscia aibé, o E' yra bet kuris
aibés pory i§ V' elementy multipoaibis. Jei tos poros yra vektoriai, tai grafa vadiname
orientuotu grafu arba orgrafu. Jei poros yra tiesiog aibés V' multipoaibiai, tai grafa vadi-
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name neorientuotu arba tiesiog grafu (“multi” ¢ia pridéjome todeél, kad gali biti ir poros
{v,v} € E, kur v € V). Aibé V vadinama grafo G virsiniy aibe. Orgrafuose pora
e = (u,v) € E vadiname lanku ir sakome, kad lankas e = (u,v) jungia orgrafo G
vir§anes v ir v. Dvi poros (u,v) ir (v, u) orgrafe reiskia du skirtingus lankus. Neorien-
tuotuose grafuose virStniy u,v € V porg taip pat Zymésime (u,v). Jei e = (u,v) € E,
tai pora (u,v) vadiname grafo G briauna ir sakome, kad briauna e = (u, v) jungia gra-
fo G virSines w ir v. Taip pat sakoma, kad briauna (lankas) e = (u,v) yra incidentiné
(-is) virSinéms u ir v. Neorientuotuose grafuose dvi poros (u, v) ir (v, u) reiskia ta pacia
briauna.

Auksciau apibréZti grafai ir orgrafai gali turéti kelias vienodas briaunas (lankus), ku-
rios vadinamos kartotinémis briaunomis (kartotiniais lankais). Taip pat tokie grafai gali
turéti ir kilpas, t.y., briaunas (lankus) pavidalo e = (v,v) € E. Kai kuriuose vadové-
livose grafais vadinami tik grafai, neturintys nei kartotiniy briauny, nei kilpy (mes tokius
grafus vadinsime paprastaisiais grafais), tuo tarpu masy apibréZti grafai ten vadinami
pseudografais. Grafai su kartotinémis briaunomis, bet be kilpy, yra vadinami multigra-
fais. Taigi, sprendziant bet kurj uzdavini, susijusi su grafais, visada reikia pasitikslinti, ar
kalbama apie orgrafus ar neorientuotus grafus ir ar grafai gali turéti kartotiniy briauny bei
kilpy. Apibendrindami, gauname i§ viso 8 galimus variantus: grafai gali buti 2 tipy (ori-
entuoti ir neorientuoti), o kiekvieno tipo grafai dar gali biiti 4 rasiy: be kartotiniy briauny
ir kilpy, be kartotiniy briauny bet su kilpom, be kilpy bet su kartotinémis briaunomis ir
pagaliau su kartotinémis briaunomis ir kilpomis.

Be auksciau iSvardinty grafy, grafy teorija taip pat nagrinéja taip vadinamus svorinius
grafus. Svorinis grafas — tai trejetas G = (V, E,w), kur V' yra vir§iniy aibé, £ yra
briauny (lanky) aibé ir w: EZ — R yra svoriné funkcija, kiekvienai briaunai (lankui) e
priskirianti svorj w(e). Vietoje realiyjy skaiciy aibés R, briauny svoriai gali bati i$ kitokios
aibés, pavyzdziui Rt = [0,00) arba N = {0,1,2,...}. Briaunos e = (u,v) svoris w(e)
daZniausiai reiskia atstuma tarp vir§tiniy « ir v, taciau jis gali turéti ir kita prasme. Pridéje
prie aukSc¢iau iSvardinty 8 grafy varianty svorinius grafus bei orgrafus, viso gauname jau
10 galimy varianty. Visi jie yra pavaizduoti 2.6 pav.

Orgrafo vir§unes v jéjimo laipsniu indg(v) vadiname i $ig virSing jeinanciy lanky
skaiCiuy, o iséjimo laipsniu outdg(v) — i§ Sios vir§aneés iSeinanciy lanky skaiciy. Neori-
entuoto grafo virSaneés v jéjimo laipsniu dg(v) vadiname i Sig vir§tng jeinanciy briauny
skaiiy. Keliu, jungianciu dvi orgrafo virsines u ir v, vadiname lanky seka K (u,v) =
{(vo,v1), (v1,02), ..., (vg_1,vx)}, Kurioje vg = u, vy, = v ir du gretimi sekos lankai turi
bendra virSang. Kelig K (u,v) sudaranciy lanky skai€iy k& vadiname kelio K (u,v) ilgiu.
Vietoje lanky i$vardijimo kelia K (u, v) daZznai apibréZia iSvardijant tik vir$anes, per ku-
rias eina §is kelias: K(u,v) = {uw,v1,...,v5_1,v}. Netuilia kelia K (u,u) vadiname
ciklu. Pav. 2.6 pavaizduotas orgrafas G turi cikla C' = {121}. Analogigkai keliai ir ciklai
yra apibréZiami ir neorientuotiems grafams. Oilerio ' ciklu vadiname cikla, praeinantj

"Leonhard Euler (1707-1783). Leonardas Oileris gimé kalviny dvasininko $eimoje netoli Bazelio,
Sveicarija. Bidamas 13 mety, jis istojo | Bazelio universiteta studijuoti teologijos, tadiau véliau émé studi-
juoti matematika ir biidamas 16 mety gavo filosofijos magistro laipsnj. 1727 m. Petras Didysis ji pakviete
i Sankt Peterburga, kur Oileris gyveno iki 1741 m. 1741-1766 m. jis gyveno Berlyne ir dirbo Berlyno
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2.6 Pav.: Skirtingy raisiy grafai bei orgrafai. (G; — paprastas grafas, G5 — grafas su kilpo-
mis, G3 — multigrafas, G, — grafas, G5 — svorinis grafas, G4 — paprastas orgrafas, G5
— orgrafas su kilpomis, GGg — multiorgrafas, Gy — orgrafas, Gy, — svorinis orgrafas.

kiekviena grafo briauna (lanku) lygiai po viena karta. Hamiltono? ciklu vadiname cikla,
praeinantj per kiekvieng grafo virStng lygiai po vieng karta. Pavyzdziui, 2.6 pav. pavaiz-
duotame grafe GG3 egzistuoja tiek Oilerio ciklas {es, o, €1, €5, €4} (prasidedantis vir§ané-
je 1), tiek Hamiltono ciklas {eq, e5, e }.

Bet kurj grafa G’ = (V’, E’), kurio visos vir§inés ir briaunos taip pat priklauso ir
grafui G = (V, E) (ty.,, V! C Vir E' C F), vadinsime grafo G pografiu. Grafa G vadi-
name jungiu, jei tarp bet kuriy dviejy skirtingy jo vir§iiniy u ir v grafe G egzistuoja kelias
K (u,v). Grafa, sudaryta i§ vienos izoliuotos vir§unés taip pat laikome jungiu. Orgrafa
vadiname jungiu, jei ji atitinkantis grafas (t.y., grafas, gaunamas i§ orgrafo “paSalinus”
briauny orientacija) yra jungus. Maksimalius® jungius grafo G pografius vadiname grafo

Akademijoje, o likusi gyvenima praleido Sankt Peterburge. Oileris buvo nepaprastai produktyvus moks-
lininkas, parases vir§ 1100 knygy ir straipsniy. Po savo mirties jis paliko tiek neatspausdinty rankra$ciy,
kad prireiké 47 mety iSleisti visiems jo darbams! Oileris ine$é savo inasa tiek ivairiose matematikos srityse
(skaiciy teorijoje, kombinatorikoje, matematinéje analizéje), tiek ir jos taikymuose muzikoje bei laivy sta-
tyboje. Jis turéjo 13 vaiky, ir daznai savo mokslinj darba dirbdavo su vienu ar dviem vaikais sédinciais ant
jo keliy. Paskutinius 17 gyvenimo mety Oileris buvo aklas, taciau jo fenomenalios atminties déka tai né
kiek nesumazino jo mokslinio produktyvumo.

2William Rowan Hamilton (1805-1865). Zymiausias airiy mokslininkas Wiljamas Hamiltonas gimé
Dubline teisininko Seimoje. Bidamas 3 mety, jis jau skaité ir skai¢iavo, o sulaukes 8 mety mokéjo lotynuy,
graiky ir hebrajy kalbas. Turédamas 17 mety jis susidoméjo astronomija ir matematika. Dar budamas
studentu, jis tapo Airijos KaraliSkuoju Astronomu ir juo buvo iki pat mirties. Hamiltonas pasieké svarbiy
rezultaty optikoje, algebroje ir dinamikoje. Algebroje jis pasitilé taip vadinamus kvaternionus. 1857 m. jis
sukiiré geometrinj Zaidima, kurio idéja pardavé prekybos agentui. Vienoje i$ Sio Zaidimo versijy reikéjo
rasti cikla, praeinantj per dodekaedro virSiines lygiai po 1 karta.

3Aibe A vadiname maksimalia kokios nors savybés S atzvilgiu, jei aibé A turi savybe S, o prie jos
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G jungumo komponentémis arba tiesiog komponentémis. Visi 2.6 pav. vaizduojami grafai
yra i§ 1 komponentés, i§skyrus grafa G4, sudaryta i§ 2 komponenciy.

Toliau nagrinésime baigtiniy grafy vaizdavimo bidus. Grafo G = (V, E) virSiniy
skai€iy Zymésime raide n, o briauny (lanky) skaiéiy raide m. Taigi, |V| = nir |E| = m,
kurn =1,2,...irm = 0,1,2,.... Kai m = 0, grafo GG briauny aibé yra tuscia. Toks
grafas yra sudarytas i§ n izoliuoty virSiiniy. Jis vadinamas tusciuoju grafu ir Zymimas
O,,. Jei grafas yra paprastasis, tai bet kurios dvi jo vir§iinés yra sujungtos ne daugiau kaip
viena briauna. Be to, briaunos jungia tik skirtingas virSiines. Taigi paprastasis grafas turi
ne daugiau kaip C? briauny, t.y., 0 < m < C? = n(n — 1)/2. Grafas, kuriame kiekviena
virSiiné yra sujungta su kiekviena kita virStne, yra vadinamas pilnuoju grafu ir Zymimas
K,.. Matome, kad paprastieji grafai visada turi m = O(n?) briauny. Jei m = o(n?), tai
grafa vadiname retu*. Jei m = (n?), tai grafa vadiname tankiu®. Taupant kompiuterio
atmintj, priklausomai nuo to ar grafas yra retas ar tankus, dideliems grafams vaizduoti
gali buti taikomi skirtingi budai.

2.5.2 Grafy vaizdavimo budai

Tegu G = (V, E), kar V = {vy,v9,...,0,} ir E = {ej,ey,...,€,}. Vaizduojant gra-
fus kompiuterio atmintyje jvairiomis stuktiromis, laikysime, kad sveikieji skaiciai yra
vaizduojami ZodZiais ilgio [. Pvz., jei Zodj sudaro 4 baitai, tai [ = 32.

Grafinis vaizdavimo budas. Nedidelius grafus patogu vaizduoti grafiskai ploks$cia dia-
grama, kurioje kiekviena virStiné v € V vaizduojama taSku (arba maZu apskritimu) su
greta priraSyta Zyme v, o kiekviena briauna e = (u, v) vaizduojama tiesés atkarpa ar ki-
tokia linija, jungiancia taSkus paZymeétus « ir v ($i linija negali daugiau eiti per jokia kita
grafo virSine). Jei grafas orientuotas, tai lanka (u, v) atitinkanti linija savo antrame ga-
le turi rodykle, nukreipta i virSing v (Zr. 2.6 pav.). Kadangi ne kiekvieng grafa galima
pavaizduoti plok$c¢ia diagrama taip, kad briaunos nesusikirsty, tai reikia atkreipti déme-
si, kad paprasti briauny susikirtimo taskai nelaikomi grafo vir§iinémis. SprendZiant su
grafais susijusius uzdavinius, daznai biina patogu pradinj grafa grafiskai vaizduoti kom-
piuterio ekrane ir su pelyte kaitalioti Sio grafo virStnes bei briaunas.

Gretimumo matrica. Grafo (arba orgrafo) G = (V, E) gretimumo matrica vadiname
matrica A = (a;;), kur
S {1, jei (v, v;) € E;
K 0, prieSingu atveju.

prijungus dar kokj nors elementq jau gausime aibg, kuri nebeturés Sios savybés. Kadangi grafas yra virStniy
ir briauny aibé, tai Zodis “maksimalus” grafams reiSkia, kad nebegalime prijungti né vienos virStinés ar

briaunos.
4f(n) = o(g(n)), jei lim, o gézg =0.
Sf(n) = Q(g(n)), jei IN € NirJc > 0: f(n) > cg(n) Vn > N.
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Taigi, gretimumo matricos A elementas a;; yra vienetas, jei vir§ines v; ir v; jungia briauna

(t.y., jos yra gretimos), ir nulis prieSingu atveju. Gretimumo matrica kartais dar yra vadi-

nama sujungimy arba jungumo matrica. Multigrafams gretimumo matricoje vietoje 1 ir O

tiesiog imame dvi virSiines jungianciy briauny skaiciy. Svoriniuose grafuose gretimumo

matricos elementai yra briauny svoriai (jei dvi skirtingos virStinés v; ir v; néra sujungtos

briauna, tai latkoma a;; = o). Tokia matrica dar vadinama svorine arba atstumy matrica.
Pateiksime 2.6 pav. vaizduojamy grafy gretimumo matricas:

0 1 1 0 1 0
Ai=1|1 0 0], As=1|1 0 0],
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
Ay=11 1 0], A, =10 1 0],
1 0 0 1 0 0
0 1 3 0 1 2
As=1|1 0 1], Ag=10 0 0],
31 0 1 0 0
0 0 3 0 1 2
A;=10 1 0], Ag=|(0 1 0],
3 0 0 1 0 0
0O 1 3 0o 1 2
As=11 0 o |, Ap=|lo 0 o
3 oo 0 1 oo 0

ISvardinsime akivaizdZias paprasto grafo gretimumo matricos savybes:

1. Matrica A dvejetaing, t.y., A € {0, 1}”2.

2. Matrica A simetriska, t.y., a;; = aj; Vi,7 = 1,2,...,n.

3. Matricos A jstrizainé yra sudaryta i$ nuliy, t.y., a; =0V =1,2,...,n.

4. Matricos A i-osios eilutés (stulpelio) suma yra lygi vir§tnés v; laipsniui:

n

day =Y a;=dg(v) Vi=12,...,n
J=1 j=1

Nesunku pastebéti, kad tokiai matricai reikés n? bity arba n]n/I| ZodZiy atminties
(nauja eilutg talpiname nuo naujo zodZzio pradzios).

Gretimumo struktara. Grafo (arba orgrafo) G = (V, E) gretimumo struktiira vadina-
me 7 sarasy pavidalo

Vi =V Vg o U, 1= 12,000,
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kur v;1, V9, . . ., Vi, yra tos virSunés, kurios su virSine v; yra sujungtos briaunomis (lan-
kais). PavyzdZiui, grafo G; gretimumo strukttra bus

1—2—3—nil
2 —1— nil
3—1—nil

Matome, kad gretimumo struktirai reikés 2(2m + n)l bity arba 2(2m + n) ZodZiy at-
minties (pusé atminties bus skirta rodykléms, nurodancioms kito saraso elemento adresa).

Incidencijuy matrica. Grafo be kilpy G = (V, E) incidencijy matrica vadiname n X m
matrica B = (b;;), kur

b 1, jei virSiuné v; yra incidentiSka briaunai e;;
Y10, prieSingu atveju.

Taigi, incidencijy matricos B elementas b;; yra vienetas tada ir tik tada, kai virSiné v; yra
vienas i§ briaunos e; galy.

Orgrafo be kilpy G = (V, E) incidencijy matrica vadiname n x m matrica B = (b;;),
kur

1, jeie; = (v, vg);
bij =4 —1, jeie; = (v, vi);
0, jei virSuiné v; néra incidentiSka lankui e;;

PavyzdZiui, grafy (G, ir G incidencijy matricos bus
1 1 -1 1 -1
Bl = 0 1 ir Bﬁ = 0 -1 1
1 0 1 0 O
ISvardinsime paprasto grafo incidencijy matricos savybes:

1. Matrica B dvejetainé, t.y., A € {0, 1}"™.

2. Matricos B i-osios eilutés suma yra lygi virStiinés v; laipsniui:
n
>a;=dg(v) Vi=12...n
j=1

3. Matricos B bet kurio stulpelio suma yra lygi 2.

Incidencijy matricai reikés nm bity arba n]m /I ZodZiy atminties.

35



Briauny masyvas. Vienas i§ paprascCiausiy (or)grafo vaizdavimo biidy yra iSvardinti vi-
sas jo briaunas. Kadangi grafas gali turéti ir izolivoty virSuniy, tai reikia ne tik iSvardinti
visas briaunas, bet ir nurodyti grafo virSuniy skai¢iy n. Taigi briauny masyvu vadin-
sime vektoriy b = (n,v11, V12, V21, V22, - - -, U1, Um2), Kur ¢; € E = e; = (v, Vi)
(i = 1,...,m). Pavyzdziui, grafus G, ir Gy atitiks vektoriai b; = (3,1,3,1,2) ir
56 =(3,3,1,1,2,2,1). Dar patogiau yra lanky (briauny) pradzias saugoti viename masy-
ve (p), o galus kitame (g).
Briauny masyvui reikia (2m + 1) bity arba 2m + 1 ZodZiy atminties.

Grafy vaizdavimo budo pasirinkimas priklauso nuo sprendZiamo uzdavinio ir nuo to,
kiek grafas gali turéti briauny, t.y., ar jis yra tankus ar retas. Jei mes taupome atminti,
tai retiems grafams ekonomiskiausi biidai yra grafo vaizdavimas briauny masyvu arba
gretimumo struktira, o tankiems grafams — gretimumo matrica. Kadangi pereiti nuo
vieno budo prie kito pakanka O(n?) operaciju, tai algoritmy, kuriy sudétingumas yra
> const - n?, vykdymo laikas nepriklauso nuo grafo vaizdavimo budo!
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3 skyrius

ALGORITMU KONSTRAVIMO
METODAI

3.1 Metodas “‘skaldyk ir valdyk”

Metoda “skaldyk ir valdyk™ (lot. divide et impera; angl. divide-and-conquer) nuo senoveés
Romos laiky sékmingai naudojo Simtai valdovy ir karvedziy. Pasirodo, kad $is principas
yra naudingas ne tik politikoje, bet ir algoritmy kiirime. Si principa jau keleta karty nau-
dojome ir mes (Zr. binariosios paieSkos, didZiausio ir maziausio aibés elemento paieskos
ir raSiavimo salaja algoritmus).

Daznai pradini uZdavini galima suskaidyti 1 keleta maZesniy tos pacios klasés uzda-
viniy, kuriuos i§sprendg, nesunkiai randame ir pradinio uZdavinio sprendinj. Rekursyviai
tesdami §i skaldymo procesa, mes pagaliau gauname mazus uzdavinius, kuriems i$spresti
pakanka keliy operacijy. Bendras algoritmo sudétingumas priklauso nuo mazesniy uzda-
viniy kiekio, juy dydZio ir nuo skaiciaus papildomy operacijy, kurios reikalingos i§ mazes-
niy uZdaviniy sprendiniy formuoti didesniy uzdaviniy sprendinius. Naudojant §j metoda,
algoritmo sudétingumas L(n) rekurenciai i$sireiskia per to paties algoritmo sudétinguma
mazesnéms parametro n reikSméms. Pasirodo, galima irodyti teorema, kuri duoda bendra
tokiy rekurenciy sasaju sprendini. Norint rasti konkretaus rekursyvaus algoritmo spren-
dini, pakanka §io algoritmo parametrus istatyti i bendra sprendini, gaunama pagal Sia
teorema.

3.1.1 Teorema “skaldyk ir valdyk”

Teorema 3.1.1. Tarkime, n = b, ir mums pavyko uZdavinj dydZio n suskaidyti j a to
paties tipo uZdaviniy, kurie yra b karty maZesni uZ pradinj uzdavinj. Jei tokiam skaidymui
ir pradinio uZdavinio sprendinio formavimui is Siy maZesniy uZdaviniy sprendiniy reikia
en® operacijy, tai tokio algoritmo sudétingumas issireiskia rekurencigja sqsaja

L(n) = aL(Z) + en?,

37



kura >1,b > 1, ¢,d > 0 yra sveiki skaiciai.
Tada algoritmo sudétingumas bus

O(nd), jeia < Ve,
L(n) =< O(nlogyn), jeia = b,
O(nlosve), jeia > b2,

[rodymas.  Kadangi n yra sveikojo skaiciaus b laipsnis, tai galime pratgsti rekurenciaja
formule:

L(n) = aL(Z) + cn?
) ) oo
() 3)) e o

:af”L() cnd<1 _d+b2d>

. ah-1
—aL<bk)+cn (l—i-bd—i- +7b(k—1)d)

k—1
=a"L(1) + cnd(l gt bZT)d)

Kadangi L(1) = const, tai belieka susumuoti skliaustuose stovinéia geometring progre-
sija su progresijos vardikliu a/b%. (Kai kuriems uzdaviniams dydis L (1) gali buti neapi-
bréztas, nes uzdavinys dydzZio n gali neturéti prasmés. Tokiu atveju sustojame ne po k
rekursijos Zingsniy, o po ky < k Zingsniy, kur ky < k yra didZiausias natiiralusis skai-
Cius, kuriam uzdavinys dydZio n/b* turi prasme. Kadangi L(n/b*) yra konstanta, tai
tokiu atveju pirmasis démuo paskutingje lygybéje gali padidéti tik konstantg karty, o ant-
rasis démuo, t.y., geometrinés progresijos suma, gali tik sumazéti, nes visi progresijos
nariai yra teigiami. Kadangi mes irodiné¢jame virSutinj ivertj su tikslumu iki konstantos,
tai gausime ta pati.)

Nagrinésime 3 atvejus.

1. Kai a < b?, geometriné progresija yra mazéjanti. Kadangi progresijos nariai yra
teigiami, tai Sios baigtinés progresijos suma bus mazesné uz analogiSkos begalinés prog-
resijos nariy suma, o be galo mazéjancios geometrinés progresijos suma visada yra kons-
tanta. Gauname

L(n) = O(a"®™) + O(n?) = O(n?),

nes
alogsn — (blogb a)logb no_ (blogb n)logb a_ plogya

ir log, a < d.
2. Kai a = b9, kiekvienas geometrinés progresijos narys yra lygus 1, todél jos suma
yra lygi k = log, n. Taigi, Siuo atveju

L(n) = O(n'*®) + O(n%log, n) = O(n“log, n).
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3. Kai a > b, taikome geometrinés progresijos sumos formule S, = b, ll_f;n:

k
a
apw — 1

a
a1

alogb n

L(n) = O(nlogba) +cn _ O(nlogb a) + O(nd ) — O<nlogba).

nd
Teorema irodyta. []

Pavyzdys 3.1.1. Binariosios paieSkos algoritmui (Zr. 1.2 skyrelj) gauname

Lm)—L<g>+1,
taigia = 1, b = 2, ir d = 0 (konstanta c nesvarbu kokia). Kadangi 1 = 2°, tai pagal
teorema L(n) = O(log,n).

Pavyzdys 3.1.2. RasSiavimo salaja algoritmui (Zr. 1.4.1 skyrelj) gauname

L(n) = 2L<g) +n,
taigi a = 2, b = 2, ir d = 1. Kadangi 2 = 2!, tai pagal teorema L(n) = O(nlog,n).

Pavyzdys 3.1.3. Rekursyviam aibés didZiausio ir maZiausio elemento paieSkos algoritmui
(zr. 1.3.1 skyrelj) gauname

L@):2L<g>+2,

taigia = 2, b = 2, ird = 0. Kadangi 2 > 2°, tai pagal teoremg L(n) = O(n).
1.3.1 skyrelyje mes gavome tikslesni virSutinj $io algoritmo sudétingumo jvertj L(n) =
%n—Q. Sis pavyzdys rodo, kad tuo atveju, kai mus domina ir koeficienty dydZiai algoritmo
sudétingumo iSraiskoje, Sios teoremos taikyti negalima, nes ji nustato sudétinguma tik su

tikslumu iki pastovaus daugiklio.

Dabar pateiksime dar du metodo “skaldyk ir valdyk™ panaudojimo pavyzdZius.

3.1.2 Sveikuju dvejetainiu skaiciy daugyba

Kiek operacijy su bitais reikalinga, norint sudauginti du sveikuosius dvejetainius skaicius
ilgio n? Iprastas daugybos “stulpeliu” budas reikalauna O(n?) operaciju, nes reikia sudéti
n dvejetainiy skaiciy ilgio n:

1101
1010
0000
1101
0000
1101
10000010
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Pazymékime §j uzdavinji MULT_INT. Irodysime, kad LMULT-INT () = O(n'°#23), kur
log, 3 ~ 1.59. Si rezultata 1962 m. jrodé Karacuba ir Ofman.

Tarkime, kad mums reikia sudauginti dvejetainius skaiius x ir y vienodo ilgio n.
Pirmiausia nagrinésime atveji, kai n = 2. Tada x ir y galime suskaidyti i vienodo ilgio

dalis:

x
Y
Tada skaiCiy z ir y sandauga xy galésime uZraSyti pavidalu

zy = (a2"?+0)(2"? +d)=a-c- 2"+ (a-d+b-c)-2"*+b-d.

Taigi, $iai sandaugai rasti reikia 4 daugybos operacijy su dvejetainiais skaiciais ilgio n/2,
o taip pat keliy sudéties ir postiimio (t.y., daugybos i$ 2 laipsnio) operacijy. Pasirodo,
pakanka ir 3 daugybos operaciju. Pazyméj¢

wi=(a+b)- (c+d),

=b-d,

<

g

gauname
zy=v-2"4 (u—v—w)-2"? +w.

Kadangi visoms sudéties, atimties ir postimio operacijoms tereikia O(n) operacijy su
bitais, tai gauname rekurencig sudétingumo sasaja

L(n) = 3L<g> +0(n),

i§ kurios pagal “skaldyk ir valdyk” teorema (¢ = 3, b = 2, d = 1) i$plaukia L(n) =
@) (n10g2 3) .

Misy irodymas turi vieng trukuma: mes visur skai¢iavome operacijas su dvejetainiais
skaiCiais ilgio n/2, tuo tarpu sumos a + b ir ¢ + d, ieinancios i vieng i§ sandaugy, galéjo
bati ir ilgio 7/2 + 1. Siuo atveju uZraome

CL—f—bZ (11'2n/2+b17
c+d=c -2V +d,
kur ay,¢; € {0,1}, by ir d; yrailgio n/2. Kadangi
(a+ b)(C+ d) = a1Cq * 2" 4+ (a1d1 + b101) : 2n/2 + b1 'dl,

tai i§ paskutinés lygybés matyti, kad ir sandaugai (a+b) - (c+ d) pakanka 1 daugybos tarp
skai€iy ilgio n/2, papildomai panaudojus O(n) operacijy su bitais sudé¢iai ir postimiams.

Liko i$nagrinéti atveji, kai parametras n néra 2 laipsnis. Siuo atveju Jk: 251 < n <
2% = n/. Papilde skaiCius z ir y i§ priekio nuliais, gausime skai¢ius ilgio n’, kuriems teo-
rema jau jrodyta. Kadangi n’ < 2n, gauname L(n) < L(n') = O((n)°&23) = O(n'oe23),
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3.1.3 Matricu daugyba Strassen’o metodu

Nagrinésime kvadratiniy n-osios eilés matricy daugybos uzdavini MATRIX_MULTI-
PLICATION. Skaiciuosime, kiek tokiy matricy daugybai reikia aritmetiniy, priskyrimo
ir kitokiy operacijy. Sio uzdavinio sudétinguma pazymékime M (n). Pasinaudoje stan-
dartiniu matricy daugybos algoritmu, gauname trivialy virSutinj jvertj M (n) = O(n?). I3
tiesy, jei C' = AB, tai matricos C' elementai gaunami pagal formulg

cij =Y agby (i,7=1,...,n),
k=1

taigi kiekvienam matricos C' elementui rasti pakanka 2n — 1 aritmetiniy operacijy, o tokiy
elementy skaicius yra lygus n?.

1969 m. Strassen pasialé matricy daugybos algoritma, kurio sudétingumas yra
O(n'°e27), kur log, 7 < 2.81. Pagrindiné $io algoritmo idéja buvo ta, kad vietoje stan-
dartinio matricy 2 X 2 daugybos biido, naudojancio 8 daugybos ir 4 sudéties operacijas,
Strassen pasiiilé formules, kurios leidZia tokias matricas sudauginti, panaudojus 7 daugy-
bos ir 18 sudéties operacijy. Pirmiausia jrodysime dvi lemas.

Lema 3.1.1 (Apie matricy daugyba blokais). Jei n yra lyginis skaicius ir C = AB, tai
padalije matricas A, B j vienodo dydZio (n/2)x (n/2) pomatrices, mes galésime matricos
C tokio pat dydZio pomatrices isreiksti per matricy A ir B pomatrices:

<A11 A12> (Bn B12) _ (Cn 012>
Ay Ag By B Cy Co )’
kur
Ci1 = A By + A19Byy,
Cio = A11Bia + A12Bog,
Co1 = A1 Byy + A Boy,
Cao = A91 Bya + AgyBos.
[rodymas.  Tegu c;; yra bet kuris matricos C'}; elementas. Tada
n n/2 n
Cij = Z by = Z by + Z @i,
k=1 k=1 k=n/2+1

taigi ¢;; yra matricos Ay i-osios eilutés ir matricos By; j-ojo stulpelio sandauga plius
matricos Apy i-osios eilutés ir matricos Bs; j-ojo stulpelio sandauga. AnalogiSkai yra
irodoma ir likusiy pomatriciy elementams. [

Lema 3.1.2. Dvi matricas dydZio 2 x 2 galima sudauginti, panaudojus 7 daugybos ir
18 sudeties operacijuy.
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[rodymas.  Turime

<011 012> B (all 012> (511 b12>
- )
Co1  C22 Qg1 G22 ba1 Doz
reikia elementus c;; iSreikSti per matricy A ir B elementus. ApibréZiame papildomus
kintamuosius m;:

mq = (alg — a22>(b21 + 622) (2 Stlllp. X 2 eil.),
me = (a11 + ag) (b1 + baa)  (istriz. X jstriz.),
ms = (CLH — a21)(b11 + blg) (1 stulp. X 1 eil.),
my = ((IH + alg)bgg (1 eil. x 622),

ms = a11(b12 — 522) (all X 2 stulp.),
me = agg(bar — b11) (a22 x —1 stulp.),
mr = (a21 + agg)bll (2 eil. x bll),

kur skliaustuose “koduojame” formules, kad jas lengviau biity isiminti (eilutés elementus
visada imame su pliusu, o stulpelio antraji elementa visada su minusu). Dabar matricos
C elementus nesunku iSreiksti per auk$ciau iSvardintus kintamuosius:

C11 = My + Mg — My + Mg,
C12 = My + Mg,
Co1 = Mg + My,

Cog = My — M3 + M5 — M.
Patikrinkime, pavyzdZziui, antra lygybe:
c12 = my +my = (a11 + a12)baa + a11(b12 — baz) = a11b12 + a12b2.

AnalogiSkai jrodomos ir kitos lygybés. Nesunku suskaiCiuoti, kad elementams c;; rasti
buvo panaudota 7 daugybos ir 18 sudéties ar atimties operacijy. [

Teorema 3.1.2. Dvi kvadratines matricas dydzio n x n galima sudauginti, panaudojus
O(n'°827) operacijy.

[rodymas. Pirmiausia tarkime, kad n = 2*. Pagal auksciau irodytas lemas norint
sudauginti dvi n-os eilés matricas, pakanka sudauginti 7 matricas dydzio (n/2) x (n/2)
ir dar panaudoti O(n?) sudéties bei atimties operacijy. Taigi,

M(n) = 7M<Z> +O(n?),

i$ kur pagal teorema “skaldyk ir valdyk™ gauname, kad M (n) = O(n'°&27) (a = 7, b = 2,
d = 2).

Jei n néra 2 laipsnis, tai Jk: 2871 < n < 2% = n/. Papildg matricas A ir B iki eilés
n’ nuliais ir remdamiesi nelygybe n’ < 2n, gauname L(n) < L(n') = O((n')°%7) =
O(n'°e27). O
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Naudojant tenzoring algebra, Strassen’o virSutinj jvertj véliau pavyko pagerinti iki
O(n?37%). Deja, iSskyrus Strassen’o algoritma, kurj galima taikyti ir praktiskai, kiti jver-
Ciai yra daugiau “sportinio” tipo, nes pries n laipsni juose stovi milZiniSkos konstantos.
Trivialus apatinis §io uZdavinio sudétingumo jvertis yra Q(n?), nes algoritmo rezultaty
skai¢ius (matricos C' elementy skaicius) yra n?. Todél jdomu, kiek dar galima priartinti
apatinj ir virsutinj jvercius viena prie kito.

3.2 Dinaminis programavimas

Ankstesniame skyrelyje nagrinétas “skaldyk ir valdyk” metodas remiasi rekursyviu uz-
davinio skaidymu “i§ virSaus Zemyn” { vis maZesnius uZdavinius. “Skaldyk ir valdyk”
metodas yra efektyvus tada, kai rekursija yra subalansuota, t.y., uzdaviniai yra skaidomi
1 kelis mazdaug vienodo dydZio uZdavinius. Tuo tarpu kai naudojame nesubalansuotg re-
kursija, Sis metodas gali tapti labai neefektyvus. Tai demonstruoja Zemiau pateikiamas
pavyzdys su Fibonacci skaiCiais. Tokiais atvejais daznai padeda dinaminis programavi-
mas.

Dinaminis programavimas — tai uZzdavinio sprendimo metodas “i§ apacios i virSy”.
Pirmiausia mes iSsprendziame visus paprasc¢iausius duoto uzdavinio atvejus, t.y., maziau-
sius dalinius uzdavinius ir jsimename gautus rezultatus. Remdamiesi gautais sprendiniais,
randame didesniy daliniy uzZdaviniy sprendinius ir t.t. Sis metodas yra efektyvus tada, kai
paciy maZziausiy daliniy uZdaviniy néra labai daug (t.y., kai juy skaicius polinomiskai pri-
klauso nuo pradinio uzdavinio dydZio) ir kai pradinio uZdavinio sprendiniui rasti mums
nereikia visy anks¢iau gauty rezultaty, o pakanka tik tam tikros juy dalies.

Dinaminis programavimas dazniausiai taikomas tokiems uzdaviniams, kuriy objektas
yra sutvarkyta aibé, ir kada pavyksta rasti rekurenting priklausomybe tarp daliniy uzdavi-
niy sprendiniy. Panagrinésime keleta tokiy uzZdaviniy.

3.2.1 Fibonacci skaiciai

Dar XIII amZiuje i$leistoje knygoje Liber Abaci italy pirklys Fibonacci' suformulavo jZy-
muyji uzdavini apie triuSius. Tarkime, saloje apsigyveno porelé triusiy (patinélis ir patele).
Yra Zinoma, kad sulauke¢ dviejy ménesiy amZiaus pora triuSiy kas menesj atveda porelg
triuSiuky: patinelj ir patelg. Reikia nustatyti, kiek pory triusiy bus saloje po n meénesiy.
Pazyméje triusiy pory skaiciy po n ménesiy F'(n), nesunkiai randame rekurenciaja sasaja
F(n) = F(n—1)+ F(n—2) su pradine salyga F'(0) = 0, F'(1) = 1. Taigi, labai nesunku
paraSyti tokia rekursyvia programélg skaiciui F'(n) rasti:

'Fibonacci (1170-1250). Fibonacci (sutrumpinta nuo filius Bonacci, t.y., “Bonacci siinus”) gimé Ita-
lijos mieste Pizoje, todé¢l dar yra Zinomas Leonardo i§ Pizos vardu. Jis buvo pirklys ir daZznai keliaudavo
i Artimuosius Rytus, kur susipaZino su araby matematikais. Savo knygoje Liber Abaci jis supazindino
europiecius su arabiskaja skai¢iavimo sistema ir aritmetiniy veiksmy algoritmais. Sioje knygoje Fibonacci
ir suformulavo uZdavini apie triusius. Fibonacci taip pat parasSé knygas apie geometrija, trigonometrija bei
Diofanto lygtis.
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3.1 Pav.: Programos fib1 rekursijos medis.

function fib1(n)
if n = 0 then fibl := 0
else if » = 1 then fibl := 1
else fibl := fibl(n — 2) 4 fibl(n — 1)
end;
end;

Deja, net ir nedideléms n reikSméms (n ~ 40) Si elementari programa dirbs labai ilgai.
Tai lengva matyti i§ rekursijos medzio, vaizduojamo 3.1 pav. Yra Zinoma, kad Fibonacci
skaiiy santykis F'(n+41)/F (n) apytiksliai yra lygus (1++/5)/2 ~ 1.6, taigi F'(n) ~ 1.6".
Kadangi rekursijos medZio lapuose stovi vienetai, tai lapy skaicius bus didesnis uz F'(n),
taigi programa fibl daugiau negu F'(n) ~ 1.6™ karty rekursyviai kreipiasi i save.

3.2 paveikslélyje matote tris grafikus, kurie absoliuciai sutampa. Pirmasis grafikas
vaizduoja CPU laika (sekundémis), kurj sugaiSo Matlab programa fib1, skaic¢iuojant Fi-
bonacci skaicius F'(15) = 610,..., F(30) = 832040, antrasis yra funkcijos f(n) =
F(n)/14000 grafikas, ir treciasis — funkcijos g(n) = ((1 + +/5)/2)""2/12000 grafikas.
Taigi, tokio algoritmo sudétingumas auga eksponentiskai.

Akivaizdu, kad rekursyvia programa fib1 galime pakeisti nerekursyvia programa, isi-
mindami tarpinius rezultatus masyve ' (vietoje masyvo galime naudoti ir 2 kintamuosius,
bet mes nebetaupysime):

function fib2(n)
F(0):=0; F(1) =1,
if n > 1 then
fori =2tondo F(i) := F(i —2) + F(i — 1); end,;
end;
fib2 := F(n);
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3.2 Pav.: CPU laiko sanaudos (sekundémis), rekursyviai ieSkant Fibonacci skaiéiy £'(15)—
F(30).
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3.3 Pav.: Programos fib2 skaic¢iavimo schema.

Programa fib2 pradeda nuo Fibonacci skai¢iy F'(0) ir F'(1) ir randa paeiliui visus
Fibonacci skaiCius F'(2), F'(3), ..., F(n), kiekvieng karta naudodama tik dvi paskutines
reik§mes. Tai ir yra dinaminis programavimas. Algoritmas fib2 yra tiesinio sudétingumo.
Realizavus ji Matlabe, $is algoritmas randa bet kurj i§ skaiéiy F'(15)-F'(30) greiciau, nei
per 0.01 sek. Dar daugiau, per 0.01 sek. Algoritmas fib2 randa F'(1476) ~ 1.307 - 103%.
Vietoje rekursijos medzio, kurj naudoja programa fib1, programa fib2 naudoja tiesinio
dydzio gardelg, pavaizduota 3.3 pav.

3.2.2 Matricy daugybos tvarka
Tarkime, mums reikia sudauginti ilga sta¢iakampiy matricy seka:
My x My x -+ x M,,

kur kiekviena M; yra r;_; X r; dydZio matrica (z = 1,2,...,n). Naudojant standartini
matricy daugybos algoritma, norint sudauginti m X n matrica A i§ n x k matricos B,
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reikés O(mnk) aritmetiniy operacijy. Siame skyrelyje laikysime, kad jy reikés lygiai
mnk. Matricy daugyba néra komutatyvi, taigi matricy sukeisti vietomis negalime. Taciau
kadangi matricy daugyba yra asociatyvi, t.y., A(BC) = (AB)C, tai bendras operacijy
skaiCius priklausys nuo matricy daugybos tvarkos.

Pirmiausia panagrinékime, ar §io uzdavinio negalima biity iSspresti pilno varianty per-
rinkimo badu (“brutalios jégos™ algoritmu). Pazymékime K (n) skaiCiy skirtingy daugy-
bos tvarky, kai duota n matricy. Akivaizdu, kad

K1l)=1 ir Kn)=> Kk)K(n—k), n=2,3,..., (3.1)

nes seka M, M, ..., M, bet kurioje vietoje £ = 1,2,...,n — 1 perskyr¢ i du pose-
kius My, ..., My ir My,q,...,M,, mes galime abiejuose posekiuose matricas daugin-
ti bet kuria tvarka, taip gaudami K (k)K(n — k) skirtingy daugybos tvarky. Skailius
K (n) vadina Katalano skaiciais. Yra zZinoma, kad Katalano skaiciai auga eksponentiskai:
K(n) ~ 4" /(ny/mn), taigi pilnas perrinkimas yra labai neefektyvus.

Rekurencioji sasaja (3.1) duoda mums id¢ja, kaip rasti geriausia matricy daugybos
tvarka: perskyrus matricy seka M, M, ..., M, i du posekius M, ..., My ir My q,...,
M, reikia pasirinkti optimaliag daugybos tvarka pirmajame posekyje ir optimalia dau-
gybos tvarka antrajame posekyje. Pazyméje m;; maziausia operacijy skaiCiy, reikalinga
norint sudauginti bet kurias pradinés sekos matricas nuo ¢ iki j, t.y., matricas M;, M1,
..., M; (1 <1 < j < n)gauname rekurenciaja sasaja

{ mij = ig2j<mik + Mpyry +riarery), @< g, (3.2)

Naudodami Sia sasaja, mes galime i§ pradziy rasti optimalig bet kuriy dviejy i§ eilés
sekoje stovinCiy matricy daugybos tvarka (Siuo atveju vienintelé galima tvarka ir bus op-
timali), po to optimalig bet kuriy trijy i$ eilés stovinciy matricy daugybos tvarka ir t.t.,
kol rasime optimalig i$ eilés stovinCiy n matricy daugybos tvarka. Visas indeksy poras
1, 7, kurias perzitirés dinaminio programavimo algoritmas, galima pavaizduoti trikampe

matrica:

,2 .. 1,n—1 1,n
2 2,n—1 2,n

n—1n—1 n—1,n
n,n

Sunumeruokime §ios matricos istriZaines, pradedant nuo pagrindinés istriZainés ir ei-
nant deSinio virSutinio matricos kampo link: diag = 0,1, ..., n — 1. Kiekvienos jistriZai-
nés diag = ¢ elementy reikSmés priklauso istrizainése 0, 1, ...,7 — 1 stovin¢iy reikSmiy.
Taigi, pradéje nuo pagrindinés jstrizainés ir judédami deSinio virSutinio matricos kam-
po link, po n — 1 iteracijos rasime optimaly operacijy skai¢iy m,,. Tai daro procediira
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Matrix_Order, pateikiama Zemiau. Kitoje trikampéje matricoje best mes saugosime op-
timalias & reikSmes, kurios duoda minimuma formuléje (3.2). Naudodama $ias reikSmes,
procediira Show_Order(1, n) leis mums rekursyviai atstatyti optimalia matricy daugybos
tvarka.

procedure Matrix_Order(r)
n = size(r);
for i := 1 to n do m|i,i] := 0; end,;
for i :=1tondo
for j := 1 to n do best|i, j| := 0; end;
end;
for diag :=1ton — 1do
for : := 1 ton — diag do
J =1+ diag;
mli, j| == maxinteger;
fork:=1toj — 1do
mnew = m[i, k| + m[k + 1, j] +r[i — 1] - r[k] - r[J];
if mnew < m]i, j] then
mli, j| :== mnew; best[i, j] := k;
end;
end;
end;
end;
return m[1, n|, best

procedure Show_Order(3, j, )
if i« = j then write )/, else

k := best(i, j);

write "("; Show_Order(i, k); write "*"; Show_Order(k + 1, j); write ")";
end;

Akivaizdu, kad bendras abiejy algoritmy sudétingumas yra O(n?).

Pavyzdys 3.2.1. Tarkime, duotos 4 matricos My, My, M3, M, dydzio atitinkamai 10 x 20,
20 x 50,50 x 1ir 1 x 100. Gauname

m[1,2] = 10000, m[2,3] = 1000, m[3,4] = 5000,

m[1,3] = min{m|2, 3] + r[0] - r[1] - 7[3], m[1, 2] + r[0] - 7[2] - 7[3]} = 1200,

m[2,4] = min{m|3, 4] + r[1] - r[2] - r[4], m[2, 3] + r[1] - 7[3] - 7[4]} = 3000,

m[1,4] = min{m|2,4] + r[0] - 7[2] - 7[4], m[1, 2] + m[3,4] + r[0] - r[2] - r[4],
m[1,3] 4+ r[0] - r[3] - r[4]} = 2200,

o masyvas best atrodo taip: best[1, 2] = 1; best|[2, 3] = 2; best[3, 4] = 3; best[1, 3] = 1;
best[2,4] = 3; best[1,4] = 3. Tada procedura Show_Order(1, n) duoda tokia optimalia
$iy matricy daugybos tvarka: (M * (M * M3)) * M.
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3.2.3 Kuprinés uzpildymo uzdavinys

Vagis isibrové | sandélj, kuriame yra N rasiy daikty. Daikty dydZziai yra size[l], ...,
size[N], o ju vertés val[l], ..., val[N], kur size[i], val[i] € NVi = 1,..., N. Vagis turi
kupring, kurios talpa M € N. Kiek kiekvienos rusies daikty turi paimti vagis, kad jy
dydZiy suma nevirSyty kuprinés talpos, o ju bendra verté biity maksimali ? Bendra pripil-
dytos kuprinés daikty verte vadinsime kuprinés kaina. Toki pat uZdavinj tenka spresti ir {
Zygi i§siruoSusiam turistui.

Si uzdavinj galime apsukti i kito galo. Tarkime, kad mes kazkokiu badu uZpildéme
kupring. O dabar pagalvokime, kurios ruSies paskutini daikta vertéjo iSsirinkti. Tarkime,
kad mes Zinojome optimalias visy maZesniy kupriniy kainas cost[0], cost[1], . .., cost[M —
1]. Tada kiekvienos rasies ¢ daiktams mes galéjome patikrinti, kokia gausis kuprinés kai-
na, jei prie M — size[i] talpos kuprinés optimalios kainos mes pridésime i-osios rasies
daikto vertg val[i], ir iSsirinkti daikta, kuriam §i suma bus didZiausia.

Taip mes gauname rekurenciaja sasaja kuprinés kainai cost:

cost[0] =0,
cost[i| = m]\éfc{cost[i — sizelj]] + val[j]},
]:
kur maksimumas renkamas nagrinéjant tik tuos j, kurie tenkina salyga ¢ — size[j] > 0.
Taigi, mes galime dinamiskai rasti optimalia kaina visoms kuprinéms, kuriy talpa yra
mazesné uz M, o tada galésime gauti ir optimalia M talpos kuprinés kaing. Dinaminio
programavimo algoritmas atrodo taip:

procedure knapsack_packing(size, val, M, N)
for i := 1 to M do cost|i] := 0; end;
for j :=1to N do
for ¢ :=1to M do
if i — size[j] > 0 then
if cost|i] < cost|i — size[j]] + val[j] then
d

cost[i] := cost[i — size[j]] + val[j];
best[i] := j;
end;
end;
end;
end;

return cost, best;

Masyvas best yra naudojamas geriausiam kuprinés uzpildymui jsiminti. best[:] = j
reiSkia, kad optimaliai uZpildant kupring talpos ¢, paskutinj reikia déti j-osios rusies daik-
ta. Sio algoritmo sudétingumas yra O(M N). Taigi, jei kuprinés talpa auga ne grei¢iau,
kaip koks nors polinomas, t.y. M = O(N¥), tai dinaminio programavimo algoritmas taip
pat bus polinominio sudétingumo.

Pavyzdys 3.2.2. Tarkime, yra duota 5 rasiy daiktai (A, B, C, D ir E) ir yra Zinomi jy
dydZiai bei vertés:
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¢ 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

j g
costlif] 0 0 4 4 4 8 8 8 12 12 12 16 16 16 20 20 20
best[i] 1111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Jj=2
costli] 0 O 5 5 9 10 12 13 14 16 17 18 20 21 22
best[i] 1P 22 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2
j=3
costlif] 0 0 4 5 5 10 10 12 14 15 16 18 20 20 22 24
best[i] 1 221 3 2 1 3 3 1 3 3 1 3 3
] =
costf] 0 0 4 5 5 8 10 11 12 14 15 16 18 20 21 22 24
best|i] 1 221 3 4 1 3 3 1 3 3 4 3 3
j =
costif] 0 0 4 5 5 8 10 11 13 14 15 17 18 20 21 23 24
best|[i] 1 221 3 4 5 3 3 5 3 3 4 5 3
name|] A B BACDE CCE C C D E C

3.1 lentelé: Dinaminis kuprinés pakavimas sveikaskaitiniu atveju.

1 2 3 4 5

sized) 3 4 7 8 9
vallii 4 5 10 11 13
name[if, A B C D E

Kuprinés talpa yra 17. Pritaike algoritma, po 5 iteracijy gauname masyvus cost ir best,
vaizduojamus 3.1 lenteléje. Si lentelé rodo, kad paskutinis daiktas turi bati rasies C.
Kadangi jo dydis yra 7, o name[17 — 7] = C, tai prieSpaskutinis daiktas taip pat buvo
rasies C. Pagaliau prieSprieSpaskutinis daiktas buvo rasies A, nes name[3] = A. Taigi,
jei kuprinés talpa yra 17, tai optimalus sprendimas yra déti daiktus A, C, C, kuriy bendra
verté yra 24.

3.3 Paieska su grizimu

Sprendziant kai kuriuos kombinatorinius uZdavinius du aukSciau iSnagrinéti metodai
(“skaldyk ir valdyk™ bei dinaminis programavimas) gali biti nepritaikomi arba neefek-
tyvis. Tokiu atveju daznai belieka perrinkti visus galimus uzdavinio sprendinius ir i$si-
rinkti tinkama. Pilnas perrinkimas dar yra vadinamas brutalios jégos (brute force, angl.)
metodu.

Siame skyrelyje panagrinésime sprendiniy perrinkimo metoda, kuris yra efektyvesnis
uz brutalios jégos metoda. Naudojant §i metoda, blogiausiu atveju vis tiek tekty perrinkti
visus variantus, taciau vidutiniSkai perrinkimas gaunasi mazesnis.
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3.4 Pav.: Sprendiniy medis (neskaidis uzdaviniai pazymeéti staCiakampiais).

3.3.1 Sprendiniy medis

Daznai pradinj uzdavini F, galima suskaidyti i kelis dalinius uzdavinius P, ..., P, ku-
riuos i§sprendg gausime uzdavinio F, sprendini. Kiekvieng dalini uZdavinj P; veél galime
suskaidyti 1 mazesnius uzdavinius Py, , . .., Py, ir t.t. UZdavinj vadiname neskaidZiu, jei:

(a) galime lengvai rasti to uzdavinio optimaly sprendini;

(b) galime parodyti, kad to uzdavinio optimalus sprendinys bus blogesnis uz kita, jau
gauta, sprendini;

(c) uzdavinys yra neleistinas, t.y., jis neturi sprendinio.

Taigi, uzdavini F, atitinka medis, kurio Saknis yra pradinis uZzdavinys F, o lapai yra
neskaidiis uzdaviniai (Zr. 3.4 pav.). Naudojant §i medj, i$ kai kuriy daliniy uzdaviniy
sprendiniy mes gauname pradinio uzdavinio sprendini. Todél Sis medis yra vadinamas
sprendiniy medZiu. Priklausomai nuo uzdavinio, galima naudoti jvairias sprendinio pa-
ieSkos sprendiniy medyje strategijas. PavyzdZiui, sprendZiant keliaujancio pirklio uzda-
vinj arba ieSkant i§¢jimo i$ labirinto yra naudojama paieska gylyn. leSkant grafo mini-
malaus karkaso arba trumpiausio kelio tarp dviejy grafo virSiiniy yra naudojama paieska
platyn. Brutalios jégos algoritmas perZzilri visas sprendiniy medzio virSiines ir randa opti-
maly sprendinj. Godus algoritmas kiekvienoje virSiunéje renkasi lokaliai geriausia medzio
briaung. Tokiu budu godus algoritmas perziiri tik vieng sprendiniy medZio Saka ir gauna
sprendini, kuris nebiitinai yra optimalus. PaieSka su griZimu yra tarpinis metodas tarp Siy
dviejy krastutinumy. PaieSka su griZimu perZzitri dalj sprendiniy medZio ir randa optima-
ly sprendinj. Geriausiu atveju pakaks perziiiréti vieng medZio Saka, blogiausiu atveju teks
perziuréti visg sprendiniy medi.

Pastaba 3.3.1. Sprendiniy medis ir paieSkos tokiame medyje efektyvumas priklauso nuo
pasirinkto pradinio uzdavinio skaidymo | maZesnius btuido. Pavyzdziui, sprgsdami ke-
liaujancio pirklio uzZdavinij 1§ pirmo miesto, galime visus galimus sprendinius suskirstyti i
n— 1 grupg: sprendiniai, | kuriuos jeina briauna (1, 2), sprendiniai,  kuriuos jeina briauna
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(1,3), ..., sprendiniai, i kuriuos jeina briauna (1,n). Taciau galimus marSrutus galima
skaidyti ir | dvi grupes: sprendiniai, i kuriuos jeina briauna (1, 2), ir sprendiniai, i kuriuos
§i briauna nejeina.

3.3.2 Paieskos su grizimu algoritmas

PaieSka su griZzimu — tai paieskos sprendiniy medyje budas, kurj galime taikyti kai spren-
diniai tenkina tam tikras savybes.

Tarkime, kad sprendinj galima uzrasyti vektoriumi (aq,as,...), kur a; € A;, ir A;
yra pilnai sutvarkytos aibés. Pradéje nuo tuséio vektoriaus () ir pazymeéje S; C A; aibg
galimy kandidaty i a1, imame a; = min .Sy (t.y., pirmajj aibés S; elementa) ir gauname
dalinj sprendinj (a1). Toliau nagrinéjame Sy C A, ir t.t., kol randame neskaidaus da-
linio uzdavinio sprendinj (a4, ...,a,) arba uzdavinys tampa neleistinas. Jei sprendinys
(aq,...,a,) néra optimalus, griZztame sprendiniy medyje vienu lygiu aukstyn ir renkamés
kita kandidata i a,, vieta. Jei perrinkus visus aibés 5, elementus, mes vis dar nerandame
optimalaus sprendinio, tada griZtame { n — 1 lygi, renkamés nauja kandidata i a,,_; vieta
ir vél leidziames i lygi n. Si paieskos su grizimu metoda galima aprasyti tokia procedi-
ra:

procedure backtracking(Ay, ..., A,)
k:=1;
Sy 1= geri(Ay); /* Medzio Saky atkirtimas */
while £ > 0 do
while (S, # () do
ay := min(Sk);
Sk = Sk \ {ak};
if ((aq, ..., ax) yra leistinas galutinis sprendinys then save (a1, ..., a); end;
k=k+1;
Sy 1= geri(Ay); /* Medzio Saky atkirtimas */
end
k := k — 1; /* Grizimas */
end

3.3.3 n valdoviy uzdavinys

Turime Sachmaty lenta n x n (n > 1). Reikia joje sustatyti n valdoviy taip, kad né viena
valdove negrasinty né vienai kitai valdovei (valdové grasina visiems tos pacios vertikalés,
kurioje ji stovi, laukeliams, o taip pat visiems tos pacios horizontalés ir visiems dviejy
istrizainiy laukeliams). Atlikus pilng perrinkima nesunku jsitikinti, kad kai n = 2, 3, uz-
davinys neturi sprendinio. Kai n = 4, gana nesunkiai rasime galimg sprendinj. Taciau kai
n = 8 (klasikiné Sachmaty lenta), uzdavinys jau tampa sunkiai jveikiamas be kompiuterio
pagalbos.

Pabandykime 8 valdoviy uzdaviniui pritaikyti paieSkos su griZimu algoritma. Bruta-
lios jégos metodas duoda C8, ~ 4,4 - 10° varianty. Akivaizdu, kad dvi valdovés negali
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3.5 Pav.: 4 valdoviy uzdavinys.

stoveéti vienoje horizontaléje bei vienoje vertikaléje. Tai reiSkia, kad kiekvienoje verti-
kaléje ir kiekvienoje horizontaléje bus lygiai po 1 valdove! Taigi, sprendinius galime
vaizduoti vektoriais (vq, vg, . . ., vg). Toks sprendinys reiskia, kad 1-o0ji valdové stovi lau-
kelyje (1, v1), 2-0ji valdové laukelyje (2, v;) ir t.t. Be to, kadangi v; # v,, kiekvienas
sprendinys yra skaiCiy 1,2, ..., 8 kélinys. Taigi, lieka 8! = 40320 galimy sprendiniy, ku-
riuos galime pavaizduoti sprendiniy medziu (medis turés 8! lapy). To medzio Saknis bus
tuscias sprendinys (), t.y. tus¢ia Sachmaty lenta. Pirmoje horizontaléje galime pastatyti
1-a valdove i bet kurj laukel; v; = 1,2,...,8. Kadangi radus pozicija, kur 8 valdovés
negrasina viena kitai, mes gauname, kad ir Siai pozicijai simetriSkos lentos vidurio lini-
jos atzvilgiu pozicijos (o taip pat pozicijos, gaunamos pasukus lentg 90, 180 arba 270
laipsniy kampu) tenkina $ig savybe, tai pakanka nagrinéti 4 galimus kandidatus { v; vieta:
vy = 1,2,3,4. Kadangi lentos kampe (juy yra 4) gali stovéti tik viena valdove, tai mes
galime pirmos valdovés nestatyti i laukeli v; = 1, nes tokj sprendinj mes gausime pasukge
reikiamu kampu pozicija, kur valdove stovi kitame lentos kampe. Lieka 3 kandidatai i v4
vieta, taigi sprendiniy medZio lapy skaicius sumazéja iki 3 - 7! = 15120.

Tarkime, 1-aja valdove statome i laukelj (1,2) (t.y., v; = 2). Bandydami 2-3 valdove
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statyti i laukelius (2, 1) arba (2, 3), i§ karto gauname neleistinus sprendinius. Lieka lau-
kelis (2,4). Tada 3-iai valdovei tinka laukelis (3, 1) ir t.t. Nukirsdami sprendiniy medZio
pomedZzius su Saknimis (2, 1) ir (2, 3), mes atkirtome dvi dideles Sakas su 2 - 6! = 1440
lapy. Taigi, paieSka su griZimu §j uZdavinj sprendZia labai efektyviai.

Pav. 3.5 matome sprendiniy medj, kuris gaunasi sprendZiant 4 valdoviy uzdavinj paies-
kos su grizimu metodu. Skaiciai greta pozicijy Zymi medZio virStiniy apéjimo tvarka.
Naudojanti simetrijomis vidurio linijos atzvilgiu ir posikiais, 1-ai valdovei lieka vienin-
telis laukelis (1, 2). Pilnas sprendiniy medis turi 1+ 1+3+6+6 = 17 virSaniy. Sprendinj
gauname, perzitreje tik 7 virSiines.

3.3.4 Aibiy skaidiniai

Aibés A = {aq, . .., a,} denginiu vadiname netus¢ia jos poaibiy Seima B = { By, ..., By}
(B; C A), dengiancig aib¢ A: A C By U---U By. Jei aibés B; poromis nesikerta, t.y.,
B; N B; = (), tai Seima B vadiname aibés A skaidiniu.

Minimalaus skaidinio uzdavinys. Duotas aibés A denginys B = { By, ..., By} ir poai-
biy B; kainos ¢;. ISrinkti i§ denginio B pigiausia aibés A skaidini, t.y. rasti By C B: B
— aibés A skaidinys ir

kiekvienam A skaidiniui C C B.

Pavyzdys 3.3.1. Tegu A = {a,b,c,d,e, f}, By = {a,b}, By = {c,d}, By = {e, f},
By = {CL,C,@}, Bs = {G,C,f}, Bg = {badve}a Br = {bvd>f}> B = {Bla'--7B7}’ ir
kiekvieno poaibio B; kaina yra lygi 1. Nesunku jsitikinti, kad minimalus aibés A skaidi-
nys bus By = { By, B}, kurio kaina yra lygi 2.

Minimalaus skaidinio uzdavinys turi jvairius pritaikymus. Pateiksime tik vieng i$ ju.
Tarkime, kazkoks sandélys ar didmeninés prekybos bazé aptarnauna n uzsakovy, kuriems
reikia pristatyti jvairius produktus, laitkomus Siame sandélyje. Kadangi ty produkty kie-
kiai néra dideli, tai keliems uZsakovams juos galime pristatyti viena maSina. Yra Zinoma
k tokiy marSruty, kai masina iSvyksta i§ sandélio, aplanko keleta uzsakovy ir vél griz-
ta i sandeli. Siy marsruty ilgiai yra cq,...,c,. Reikia surasti, kiek maSiny ir kokiais
marsrutais reikia pasiysti, kad biity aptarnauti visi uzsakovai ir kad marSruty ilgiy suma
buty minimali. Pazyméje uzsakovy aibe raide A: A = {uy,...,u,}, kiekvieng marSru-
ta, aplankantj uzsakovus wu;,, ..., u;, , galime laikyti aibés A poaibiu {u;,,...,u;, }, ir
gauname minimalaus skaidinio uzdavinj.

Kiekviena n-aibés k-denginj atitinka dvejetainé matrica, turinti n eiluciy ir £ stulpe-
liy. Sios matricos stulpeliai yra poaibiy B; charakteringieji vektoriai x(B;) = (k1, ...
kn) € {0,1}", tokie, kad

)

'_{1, jeia; € B,
"0, jeias ¢ B
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Pavyzdziui, auksciau pateikto 3.3.1 pavyzdZio denginj 3 atitinka matrica

1 00 1 1 00
100 0 0 11
01 01 1 00
010 0011
0 01 1010
0 01 01 01

Denginj B atitinkanciai dvejetainei matricai minimalaus skaidinio uzdavinys skamba taip:
iSrinkti maziausig skaiciy stulpeliy tokiy, kad kiekvienai eilutei ¢ = 1,... n lygiai vieno
i$ Siy stulpeliy i-asis elementas bty lygus 1 (o kituose stulpeliuose Sioje eilutéje stovéty
visi nuliai).

Taikysime minimalaus skaidinio uZdaviniui paieSka su griZimu. Pirmiausia dengini
B atitinkanc¢ios matricos stulpelius suskaidome i n bloky (po viena kiekvienam aibés A
elementui) taip, kad i-ojo bloko stulpelius atitinkantys poaibiai turéty elementa a;, bet
neturéty né vieno i$ elementy ay, ..., a;_;. Kai kurie i$ Siy bloky gali biiti tusti. Bloko
viduje stulpelius iSrikiuojame juos atitinkanciy poaibiy kainy augimo tvarka. Po Siy matri-
cos pertvarkymy poaibius B; pernumeruojame tvarka, atitinkancia nauja stulpeliy tvarka.
Tarkime, kad denginys B = {S,..., Sk}, kur {S4,..., Sk} yra poaibiai {B;,..., By}
iSdéstyti nauja tvarka.

PavyzdZziui, auksSciau pateikta 3.3.1 pavyzdi atitinka pertvarkyta matrica

11 100 0[0]0
1001 1]0]0
o1 1j0 010
M=10 0011 1]1]0]
01 0[10]0]1
00 1]0 1]0]1

sudaryta iS bloky M, My, Ms, Ms. Bloka M; sudaro stulpeliai, atitinkantys poaibius
Sy = By, Sy = By ir S3 = Bs, bloka M, sudaro stulpeliai, atitinkantys poaibius Sy = Bg
ir S5 = By, bloka M3 sudaro stulpelis, atitinkantis poaibj S¢ = Bs, ir bloka M5 sudaro
stulpelis, atitinkantis poaibj S; = Bs.

Pazymeékime dalinj minimalaus aibés skaidinio uZdavinio sprendinj tam tikru algorit-
mo vykdymo momentu S, jo kaing — ¢, geriausig aibés A skaidini, rasta iki Sio momento,
-8 , 0 jo kaing — ¢. Aibé E C A bus aibé visy poaibiy S; € S padengty aibés A ele-
menty.

1. Konstruojame bloking matrica M ir priskiriame pradines reikSmes:
S:=0; E:=0; c:=0; ¢:= co.

2. pr=min{i |, ¢ E};
Aibe S? pazymime Zyme, rodancia, kad i aibé yra panaudota.
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3. Pradedant nuo paZymétos aibés bloke p, nagrinéjame aibes S? ju indekso 7 didéjimo
tvarka.

(a) Jei randame aibg S¥ tokia, kad S¥ N E' = () ir ¢ 4 ¢} < ¢ (kur ¢} yra aibés S
kaina), tai pereiname i Zingsni 5.

(b) Priefingu atveju (t.y. jei blokas p uZsibaigé arba radome aibe S¥ tokia, kad
¢+ ¢ > ©), pereiname i Zingsnj 4.

4. Dalinio sprendinio S pagerinti nebegalima. Jei S = () (t.y. baigési 1-asis blokas),
tai STOP; geriausias sprendinys yra S.
Priesingu atveju paSaliname i$ sprendinio S paskuting aibe S!, pakeic¢iame jo kaina:
¢ := ¢ — ¢\, pasaliname aibés S} elementus i§ £: F := E \ S!, pazymime aibe
St 41> paSaliname ankstesng¢ Zyme bloke p := [ ir pereiname i Zingsnj 3.

5. Papildome sprendini: S := SU{S}}, £:= EUS}, c:=c+c.
Jei rastas pilnas sprendinys, t.y. E = A, tada atnaujiname geriausias reikSmes
S:=8,¢:=cir pereiname { Zingsnj 4.
PrieSingu atveju pereiname i Zingsnj 2.

Pastaba 3.3.2. Jei $io algoritmo 4-ame Zingsnyje aibé S. bloke ! buvo paskuting, tai
algoritmas griZes i Zingsnj 3 neranda aibés S}, 41 ir vél pereina j Zingsnj 4, t.y., i$ sprendinio
S pasalina dar vieng aibe.

Pritaikysime paieskos su griZzimu algoritma pavyzdziui 3.3.1. Gauname:
E:=0,c:=0, ¢:=oc;
S =151}, E:={a,b}, c:=1,
S :={51,S8}, E:={a,b,c,d}, c:
S :={51, 86,57}, E:={a,b,c,d,e, f} A, c:=3,8:={5,5 5}, ¢
1;56} C —2 E —{Cled} D =3
Si}, c:=1, E—{ab} p:=1;
c:=0, E:=0
52} E :={a,ce}, c:=1;
LS ={5,, 85}, E:={a,bc.de, f} =A, c:=2,8 :={5,,85}, ¢:=2;
Se}, c:=1, E:={a,ce}, p:=1;
c:=0, E:=0;
{Ss}, Bi={a,c, f}, e = L
=0, ¢c:=0, E:=(; STOP.
Taigi, optimalus sprendinys yra S := {S,, S5}, kurio kaina lygi 2.

(IR I
@r—*ﬂ N’,—M‘S«r—Am—Aﬂ}“P"J—‘S

C/)O)C/)@ C/)C/)CQC/)T?@“@ 0)
i

3.4 Sakuy ir réziu metodas
Saky ir réZiy metodas — tai paieska su grizimu, kai mes optimizuojame tikslo funkci-
ja Cost, ty., sprendZiame optimizavimo uzdavini Cost — min ir mokame sprendi-

niy paieSkos medZio pomedZiuose gaunamy sprendiniy kainag i§ anksto aprézti i§ apa-
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¢ios apréZiancios funkcijos Bound pagalba. Taigi, Saky ir réZiy metoda charakterizuoja
4 poZymiai:

1. Sprendiniams S = {ay, ..., a;} yra apibréZta jy kaina Cost, turinti Sias savybes:
e Cost > 0;
e Cost(ay,...,ax—1) < Cost(ay,...,ax), pavyzdziui, daznai funkcija Cost

tenkina lygybe Cost(ay,...,a;) = Cost(ay,...,ar_1) + Cost(ay).

2. Sprendiniams S = {ay,...,a;} yra apibréZztas juy kainos apatinis rézis Bound,
turintis Sias savybes:

e Bound(ay,...,a;) > Cost(a,...,a;) vidinéms sprendiniy medZio virsa-
néms, t.y. daliniams (dar ne pilniems) sprendiniams ir

e Bound(ay,...,ar) = Cost(ay,...,a) medzio lapams, t.y., galutiniams
sprendiniams.

3. Yra pateiktas sprendiniy paieskos iSsiSakojimo i naujas Sakas budas, t.y., aibiy A;,
naudojamy paieskos su grizimu algoritme, parinkimo budas.

4. Yra pasirinkta kokia nors medZio virSuiniy perrinkimo strategija. Galimos strategi-
jos yra DFES (paieska gylyn, depth-first search angl.), BES (paieSka platyn, breadth-
first search angl.), BeFS (geriausios virS§tinés prioritetinio pasirinkimo strategija,
best-first search angl.) ir kitos. Strategija BeFS Saky ir réZiy metode rekomen-
duoja kiekviena karta rinktis ta medZio virSiing, kurios rézis yra maZziausias i$ dar
nenagrinéty medzio virSuniy.

Zinoma, Saky ir réZiy metodas tinka ir tiems uZdaviniams, kur reikia rasti maksimalios
vertés sprendinj (Cost — max), tik tada reikia naudoti virSutinius réZius ir rinktis virSting
su didZiausiu réziu.

Pateiksime bendrg Saky ir réZiy metodo algoritma, laikydami, kad naudojamés misria
DFS-BeFS strategija, t.y., sprendiniy medyje vykdome paieska gylyn, tik pasirenkant
kurig nors i k£ galimy Saky renkamés ne iS eilés, o pagal maZiausia apatinj rézj.

procedure branch&bound (4, ..., A,)

MinCost .= oo,

Cost = 0;

k:=1;

for a € A, do rasti Bound(a); end,;

S1 = Ay

while £ > 0 do

while (S; # 0 and Cost < MinCost) do

ap = a € Si: Bound(ay, ..., ax_1,a) = mineg, Bound(ay, ..., ar_1,b);
Sk = Sk \ {ak};
Cost := Cost(ay, .. .,a);
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if ((aq,...,ax) yraleistinas galutinis sprendinys and Cost < MinCost) then

MinCost := Cost; i§saugoti (aq, . . ., a;) end;
k:=k+1;
for a € Ay do rasti Bound(ay,...,a;_1,a); end;
Sk :={a € Ay: Bound(ay,...,ax_1,a) < MinCost};
end
ki=k-—1;
Cost := Cost(ay,...,a);
end

Pademonstruosime Saky ir réZiy metodo taikyma keliaujancio pirklio ir darby paskirs-
tymo uZdaviniams.

3.4.1 Keliaujancio pirklio uzdavinys (KPU)

Keliaujancio pirklio uzdavinys (KPU) (angl. TSP — traveling salesman problem). Duo-
ta n miesty {1,2,...,n} ir atstumy tarp ty miesty matrica C' = (C|[i, j]), kur C|[i, j] =
dist(é,7) > 0. Reikia rasti trumpiausia marSruta per visus miestus, kuris per kiekviena
miestg praeina lygiai vieng karta. Tokj uZzdavinj tenka spresti keliaujanc¢iam pirkliui, kuris
nori aplankyti keleta miesty, parduoti ten savo prekes ir griZzti | pradini miesta, kuriame jis
gyvena. Tai bene labiausiai iSgarséjes kombinatorinis uZzdavinys, kuriam daug mety bu-
vo bandoma surasti polinominio sudétingumo algoritma arba jrodyti, kad tokio algoritmo
neegzistuoja. Deja, niekam nepavyko padaryti nei viena, nei antra.

Si uzdavinj spresime bendriausiu atveju, laikydami, kad atstumy matrica néra simetri-
né, ir atstumai netenkina trikampio taisykles C[i, j| < C[i, k] + Clk, j]. Tokia situacija,
kai atstumas 1§ miesto ¢ | miesta j skiriasi nuo atstumo i§ miesto j | miesta ¢, praktiSkai gali
pasitaikyti dél vienos krypties keliy ir kity priezasCiy. Taigi, perfrazuojant KPU uzdavinj
grafy kalba, mums reikia orientuotame svoriniame grafe rasti trumpiausia Hamiltono cik-
la. Fiksuojant pradinj miesta, kuriame gyvena musy pirklys, gauname (n — 1)! skirtingy
Hamiltono cikly (i§ pirmo miesto galima eiti | bet kurj i§ miesty 2, 3, . . ., n, i$ kiekvieno
1S Siy miesty galima eiti | bet kurj 18 likusiy 7 — 2 miesty ir t.t.). Taigi, sprendZiant §j uzda-
vinj brutalios jégos algoritmu, sudétingumas buty L(n) = O(n!) (kai kiekvienas miestas
su kiekvienu kitu miestu yra sujungti keliais, neinanciais per kitus miestus), nes marSruty
skaiCiy dar reikéty dauginti i§ O(n) operaciju, reikalingy 1 marsruto ilgiui apskaiciuoti.

Taikysime KPU uzdaviniui Saky ir réziy metoda:

1. MarSruto M = i; — iy — - -+ — i kaina Cost(iq,. .., i) = Cliy, is] + Clia, i3] +
-+« + Clig_1, i yra neneigiama funkcija ir tenkina nelygybe

COSt(’il, ce ,Z'kfl) S COSt(il, Ce ,Zk) = COSt(il, Ce ,’L'kfl) -+ C[Z'kfl, Zk]

2. Kadangi i§ kiekvieno miesto turime kazkuriuo keliu iSeiti, tai kiekvienas miestas 7 {
optimalaus marsruto kaing ine$ indéli, ne mazesnj uz trumpiausio kelio i§ miesto ¢
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ilgi min;; C[i, j]. Taip gauname preliminary apatinj réZj bet kurio marsruto ilgiui:

Cost(M) > zn: 7ién Cli, 7].

i=1 77"

Taciau mes turime ne tik iSeiti i§ kiekvieno miesto, bet turime ir pro kazkur i ji
ateiti. Todél mes turime jvertinti ir jeinanciy keliy ilgius. Kadangi bet kuris kelias
¢ — j miestui j yra jeinantis, 0 miestui ¢ iSeinantis, tai mes negalime i§ karto
ivertinti jeinanciy keliy indélio per matricos C' stulpeliy minimumus. Pirmiausia
reikia matrica C' suprastinti, i$ kiekvieno jos elemento atimant eilutés, kurioje stovi
tas elementas, maziausia elementa (kad mums netrukdyty nuliai, atstuma iS bet
kurio miesto | save mes laikome begaliniu: C[i,i] = oo Vi = 1,..., n). Suprasting,
gauname matrica C’. Dabar jau galime rasti apatinj jvertj, kuris tinka bet kuriam
marSrutui. Kadangi jokio marsruto dar neturime, tai yra sprendinys (a1, . .., a) (Zr.
branch&bound algoritma) dar yra tus¢ias, tai $i rézj Zymeésime Bound(():

n n
Bound(0) = ijin Cli, 7] + Z min C'[i, 7].
=1 7j=1
Veéliau, kai marSrutas ilgés, atstumy matricoje veél atsiras keliy, kuriy ilgj reikeés
iskaityti 1 ieSkomo marSruto ilgi, ir apatinis réZis tam marSrutui augs.

. Sprendiniy medj Sakosime atsizvelgiant | tai, ar mes | ieSkoma marSrutg jtraukiame
konkrety kelig ¢« — 7, ar ne. Taigi, pirmame sprendiniy medzio lygyje visi galimi
marSrutai pasidalins | dvi grupes: marSrutai, | kuriuos jtrauktas pasirinktas kelias
¢ — j ir marSrutai, kuriuose néra Sio kelio. Kiekviena grupé vél dalinsis | dvi
grupes, priklausomai nuo to, ar { marsrutg itrauksime kazkokj kita kelig ir t.t.

Apibrésime taisykle, pagal kuria mes renkamés Sakojimui naudojama kelia @ — j.
Suprastinus prading atstumy matrica C' pagal eilutes ir stulpelius, gauname mat-
rica C”, kuri kiekvienoje eilutéje ir kiekviename stulpelyje turi nuliniy elementy.
Tarkime, Ci, j] yra toks elementas. Tada tuose marSrutuose, kuriuose nebus kelio
1 — j, biitinai turés bati du keliai « — kirl — 7, kur k # j ir [ # i. Todél visiems
tokiems marSrutams jy apatinis rézis dar padidés dydziu
o o ity e Ty -
Dli, j] = %1;510 i, k] + 1?7510 [k, 7].

Kadangi mes stengiamés atkirsti kuo daugiau pomedziy, tai siekiame, kad apatiniai
réziai buty kuo didesni. Taigi, Sakojimui naudojamo kelio pasirinkimo taisyklé yra
tokia: imame pora (4, j), tokia, kad C"[i, j] = 0 ir

Dii,j] = k,l;é%%c}j]:oD[k’ ).

. Naudosime BeFS strategija: iS visy dar nenagrinéty, bet jau turinéiy réZius, spren-
diniy medzio virSiiniy mes rinksimés virSting su maziausiu réziu.
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3.6 Pav.: Sprendiniy medis, gaunamas taikant KPU uZdaviniui Saky ir réZiy metoda.

Pavyzdys 3.4.1. Duota atstumy tarp miesty matrica

oo 25 40 31 27
5 oo 17 30 25
C=119 15 oo 6 1
9 50 24 oo 6
22 8 7 10 o0

Rasti trumpiausia Hamiltono cikla M.
Pirmiausia prastiname matrica:

oo 25 40 31 27\ |—2b5 o 0 15 6 2
5 oo 17 30 25 -5 0 oo 12 25 20
C=119 15 oo 6 1 -1 — C =118 14 o 5 0
9 50 24 o~ 6 —6 3 44 18 oo 0
22 8 7 10 o© -7 15 1 0 3 o
-3
oo 0 15 3 2
0 oo 12 22 20
— C"=118 14 oo 2 0
3 44 18 oo 0
5 1 0 0 o0
Gavome apatinj rézi Bound(()) = 47. Norédami iSsirinkti optimaly kelig Sakojimui,

matricos C” nuliniams elementams apskaic¢iuojame réZio pokyc¢ius D[, j]: D[1,2] = 3,
D|2,1] = 15, D[3,5] = 2, D[4,5] = 3, D[5, 3] = 13, D5, 4] = 2. Taigi, visus marSrutus
skaidome { dvi grupes: (1) marSrutai, i kuriuos jeina kelias 2 — 1, ir (2) marSrutai, | ku-
riuos §is kelias nejeina. Atitinkamas sprendiniy medZio virSiines pazymime 21 ir 21 (Zr.

3.6 pav.).

Virsané 21 gauna rézj Bound(21) = Bound()) + D|2,1] = 62. Apskailivosime vir-
Sunés 21 rézi. Kadangi kelias 2 — 1 tikrai priklauso visiems $io pomedZio marSrutams,
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galime iSbraukti matricos C antrg eilutg ir pirma stulpeli. Gauname matrica C'; (Salia eilu-
iy ir stulpeliy raSome likusiy miesty Zymes, kurias toliau naudosime matricos elementy
indeksavimui):

2 3 4 5
1/c0 15 3 2
O = 314 oo 2 0
41 44 18 oo O
5\'1 0 0 oo
Matricos C; elementas C1[1,2] = oo, nes jis atitinka kelia 1 — 2, kurio nebegalima

naudoti, nes jau buvo panaudotas kelias 2 — 1. Atéme i§ pirmos eilutés 2 ir i§ antro
stulpelio 1, randame suprastinta matricg

2 3 4 5
/oo 13 1 0
cr_ 3|13 00 2 0
174143 18 o 0
50 0 0 oo

ir virS§tinés 21 rézj 47 + 3 = 50. IS matricos C| randame, kad toliau sprendiniy medj
Sakojame, naudodami kelig 4 — 5. VirSuné 45 gauna rézj 50 + D[4, 5] = 68. ISbrauke
matricos C7 ketvirta eilutg ir penkta stulpeli, randame nauja matrica Cs, ja prastiname:

2 3 4 2 3 4

1foo 13 1 1foo 12 0
Co=3113 0 2| — Cy=311 oo 0
o\ 0 0 O 5\ 0 0 O

ir randame virStunés 45 rézi 50 + 3 = 53. Toliau Sakojame, naudodami keliag 1 — 4.
Vir§tné 14 gauna rézj 53 + D[1,4] = 65. I§brauke matricos C} pirma eilute ir ketvirta
stulpeli, gauname matrica

2 3

3/11 oo
(%_5<0 0)’

1§ kurios matyti, kad 1§ miesto 3 privalome eiti | miesta 2, o 1§ miesto 5 tada lieka eiti tik
1 miesta 3. Kadangi radome gauto trivialaus dalinio uZdavinio sprendini, tai virSuné 14
yra nebeskaidoma, t.y., ji yra sprendiniy medZio lapas. Musy rastas marSruto M; = 2 —
1 —4—5—3— 2ilgis yra Cost(M;) = 53 + C3[3, 2] = 64.

Kadangi Bound(45) > 64 ir Bound(14) > 64, tai atkertame sprendiniy medZio
pomedZius su Saknimis 45 ir 14. Liko i$nagrinéti pomedj su $aknimi 21. Tai palickame
kaip uzduotj skaitytojui. Siame pomedyje ir slepiasi optimalus marsrutas Mot =2 —
3—5—4—1— 2, kurio ilgis yra 62.

Koks Saky ir réZiy metodo sudétingumas KPU uzdaviniui? Aisku, tai priklauso nuo
duomeny ir blogiausiu atveju gali tekti perrinkti visus (n— 1)! marSruty. Eksperimentiskai
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buvo apskaiCiuota, kad atsitiktinei atstumy tarp miesty matricai vidutinis sudétingumas
yra Lyon(n) = O(1.26") (7r. [RND, p. 145]).

3.4.2 Darbu paskirstymo uzdavinys (DPU)

Darbu paskirstymo uzdavinys (DPU) (angl. JAP — job assignment problem). Duo-
ta n asmeny A = {ay,aq,...,a,} ir n darby D = {d;,ds,...,d,} bei darby kainos
matrica C, kurios elementai C[i, j| nurodo suma, kurig reikés sumokéti asmeniui a;, jei
jam paskirsime darba d;. Reikia rasti optimaly darby paskirstyma, t.y., tokia bijekcija
f:A{L2,...,n} —{1,2,...,n}, kurios kaina

n

Cost(f) =Y Cli, f(i)] = min _ Cost(g),

i1 g:I—1 bijekcija

kur indeksy aibg {1,2, ..., n} pazyméjome I. Kitaip sakant, kiekvienai matricos C eilutei
i reikia priskirti vienintelj matricos C' stulpelj f(7), taip, kad skirtingoms eilutéms bity
priskirti skirtingi stulpeliai ir tokio priskyrimo kaina buty maziausia. AiSku, kad visy
galimy tokiy bijekcijy yra n!, taigi brutalios jégos algoritmas atlikty L(n) = O(n - n!)
operacijy. Patikrinsime, ar §is uZdavinys tenkina savybes, reikalingas norint taikyti Saky
ir réZiy metoda:

1. Daliniai $io uzdavinio sprendiniai bus injekcijos {1,2,...,k} — {1,2,...,n}, ku-
rias Zymésime J = (j1, J2, - - ., Jx), Kur j; reiskia stulpelio numeri, priskirta eilutei
i. Tokiy injekcijy kaina Cost(J) = ¥, C[i, j;] yra neneigiama funkcija ir tenkina
nelygybe

COSt(jl, Ce ,jk_l) S COSt(jl, R >jk) = COSt(jl, RN ;jk—l) + C[]k—l;]k]

2. Panagrinésime dvi apréZiancias funkcijas, kurias galima taikyti Siam uzdaviniui:

Bound:(ji,. .., jx) = Cost(j1, ..., k) + D mjin Cli, 7]
i=k+1

ir
n
Bounds(ji, ..., jk) = Cost(ji,...,jx) + »_ minC[i, j],
i=k+1 7

kur pirmasis réZis grindziamas tuo, kad priskyrus darbus pirmiesiems &k asmenuy,
likusiems n — k£ asmeny taip pat turésime priskirti darbus, ir tai mums maZiausiai
kainuos tiek, kiek gautysi kiekvienam asmeniui priskirus pigiausia darba. Antrasis
réZzis gaunamas panasiai, tik i§ visy galimy darby jau atmetame pirmyjy k& asmeny
uZimtus darbus su numeriais i§ aibés J = (ji, ..., jx). Akivaizdu, kad Sios apreé-
ziancios funkcijos tenkina nelygybes

BOU’ﬂdQ(jl, SR 7jk) 2 BOUTLdl(jl,. .. 7.]k) Z OOSt(jlu SR 7]]6)
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N
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3.7 Pav.: Sprendiniy medzio, gaunamo DPU uZdaviniui naudojant apréZiancia funkcija
Bound,, fragmentas.

3. Sprendiniy medj lygyje £ = 1,2,...,n — 1 Sakosime pagal tai, kurj i§ likusiy
n + 1 — k darby mes priskirsime darbininkui su numeriu k. Sprendiniy medZio
vir§anes Zymésime ji|Clk, ji|, kur ji € I\ {j1,...,jr—1} — k-ajam darbininkui
priskiriamo darbo numeris.

4. Naudosime miSria DFS-BeFS strategija: sprendiniy medyje vykdome paieSka gy-
lyn, o lygyje k pasirenkant kuria nors i§ n + 1 — k£ galimy Saky renkamés ne i§ eilés,
0 pagal maziausia apatinj réZi.

Pavyzdys 3.4.2. Duota darby kainy matrica

)
10

2
C=1|2
5 7

W 1 =~

Rasti optimaly darby paskirstyma Jop = (j1, J2, j3)-
1. Sprendziame duota uzdavinj, taikydami pirmaja apréZiancia funkcija Bound;. Tu-
rime: ,
Bound;(0) = ijin Cli,j]=T17.
i=1
Pirmame sprendiniy medZio lygyje turime 3 virSanes 1|2, 2|4 ir 3|5 su réZiais atitinkamai
7, 9ir 10 (7r. 3.7 pav.). Pagal BeFS strategija renkamés viriing 1|2. Si vir§iné turés
du pomedzius su Saknimis 2|7 ir 3|10, kuriy réZiai bus 16 ir 15. Pagal BeFS strategija
renkamés virSung 3|10 ir joje gauname pirma sprendinj JJ; = (1,2, 3), kurio kaina yra
Cost(J;) = 15. Kadangi vir§anés 2|7 réZis yra didesnis uz 15, tai ja atkertame. Toliau
griztame i pirma lygj, renkamés vir§ang 2|4 ir t.t. Paliekame skaitytojui kaip uzduoti
isitikinti, kad Siam uzdaviniui teks perziaréti beveik visa sprendiniy medi, kol rasime
optimaly darby paskirstyma Jops.
2. Naudojant antraja apréZiancia funkcija Bound,, turime:

3
Boundy(0) =Y minC[i, j] = 7.
J

i=1
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3.8 Pav.: Sprendiniy medis, gaunamas DPU uZzdaviniui naudojant apréZiancia funkcija
Bounds.

1 Zaidéjo €jimas

2 zaidéjo €jimas

Ne)
@)

3.9 Pav.: Zaidimo kryZiukai—nuliukai medZio fragmentas.

Dabar pirmame sprendiniy medzio lygyje turime 3 vir§anes 1|2, 2|4 ir 3|5 su réZiais ati-
tinkamai 12, 13 ir 10 (Zr. 3.8 pav.), todél renkamés virStng 3|5. Si virsané turés du pome-
dZius su Saknimis 1|2 ir 2|3, kuriy réZiai bus 10 ir 17. Taigi, renkamés virSing 1|2 ir joje
gauname pirmg sprendinj J; = (3,1, 2), kurio kaina yra Cost(J;) = 10. Kadangi rasto
darby paskirstymo kaina yra mazesné uz visy Siuo metu turimy medZio vir§uniy rézius,
tai paieska baigta: pats pirmasis rastas sprendinys ir bus optimalus: Jo, = J; = (3,1, 2).

Sis pavyzdys parodo, kaip svarbu yra parinkti gera apréZiancia funkcija, kad ji leisty
atkirsti kuo didesng sprendiniy medZio dalj.
3.5 PaieSka zaidimuy medzZiuose
Nagrinésime Zaidimus, kuriuos ZaidZia du Zaidé¢jai, pradédami iS pradinés pozicijos ir

paeiliui darydami po 1 €jima. Abu Zaid€jai mato vienas kito éjimus, ir Zaidimas yra de-
terminuotas, t.y., jame nenaudojami tokie atsitiktiniai elementai, kaip kauliuky métimas.
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3.10 Pav.: Zaidimo medis, kai Zinomi laiméjimai gain visuose medZio lapuose.

Tokj Zaidima galima vaizduoti medZiu, kurio vir§tinés yra galimos Zaidimo pozicijos (Zr.
3.9 pav.). Simetriskas pozicijas galime vaizduoti viena virStine. Jei kuris nors Zaidéjas 1
¢jimu gali patekti i§ pozicijos a i pozicija b, tai medZio virStnes «a ir b sujungiame lan-
ku. Pozicijas, susidarancias po pirmo Zaid¢jo éjimo medyje Zymésime skrituliukais, o po
antro Zaidejo ¢jimo — staCiakampiais. MedZio lapai yra galutinés Zaidimo pozicijos, ku-
riose vienas 1S prieSininky laimi arba Zaidimas baigiasi lygiomis. Jei laimi 1-asis Zaidé¢jas,
tokiai pozicijai priskiriame verte 1, jei laimi 2-asis Zaidéjas, priskiriame verte —1 (t.y.,
mes save laikome 1-uoju Zaidéju), o jei Zaidimas baigiasi lygiomis, pozicijai priskiriame
skaiciy 0.

Tuose Zaidimuose, kur galime rasti pilng Zaidimo medi, mes galime nustatyti kokiu
rezultatu baigsis Zaidimas, jei abu prieSininkai darys geriausius €jimus, t.y., 1-asis Zaidéjas
1§ visy galimy ¢jimy rinksis toki €jima, kuris veda i vertingiausia pozicija, o 2-asis Zaidéjas
rinksis tokj €jima, kuris veda i pozicija, maZiausiai vertingg 1-ajam Zaidéjui. PavyzdZiui,
nesunku parasyti programeéle, kuri nustatys, kad abiems prieSininkams darant geriausius
¢jimus, zaidimas kryZiukai—nuliukai visada baigsis lygiomis.

Deja (o i8S tikryjy, laimei, nes prieSingu atveju iSnykty populiariis Zaidimai), daznai
zaidimy medZiai biina tokio dydZio, koki sunku net isivaizduoti. Imant, pavyzdziui, kad
vidutiné Sachmaty partija trunka 50 ¢jimy, o kiekvienoje pozicijoje baltieji turi apie 20
¢jimy, o juodieji i kiekviena baltyjy €jima apie 20 atsakymy, gauname, kad tokios par-
tijos zaidimo medis turés 20'% virstiniy! Tokiu atveju vietoje galutinés pozicijos vertés
yra naudojamos funkcijos, nusakancios tos pozicijos geruma 1-ojo Zaidéjo atzvilgiu. Tar-
kime, gain yra tokia funkcija, bet kuriai pozicijai (medZio virStnei) priskirianti realy
skaiCiy. Jei abu Zaidéjai naudosis tokia pat pozicija jvertinancia funkcija gain, tada jie
naudos taip vadinama MAXMIN strategijq: 1-asis zaidéjas rinksis €jima, vedantj i virStine
su didZiausia gain reikSme, o 2-asis zZaidéjas rinksis €¢jima, vedantj | virSiing su maziausia
gain reikSme.

Panagrinékime Zaidimo medj, pavaizduota 3.10 pav. Tarkime, 1-asis Zaid¢éjas apskai-
¢iavo du ¢jimus i prieki (t.y., savo €jima, prieSininko atsakyma, ir savo 2-aji €jima) ir rado,
koki laiméjima jis gauty kiekvienoje pozicijoje, kuri gali susidaryti po 2 ¢jimy. Kurj &ji-
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3.11 Pav.: Zaidimo medis su - ir S-atkirtimais.

ma, b ar c, jis turi pasirinkti?

Jei 1-asis zaidéjas daro €jima b, o prieSininkas atsako éjimu d, tada 1-asis Zaidéjas i$
dviejy galimybiy renkasi A, nes pozicijoje h jo laiméjimas yra didesnis. Taigi, jei antrasis
Zaidéjas atsakys d, tai 1-asis Zaidéjas turés persvara +8. AnalogiSkai gauname, kad ant-
rajam Zaidéjui i €jima b atsakius €jimu e 1-asis Zaidéjas turés persvarg +9. Kadangi tai
Zino ir antrasis Zaidéjas, tai i§ dviejy gain reikSmiy jis rinksis maZesne, ir vir§tné b gaus
reikSme gain(b) = 8. Analogiskai MAXMIN strategijos pagalba randame gain(c) = 1.
Taigi, 1-asis Zaidéjas rinksis €¢jima b.

I§ tikryjy Siame pavyzdyje mums nevertéjo perZifiréti viso zaidimo medZio. Zaidimy
medZiuose taip pat galima taikyti $aky ir réZiy metoda. Zaidimo medZio pomedziy at-
kirtimus, gaunamus Saky ir réZiy metodo pagalba, vadina a-atkirtimais ir [3-atkirtimais.
Dar karta panagrinékime medj pavaizduota 3.10 pav. Rade laiméjimo dydj pozicijoje d,
gain(d) = 8, mes gauname virSutinj jvertj laiméjimui vir§anéje b: gain(b) < 8, nes prie-
Sininkas rinksis ¢jima d arba dar blogesni. Todél pozicijoje j rade reikSme¢ 9, mes galime
nebenagrinéti pozijos k, nes po prieSininko €jimo e mes ir taip jau laimétume 9, todél
jis $io éjimo nesirinks, nes turi geresni ¢jima d. Tokia situacija vadina (-atkirtimu (Zr.
3.11 pav.).

e Taigi, B-atkirtimg turime, kai:

1. jus esate virSunéje, kurioje yra jusy eilé daryti €jimg (virSiné e musy pavyz-
dyje);

2. jus radote Sios virStinés (e) jvertj ir jos tévo (b) iverti;

3. virSunés tévo jvertis yra maZesnis arba lygus pacios vir§unés jverciui;

4. §i virSune turi vaiky, kurie dar nenagrinéti.

Jei iSpildytos Sios keturios salygos, visus pomedzius, kuriy Saknys yra minéti nag-
rinéjamos virSiuneés vaikai, galime atkirsti.
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Atkirte pozicija k, mes randame gain(b) = 8, todél gauname apatinj jvertj virSanei
a: gain(a) > 8. Nusileide Saka ¢ Zemyn ir aplankg vir§unes [ ir m, randame laiméjima
vir§iingje f: gain(f) = 1. Sis rezultatas duoda vir§utinj jvertj vir§iinei c: gain(c) < 1. Sis
jvertis i3 karto rodo, kad éjimo ¢ mes nesirinksime, nes jau radome geresnj €jima b, taigi
pomedi su Saknimi g galime atkirsti. Tokj atkirtima vadina a-atkirtimu (Zr. 3.11 pav.).

e Taigi, a-atkirtimg turime, kai:
1. jus esate vir§iingje, kurioje yra prieSininko eilé daryti éjima (virStiné ¢ misy
pavyzdyje);
2. jus radote Sios virStnés (c) jverti ir jos tévo (a) jverti;
3. virSuinés tévo jvertis yra didesnis arba lygus pacios virSuinés jverciui;

4. §i virSiine turi vaiky, kurie dar nenagrinéti.

Jei iSpildytos Sios keturios salygos, visus pomedZzius, kuriy Saknys yra minéti nag-
rinéjamos virsiinés vaikai, galime atkirsti.

Nesunku pastebéti, kad c-atkirtimai yra sutinkami lyginiuose Zaidimy medZio sluoks-
niuose, o J-atkirtimai — nelyginiuose. Pabaigai iSnagrinékime dar vieno Zaidimo medj.

Zaidimas nim

Zaidimo nim pradZioje yra duota keletas kriveliy akmenuky. Kiekvienas Zaidéjas paeiliui
gali paimti i§ bet kurios kruvelés (bet tik i§ vienos!) bet koki skaiCiy akmenuky. Tas,
kuris paims paskutinj akmenuka, pralaimi. (Tai viena i§ Sio Zaidimo versijy. Dar yra
Zinoma versija, kai paémes paskutini akmenuka laimi, ir kitokie variantai.) Kiekviena
galutiné Sio zaidimo pozicija gauna vert¢ +1 (laiméjo 1-asis Zaidéjas) arba —1 (laiméjo
1-asis Zaidéjas), nes lygiyju Zaidime nim negali buti. Negalutinéms Zaidimo pozicijoms
galima priskirti iverCius, naudojantis MAXMIN principu. Tarkime, turime pozicija P,
kurioje éjimo teisg turi 1-asis Zaidéjas. Tada gain(P) = +1, jei egzistuoja toks 1-ojo
zaidéjo éjimas, kad kaip beatsakyty jo prieSininkas, 1-asis zaidéjas, ir toliau rinkdamasis
geriausius €jimus, laimés. Jei 1 bet kuri 1-0jo Zaidéjo €jima prieSininkas gali atsakyti
tokiu €jimu, po kurio abiems prieSininkams besirenkant geriausius ¢jimus, 1-asis Zaidéjas
pralaimés, tai gain(P) = —1.

Panagrinékime, koki €jima turéty daryti pirmasis zaidéjas, kai pradiné padétis yra
221, ty., zaidZiama su 3 kravelém akmenuky. Jis turi 5 galimus &jimus, po kuriy gali
susidaryti 3 skirtingos pozicijos] 211, 22 ir 21 (Zr. 3.12 pav.). Nagrinéjame galimus 2-
ojo zaidejo €jimus kiekvienoje 1§ Siy pozicijy. Jei 1§ pozicijos 211 2-as Zaidéjas paeina
1 pozicija 21, tai 1-asis Zaidéjas paima i§ 1-os kruvelés abu akmenukus ir laimi. Todél
2-as zaidéjas rinksis €jima, vedantj | pozicija 111, i§ kurios 1-as Zaidéjas bus priverstas
pereiti i pozicija 1 1 ir pralaimés. Kadangi i§ prieSininko reikia tikétis blogiausio (MIN),
tai pozicija 211 gauna jverti —1. Tuo paciu mes galime nebenagrinéti 2-o Zaidéjo €&ji-
mo, vedancio i§ padéties 211 | padéti 1 1, nes jau radome geriausia €jima 2-am Zaidéjui
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3.12 Pav.: Pilnas nimo zaidimo medis.

(a-atkirtimas, 7Zr. pav.3.12; Cia nebereikia Zinoti virSiinés 21 1 tévo jvercio: kadangi té-
ra tik dvi galimos reikSmés +1 ir —1, tai tévo jvertis tikrai bus didesnis arba lygus uz
virSineés 2 1 1 jverti, lygy —1).

Taigi, pirmajam Zaidéjui geriau nesirinkti éjimo, vedancio i pozicija 21 1. PanaSiai
iSnagrinéj¢ visus variantus, gaunamus pozicijoje 22, randame, kad Sioje pozicijoje po
bet kurio 2-o0 zaidéjo €jimo 1-asis Zaidéjas laimi. Taigi, pozicija 22 gauna jvertj +1, ir
mes radome geriausia 1-ojo Zaidéjo ¢jima pradinéje pozicijoje, kuri taip pat gauna jver-
ti +1 (MAX). Tuo paciu mes galime nebenagrinéti Zaidimo pomedZio su Saknimi 21
(f-atkirtimas).

3.6 Godus algoritmai

Spresdami kombinatorinius uzdavinius, mes daZnai susiduriame su situacija, kai galimy
sprendiniy skaiCius yra baigtinis, ir teoriSkai brutalios jégos algoritmo pagalba mes galétu-
me §j uzdavini iSspresti, taciau perrinkimo varianty skaicius yra toks didelis, kad praktis-
kai pritaikyti brutalios jégos algoritma néra jokios vilties. Jei nepavyksta Siam uZdaviniui
rasti polinominio sudétingumo algoritmo, taikant dinaminj programavimg arba metoda
“skaldyk ir valdyk”, tada daZnai tenka atsisakyti vilties rasti tiksly (optimaly) Sio uzdavi-
nio sprendinj. Tokiais atvejais galima bandyti rasti apytikslj sprendini, taikant euristinius
algoritmus. Algoritma vadiname euristiniu, jei: (a) jis randa nebutinai optimaly, bet gana
gera sprendini, ir (b) ji realizuoti praktiSkai galima paprasCiau uz bet kurj Zinoma tiksly
algoritma. Vienas i§ daZniausiai taikomy ir paprasciausiy euristiniy algoritmy yra godus
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algoritmas.

Pagrindiné godaus algoritmo idéja — kiekviename Zingsnyje pasirenkame lokaliai
optimaly sprendinj. Jei brutalios jégos algoritmai apeina visa sprendiniy medj, o Saky ir
réziy algoritmai perziiri dalj sprendiniy medZio, tai godus algoritmas paprastai praeina tik
viena sprendiniy medZio Saka. Godis algoritmai randa gana gera sprendini, taciau labai
daZnai Sis sprendinys buina neoptimalus. Tam, kad algoritmas galéty pasirinkti lokaliai
optimaly sprendinj, reikia:

(a) mokéti jvertinti, kuris sprendinys tam tikru momentu yra geriausias; tam paprastai
naudojama funkcija, nusakanti sprendinio verte;

(b) mokeéti patikrinti, ar pasirinktas dalinis uzdavinio sprendinys yra leistinas, t.y., ar ji
bus galima praplésti iki pilno sprendinio.

Pazyméje kandidaty i sprendinius sarasa raide C', o dalini sprendinj raide S, galime
suformuluoti bendro pavidalo gody algoritma:

procedure greedy(C')

:= (); /* PradZioje sprendinys yra tusias */
while (not sprendinys(S) and C' # () do

x := pasirinkti(C);

C:=C\{z};
if leistinas(S U {z}) then S := S U {z}; end;
end;

if (sprendinys(S)) then return S else return (); end;

3.6.1 Minimalaus denginio uZdavinys

Aibés denginys buvo apibréztas 3.3.4 skyrelyje, kur naudodami paieska su griZimu spren-
déme minimalaus aibés skaidinio uZdavinj.

Minimalaus denginio uzdavinys. Duotas aibés A denginys B = { By, ..., By }. Irinkti
i§ denginio B maziausia aibés A dengini, t.y. rasti By C B: B, — aibés A denginys
ir |By| < |C| kiekvienam A denginiui C C B. Galima spresti ir bendresnj minimalaus
denginio uzdavini, kai poaibio 53; kaina yra ne vienetas, o c;, ir reikia rasti pigiausig aibés
A dengini.

Pavyzdys 3.6.1. Tegu A = {a,b,c,d,e, f}, By = {a,b,c}, By = {a,d}, B3 = {b, e},
By ={c, f}, Bs = {e}, B={B,...,Bs}. Nesunku jsitikinti, kad minimalus aibés A
denginys bus By = { By, B3, B4}.

Suformuluosime du praktikoje sutinkamus minimalaus denginio uZdavinius:

1. Gamybos procese gamyklai prireiké n detaliy, laikomy & sandélivose. Reikia rasti
maziausig kieki sandéliy, i$ kuriy galima atsigabenti visas reikiamas detales.
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2. | ekspedicija nori vykti £ Zmoniy, i$ kuriy kiekvienas yra jvaldgs keleta profesi-
ju, reikalingy ekspedicijoje (geologo, metereologo, gydytojo, vir¢jo ir t.t.). Reikia
iSrinkti maZiausia grup¢ zmoniy, sugebanciy dirbti visus n reikiamy darby.

Minimalaus denginio uzdavini galima iSspresti brutalios jégos algoritmo pagalba:
imame kiekviena i§ 2* aibés B poaibiy C ir tikriname, ar C yra A denginys; po to i$
visy denginiy iSrenkame trumpiausig. Deja, praktiniuose uzdaviniuose skaicius £ gali
buti gana didelis, todeél Sis algoritmas turi daugiau teoring reikSme.

Dabar suformuluosime gody algoritma. Taikant §j algoritma minimalaus denginio uz-
daviniui iSsirenkame poaibj B;, € B, uzdengiantj daugiausia aibés A elementy, ir jtrau-
kiame i busima sprendinj. Pasaling jau uzdengtus elementus i§ aibés A ir i§ visy poaibiy
B, vél renkamés daugiausia likusiy aibés A elementy uzdengiantj poaibj B;, € B ir t.t.,
kol uzdengsime visus aibés A elementus.

function B, = set_cover(A, B)

B := 0;

while A # () do
rasti B; € B: |B;| = max{|Bi|, ..., |Bs
B, :=B, U{B,}; A:=A\ Bj;
fori=1:kdo B, := B, \ Bj; end;

end;

=

Nesunku jvertinti, kad $io algoritmo sudétingumas yra Lgyeedy (7, k) = O(nkmin(k, n)),
nes ciklas while bus vykdomas min(n, k) karty, o cikle for operacija B, := B; \ B; gali
pareikalauti n elementariy Zingsniy.

Pritaike §j algoritma 3.6.1 pavyzdZziui gauname neoptimaly sprendinj B, = {B;, Bs,
Bs, By} dydzio 4. Sio uzdavinio optimalus sprendinys yra { By, Bs, B,} dydZio 3. Galima
irodyti, kad blogiausiu atveju godaus algoritmo rastas denginys gali biiti O(% log %) karty
didesnis (kai n, k — oc0) uz optimaly denginj.

3.6.2 Tolydaus kuprinés uzpildymo uzdavinys

3.2.3 skyrelyje jau nagrinéjome kuprinés uzZpildymo uzdavinio diskrety (sveikaskaitini)
varianta, kai daikty svoriai buvo sveikieji skaiciai, ir daiktai buvo nedalomi i dalis. Panag-
rinékime tolydy Sio uzdavinio varianta, kai daiktai yra birts (pavyzdZziui, aukso smiltys),
taigi vagis (arba turistas) gali i kupring isidéti bet kokig i-osios rusies daikto dali z;, kur
0 < z; < 1 (angliskai Sis uzdavinys vadinasi fractional knapsack problem).

Taigi, turime N daikty, kuriy dydZiai yra size[l], ..., size[N], o ju vertés val[l], ...,
val[N], kur size[i],val[i]] € RVi = 1,..., N. Vagis turi kupring, kurios talpa M € R.
Kokia kiekvieno daikto dali z; (0 < x; < 1) turi paimti vagis, kad jy dydZiy suma
SN | x; - size[i] nevirSyty kuprinés talpos M, o ju bendra verté -~ | z; - val[i] biity mak-
simali ?

Siam uZdaviniui galima taikyti jvairias godaus pasirinkimo strategijas, pavyzdZiui:

1. Pasirenkame lengviausia daikta ir imame jo kiek galima daugiau; jei kuprinéje liko
vietos, vel renkamés lengviausia daikta i likusiy ir t.t.
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2. Pasirenkame vertingiausia daikta ir imame jo kiek galima daugiau; jei kuprinéje
liko vietos, vél renkamés vertingiausia daikta i8 likusiy ir t.t.

3. Pirmiausia renkamés tokj daikta, kurio vertés ir svorio santykis yra didZiausias ir
imame jo kiek galima daugiau.

Nesunku sukonstruoti pavyzdzius, irodancius, kad pirmos dvi godZios strategijos né-
ra optimalios, t.y. nebiitinai randa geriausig sprendinj. Tuo tarpu trecioji strategija yra
optimali. Taigi, taikant gody algoritma tolydziam kuprinés uZpildymo uZdaviniui, visada
randame geriausig sprendini!

Pavyzdys 3.6.2. Tarkime, kad kuprinés talpa yra 4, ir yra duota 4 daikty dydZiai bei
Vertes:

sizeli]
val[i]
val[i] /sizeli]

W O Wl
oA | W
IV SN

1
1
5
5

ISrikiave daikty vertés ir dydZio santykius ju mazéjimo tvarka matome, kad pirmiausia
turime paimti visg pirma daikta: x; = 1. Kadangi dar lieka vietos, imame visg ketvirta
daikta: x4 = 1. Kuprinéje lieka 4 — 1 — 2 = 1 sutartinis vienetas laisvos vietos. Vadinasi,
dar galima jdeéti 1/3 antrojo daikto dalj (x5 = 1/3). Gauname, kad optimalus sprendinys
yra (1,1/3,0,1), o maksimali kuprinés verté bus >V | 2; - val[i] = 16.

Nesunku jvertinti, kad godaus algoritmo, sprendZiancio tolydy kuprinés uzdavini, su-
détingumas bus L(N) = O(Nlog, N), kadangi sudétingiausias algoritmo etapas yra
daikty vertés ir dydzio santykiy rii§iavimas maz¢jimo tvarka.

0-1 diskretusis kuprinés uzpildymo uzdavinys

0-1 diskretusis kuprinés uzpildymo uzdavinys skiriasi nuo tolydZiojo kuprinés uzdavinio
tuo, kad daikty svoriai bei vertés yra sveikieji skaiciai ir daikty negalima “‘smulkinti”:
turime imti visg daikta arba jo neimti visai (t.y., dvi galimos reikSmeés: O ir 1). Jis ski-
riasi ir nuo diskreciojo kuprinés uzpildymo uzdavinio, nagrinéto 3.2.3 skyrelyje, nes ten
kiekvienos riiSies daikty buvo neribotas kiekis. Nesunku parinkti pavyzdi rodanti, kad tai-
kant Siam uzdaviniui gody algoritma (su bet kuria i§ aukS¢iau iSvardinty strategijy) mes
nebiitinai rasime optimaly sprendini.

Pavyzdys 3.6.3. Tarkime, kad kuprinés talpa yra 200, ir yra duota 3 daikty dydziai bei
vertes:

; 1 2 3
sizel[i] 101 100 100
vall] 102 100 100
valli] /sizel] 1027101 1 1
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ISrikiave daikty vertés ir dydZio santykius ju mazéjimo tvarka matome, kad pirmiausia
turime paimti pirma daikta. Kadangi daugiau né vienas daiktas 1 kupring netelpa (nes liko
99 vienetai laisvos vietos), tai ir bus godaus algoritmo gaunamas sprendinys, kurio verté
yra 102. Akivaizdu, kad optimalus $io uZdavinio sprendinys yra paimti antrg ir trecig
daiktus. Kupriné bus pilnai uzZpildyta, o jos verté bus 200.

Nesunku jrodyti, kad sprendZiant 0—1 diskretyji kuprinés uZpildymo uZzdavini godaus
algoritmo rastas sprendinys bus ne daugiau kaip 2 kartus blogesnis uz optimaly sprendi-
ni. Auksciau pateiktas pavyzdys rodo, kad $io santykio pagerinti jau negalima. Taciau
taikant dinaminj programavima, galima rasti optimaly Sio uZdavinio sprendinj per polino-
minj laikg daikty skaiciaus NV ir kuprinés talpos M atzvilgiu: L(N, M) = Poly(N, M).
Tam reikia iSdéstyti daiktus jy didéjimo tvarka ir ieSkoti optimaliy uzpildymy visoms kup-
rinéms, kuriy talpa kinta nuo 1 iki M, naudojant i§ pradZiy tik pirma daikta, paskui pirma
ir antrg ir t.t. (Zr. 3.2.3 skyrelj). Deja, tai bus ne visada efektyvus algoritmas, nes kupri-
nés talpa gali augti ir eksponentiSkai (pavyzdZiui, kai daikty svoriai yra iS eilés einantys
dvejeto laipsniai).

71



4 skyrius
ALGORITMAI GRAFUOSE

4.1 Paieska platyn

Daugelyje algoritmy reikia sistemingai perzitiréti visas grafo virSiines lygiai po viena kar-
ta. Sis uzdavinys vadinamas paieska grafe. Yra zinomi keli jo sprendimo metodai. Kurj
1S ju pasirinkti priklauso nuo to, kuris metodas labiau atitinka sprendZiamo uzdavinio
algoritma. Kai kuriuos i§ $iy metody jau taikéme, vykdydami paiesSka sprendiniy medyje.

Faieskos platyn (angl. breadth-first search, BFS) id¢ja yra ta, kad pradéje paieska iS$
kurios nors virSunés i§ pradZiy aplankome visas jos kaimynes, po to jos kaimyniy kai-
mynes (iSskyrus tas, kuriose jau buvome) ir t.t. Taigi, paieSkos platyn algoritmas apeina
grafo vir§ines jy atstumy nuo pradinés virdines didéjimo tvarka. Cia atstumu tarp vir-
Siniy v ir v vadiname briauny skaiciy trumpiausiame kelyje K (u, v). Jei grafas jungus,
paieskos platyn metu mes aplankysime visas virStines. Jei ne, teks pasirinkti bet kurig dar
neaplankyta virSing ir vykdyti paieSka platyn iS jos. Taigi, jei grafas turi £ komponen-
Ciy, tai reikés k karty pradéti paieska iS bet kurios dar neaplankytos virSiinés. Akivaizdu,
kad paieSka platyn galima naudoti, norint rasti grafo komponentes arba virStniy atstumus
nuo fiksuotos virSunés. Svoriniame grafe §j metoda naudoja Deikstros algoritmas trum-
piausiems keliams iS§ duotos virStinés rasti bei Primo algoritmas, konstruojantis minimaly
grafo karkasa (Zr. 4.4 skyrelj).

Paieskos platyn procedira BFS naudoja grafo vaizdavima gretimumo struktiiromis.
Vir§tnei v € V gretimy virSaniy sarasa Zymeésime GRET[v]. Vir§inéms, vienodai nu-
tolusioms nuo pradinés virSiinés, saugoti naudojama duomeny stuktira eilé (angl. FIFO
queue), kurig Zymésime kintamuoju EILE. Naujos virS§tnés v itraukima i eilg¢ Zymeési-
me v = EILE, o vir§tnés v paSalinima i§ eilés Zymésime v < EILE. Loginj masyva
NAUJAS naudosime pazymeéti jau aplankytoms vir§inéms, t.y.,

true, jei v yranauja virSine,

NAUJAS[v] = { false, jei v yrajau aplankyta virSiné.
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Kartais vietoje loginio masyvo yra naudojamas virSuniy spalvinimas 3 spalvomis: ne-
aplankytos virSunés spalvinamos balta spalva, virSunés, esancios eiléje — pilka, o paSa-
lintos i8S eilés vir§unés — juoda spalva.

Paieskos platyn grafe procediira atrodo taip:

for v € V do NAUJAS[v] := true; end,;
iniciacija;
forv e V do
if NAUJAS|v] then apdoroti v; BES(v);
end;
end;
procedure BFS(v)
EILE := 0; v = EILE; NAUJAS[v] := false; apdoroti v,
while EILE # () do
t <= EILE; apdoroti t;
for u € GRET(¢) do
if NAUJAS[u| then u = EILE; apdoroti t ir u; NAUJAS[u| := false;
end;
end;
end;

Cia komandos iniciacija ir apdoroti v reiskia veiksmus, priklausan&ius nuo sprendziamo
uzdavinio.

Paieskos platyn algoritmas kiekvieng virSung lygiai vieng karta itrauks i eilg ir lygiai
vieng karta ja paSalins i§ eilés. Be to, Sis algoritmas lygiai vieng karta perzitrés kiekviena
grafo briaung. Taigi, jo sudétingumas yra O(n + m).

Dabar pademonstruosime tris paprasc¢iausius paieskos platyn taikymus.

Grafo karkaso paieSka. Duotas grafas G = (V, E). Reikia rasti jo karkasa K =
(V,T).

Grafo G = {V, E} karkasu arba atraminiu medZiu (spanning tree, angl.) vadiname
toki grafo GG pografi, kuris yra medis (arba miskas, jei grafas G nejungus), apimantis
visas grafo GG virSoines. Jungiame grafe paieskos platyn i§ pradinés virS§tnés s algoritmas
konstruoja taip vadinama paieskos platyn medj (angl. BES tree) su Saknimi s. Jei einant
briauna i$ jau aplankytos virStnés u algoritmas randa nauja virSiing v, tai virSuné v ir
briauna (u,v) yra jtraukiami i paieSkos platyn medi, o vir§iiné u vadinama vir§inés v
tévu. Tai galima padaryti su paieskos platyn algoritmu, atlikus Siuos pakeitimus:

1. Pagrindinéje programoje komanda iniciacija kei¢iame i T := ().
2. Procediroje BFS(v) komanda apdoroti t ir u kei¢iame i T := T U {(t,u)}.

4.1(g) paveikslélyje matote grafa ir jo karkasa, kurj randa paieskos platyn algoritmas.
Karkaso briaunos pazymeétos dvigubomis linijomis.
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4.1 Pav.: PaieSka platyn neorientuotame grafe. Kiekvienos ciklo while iteracijos pradZioje
pateikiame grafa G, eilg¢ EILE, atstumus d ir tévy masyva previous. Formuojamo karkaso
briaunos vaizduojamos dvigubomis linijomis.

74



Trumpiausi keliai besvoriniuose grafuose. Duotas grafas G = (V| E) ir jo vir§iné
s € V. Kiekvienai vir§inei v € V reikia rasti jos atstuma d[v] nuo vir§anés s ir trumpiau-
sig kelig K (s,v) i§ s i v.

Trumpiausia kelia K (s, v) galésime rasti paieSkos platyn medyje su Saknimi s grizda-
mi i§ vir§anés v | Saknj s. Todél pakanka kiekvienai vir§iinei v jsiminti jos téva previous(v),
rodantj, 1§ kurios virStinés mes pirma karta patekome i virSing v paieSkos platyn metu.
Siam uZdaviniui i§spresti paieskos platyn algoritme reikia atlikti §iuos pakeitimus:

1. Pagrindinéje programoje komanda iniciacija kei¢iame i tokias komandas:
for v € V do previous[v] := NIL; end;
for v € V do d[v] := oo; end;
d[s] .= 0;
2. Pernumeruojame aibés V' elementus taip, kad virSiné s pagrindinés programos ko-
mandose for v € V' ... bty pasirinkta pirmaja.
3. Proceduroje BFS(v) komanda apdoroti t ir u keiCiame i
d[u] := d[t] + 1; previous[u] := t;
Pritaike paieskos platyn algoritma grafui, pavaizduotam 4.1(a) pav., gauname virsi-
niy trumpiausius atstumus, nurodytus 4.1(g) pav. matomo grafo virSunése. Trumpiau-

sius kelius lengva rasti i§ masyvo previous. PavyzdZiui, kadangi previous[w| = ¢,
previous[t] = u, ir previous|u] = s, tai trumpiausias kelias i$ s | w yra sutw.

Grafo komponentés. Duotas grafas G = (V| F). Reikia rasti jo komponentes, t.y.,
kiekvienai virSiinei v € V nurodyti komponentés, kuriai priklauso vir§tiné v, numerj
COMP[v].

Grafo komponentes rasti galima su paieSkos platyn algoritmu, atlikus Siuos pakeiti-
mus:

1. Pagrindinéje programoje komanda iniciacija keic¢iame i k := 0.
2. Pagrindinéje programoje komanda apdoroti v keisti komanda k := £k + 1.
3. Proceduroje BFS(v) komanda apdoroti t kei¢Giame | COMP[t] := k.

Pavyzdziui, 4.2 pav. grafo vir§iinése nurodyta, kuriai grafo komponentei jos priklauso.
Pav. (a) matome pradinj grafa, o pav. (b) matome tgq patj grafa, atlikus jo komponenciy
paieska, naudojant paieSka platyn.
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4.2 Pav.: Grafo komponenciy paieSka, naudojant paieska platyn: (a) pries algoritmo vyk-
dyma; (b) ivykdzius algoritma. Kiekvienoje virSiinéje nurodytas komponentés, kuriai
priklauso $i vir§uné, numeris.

4.2 Paieska gylyn

Faieskos gylyn (angl. depth-first search, DFS) idéja yra ta, kad iS pradineés virSuineés i$
pradziy einame i bet kurig jai gretima, iS Sios i jai gretima ir t.t. Taigi, paieSkoje gylyn visa
laikg renkamés nauja virSiing (t.y., tokia, kurioje dar nebuvome), formuodami virStiniy
granding. Kai i§ gautos grandinés paskutinés virSunés nebéra kelio | naujas virSunes, tada
griztame 1 prieSpaskuting virS§tng ir einame | nauja jai gretima virSing.

Paieska gylyn grafe lengva realizuoti rekursyvia procedira:

for v € V do NAUJAS|v] := true; end;

iniciacija;

forv c V do
if NAUJAS|[v] then apdoroti v; DFS(v);
end;

end;

procedure DFS(v)

apdoroti v; NAUJAS|v| := false;

for u € GRET(v) do
if NAUJAS]u| then apdoroti v ir u; DFS(u);
end;

end;

Kaip ir paieska platyn, paiesSkos gylyn algoritmas perZiiri visas grafo virSunes ir visas
briaunas. Taigi, jo sudétingumas yra O(n+m). Kadangi rekursyvios programos paprastai
yra vykdomos ilgiau uz analogiSkas nerekursyvias, tai dideliems grafams patartina vieto-
je rekursijos naudoti stekq, i kurj talpinamos paieskos gylyn metu rastos naujos virStnés.
Kiekvieng karta imame virSuting steko virStung ir lankome jai gretimas virStines. Jei nag-
rinéjamai virSinei neberandame né vienos naujos jos kaimyneés, tada §ig virSing Saliname
i§ steko.

Pademonstruosime paieskos gylyn taikymus.
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4.3 Pav.: Grafo karkasas, kurj suranda paieSka gylyn i§ virSunés s. Karkaso briaunos
vaizduojamos dvigubomis linijjomis. Grafo vir§inése jraSyti numeriai rodo naujy virStniy
apéjimo tvarka paieSkoje gylyn.

Grafo karkaso paieSka. Duotas grafas G = (V| E). Reikia rasti jo karkasa K =
(V,T).

Paieskos gylyn algoritmas konstruoja taip vadinama paieskos gylyn medj (angl. DFS
tree), jei grafas yra jungus, arba paieskos gylyn miskq, jei grafas néra jungus. Tai galima
padaryti su paieskos gylyn algoritmu, atlikus Siuos pakeitimus:

1. Pagrindinéje programoje komanda iniciacija kei¢iame { T := ().
2. Proceduroje BFS(v) komanda apdoroti v ir u kei¢iame i T := T U {(v, u) }.

4.3 paveikslélyje matote grafa ir jo karkasa, kurj randa paieskos gylyn algoritmas.
Karkaso briaunos paZzymeétos dvigubomis linijomis.

Grafo komponentés. Duotas grafas G = (V) F). Reikia rasti jo komponentes, t.y.,
kiekvienai vir§inei v € V nurodyti komponentés, kuriai priklauso vir§tiné v, numerj
COMP/v].

Grafo komponentes rasti galima su paieSkos gylyn algoritmu, atlikus Siuos pakeiti-
mus:

1. Pagrindinéje programoje komanda iniciacija kei¢iame i k := 0.
2. Pagrindinéje programoje komanda apdoroti v keisti komanda k := k£ + 1.

3. Proceduroje DFS(v) komanda apdoroti v kei¢iame { COMP/v] := k.

Topologinis rusiavimas. Duotas orgrafas G = (V, F). Reikia rasti jo vir§tniy topolo-
ginj sutvarkyma.

Orgrafo virStniy fopologiniu sutvarkymu vadiname tokia jo virStiniy numeracija skai-
Ciais nuo 1 iki |V|, priskiriant kiekvienai vir§tnei v € V' jos numerj label(v), kad bet ku-
riam lankui (u, v) € E galioty nelygybeé label(u) < label(v). Galima jrodyti, kad orgrafo
virSiines galima topologiSkai sutvarkyti tada ir tik tada, kai duotasis orgrafas neturi cikly.
Topologinis riiSiavimas reikalingas, pavyzdziui, nustatant darby eil¢ dideliuose projek-
tuose (pvz., namo statyboje), kai yra Zinoma, koks darbas po kurio turi sekti, sprendZiant
dalinius projekto uzZdavinius, bet biina sunku aprépti viso projekto darby eilg.
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4.4 Pav.: Daliné drabuZiy rengimosi tvarka. Kiekvienas lankas (u, v) reiskia, kad drabuzj
u biutina apsirengti anksciau, negu drabuzi v. Salia grafo virSiiniy paZymeéta jy pirmojo
aplankymo eilés tvarka.

Topologinj rusiavima galima realizuoti su paieSka gylyn, atlikus tokius algoritmo pa-
keitimus:

1. Pagrindinéje programoje komanda iniciacija kei¢iame i tokias komandas:
for v € V do label[v] := 0; end;
=V

2. Procediiroje DF'S(v) komanda apdoroti v ir u keiiame {
label[v] := 7;
J=7-5

Pavyzdys 4.2.1 (Profesorius rengiasi). ISsiblaskes profesorius kas ryta turi spresti ne-
lengva uzdavini, kokia tvarka jis turéty rengtis savo drabuZius. Kaip Zinoma, kai kuriuos
drabuZius butina apsirengti anksciau, negu tam tikrus kitus (pavyzdZiui, kojines biitina
apsimauti anksciau negu batus). Kai keleta karty teko nusirengti ir vél i§ naujo apsirengti
dél to, kad buvo paZzeista drabuziy rengimosi tvarka, profesorius nutaré sésti prie stalo ir
visiems laikams apskaiciuoti, kokia gi tvarka jis turi rengtis savo drabuZius. Profesorius
nusibraize 4.4 pav. vaizduojama orgrafa, kuris nurodo dalinés tvarkos rySius tarp ivairiy
drabuziy. Grafo virSunés atitinka Siuos drabuzius: B — batai, D — dirzas, KA — kakla-
raistis, KE — kelnés, KO — kojinés, L. — laikrodis, M — marSkiniai, S — Svarkas, T —
trumpikes.

Pradéje 1S virSunés M grafui 1§ 4.4 pav. taikome paieSka gylyn. Kai patenkame i
virSung, i$ kurios nebéra lanko né i viena nauja virSiing, Siai virSiinei priskiriame Zymeg
label. Pavyzdzml i§ virsiinés M eisime | virsing KA, i§ §ios i virSine S. Kadangi i3
vir§iinés S neiseina né vienas lankas, tai jai priskirsime rengimosi eilés numerj label(S)
= 9. Kai galime pasirinkti kelias virSiines, renkamés ta, kuri stovi aukscCiau ir kairiau uz
kitas. Salia grafo vir§iiniy paZyméta jy pirmojo aplankymo eilés tvarka. 4.5 paveikslélyje
matome grafo virSiines, iSdéstytas ju Zymiy label didéjimo tvarka. Tai ir yra ieSkoma
drabuZiy rengimosi tvarka.
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label[v]: 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4.5 Pav.: Topologiskai sutvarkytos grafo i$§ 4.4 pav. virSunés. Juy tvarka atitinka drabuziy
rengimosi tvarka. Atkreipkite démesi, kad kiekvienas lankas nukreiptas i$ kairés i deSing.

4.3 Trumpiausi keliai grafuose

Kiekvienam ne karta teko spresti uZzdavini, kaip rasti trumpiausia kelig i8 tasko A i taska
B. A ir B gali biiti du miestai, du pastatai viename mieste ir t.t. Geometrine prasme $is
uzdavinys atrodo trivialus: tereikia Zemélapyje sujungti taSkus A ir B tiesés atkarpa, pa-
siimti kompasa ir droZti nosies tiesumu. Deja, gyvenime mes naudojamés egzistuojanciu
keliy tinklu. GeometriSkai trumpiausias marSrutas gali buti nerealus dél jvairiy klitciy
ir kity priezasCiy. Kadangi bet kuri keliy tinkla galime vaizduoti svoriniu orgrafu, tai
gauname toki grafy teorijos uzdavini:

(i) Duotas svorinis orgrafas G = (V, E,w) ir dvi grafo vir§inés v ir v. Reikia rasti
trumpiausia kelig 18 w 1 v ir to kelio ilgj.

Daznai mums tenka spresti bendresnius trumpiausio kelio paieSkos uzdavinius:

(ii) Duotas svorinis orgrafas G = (V| F,w) ir to grafo vir§ané u. Reikia rasti trumpiau-
sius kelius i$ u 1 visas kitas to grafo vir§iines.

(iii) Duotas svorinis orgrafas G = (V, E/,w). Reikia rasti trumpiausius kelius i§ kiekvie-
nos grafo virSunés i kiekvieng kita to grafo virSung.

Atrodyty, jei grafas turi n = |V/| virStiniy, tai antrasis uzdavinys yra n karty sudétingesnis
uz pirmaji, o treciasis uzdavinys savo ruoztu yra n karty sudétingesnis uz antraji. TaCiau
i$ tikryjy, norint rasti trumpiausia kelia tarp dvieju fiksuoty grafo virStniy u ir v, tenka
apziuréti visas grafo virSiines, nes jei bent vieng praleisime, tai gali pasirodyti, kad kaip
tik eidami per $ia vir§iing mes trumpiausiu keliu pateksime i§ u { v. Zemiau pateikiame
Floyd—Warshall algoritma, kuris sprendZia treciaji uZzdavini, o tuo paciu ir pirmuosius du
uzdavinius. Nors yra Zinoma daug kity algoritmy (pvz., Deikstros ir Fordo—Belmano)
dviems pirmiesiems uzdaviniams spresti, taciau jdomu tai, kad né vienas iS ty algoritmy
néra paprastesnis uz Floyd—Warshall algoritma.

Taigi, duotas orgrafas G = (V, E) su vir§iniy aibe V' = {vy, ..., v,}, briauny aibe F
ir svoriy (atstumy) matrica A = (w(v;,v;)). Reikia rasti trumpiausiy keliy ilgiy matrica
D, ty.

Dli,j]=min > w(e).

K1) o1, )
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Galime laikyti, kad G yra pilnas grafas, nes jei dvi vir§iinés néra sujungtos briauna, laiko-
me, kad tokios briaunos svoris yra begalybé (co). Svoriai (atstumai) gali biti ir neigiami,
taciau grafas G negali turéti neigiamo svorio cikly, ty. keliy K(7,1):
Yeek (i w(e) < 0 (prieSingu atveju mes be galo suktumémés tokiu ciklu, o nueitas kelias
artéty | —oo).

Kodél mes ieskome tik trumpiausiy keliy ilgiy, o ne paciy keliy ? Pasirodo, kad
pacius trumpiausius kelius galima lengvai rasti, naudojant matricas D ir A. Norédami
rasti prieSpaskuting kelio K (7, j) vir$ang vy, ieSkome tokio k, kuriam bty teisinga lygybé
Dli, j| = Dli, k] + Ak, j], t.y. sudedame matricos D i-osios eilutés ir matricos A j-o0jo
stulpelio atitinkamus elementus, kol gausime lygybe. Aisku, kad VI DJi, j| < DJi, ] +
A[l, 7]. Kadangi trumpiausias kelias K (7, j) turi praeiti per kazkuria vir§ing k # 7, tai
butinai atsiras k tokia, kad D[, j| = D[i, k|4+Alk, j]. Surade prieSpaskuting kelio vir§une,
ieSkome prieSprieSpaskutinés ir t.t., kol griSime { 7.

Pagrindiné Floyd—Warshall algoritmo idéja yra paeiliui jterpinéti naujas tarpines vir-
Stnes | visus tuo metu rastus trumpiausius kelius ir tikrinti, ar naudojant nauja tarping
virSiing gausime nauja kelia, trumpesnj uZ jau turima kelia. Kadangi grafas neturi neigia-
my cikly, tai bet kuriame trumpiausiame kelyje kiekviena vir§iné pasitaikys ne daugiau
kaip 1 karta. Tarkime, 7,7 € V ir K yra trumpiausias kelias 1S ¢ | j tarp tokiy keliy, kuriy
visos tarpinés virSunés priklauso aibei Ny, = {1,... k}, kur k& < n. Jei vir§uné k priklau-
so keliui K, tai kelio K pirmoji dalis K; = K (i, k) bus trumpiausias kelias tarp virSiniy
i ir k su tarpinémis vir§tnémis i§ aibés Ny, o kelias Ky = K (k, j) bus trumpiausias kelias
tarp virsSiiniy £ ir j su tarpinémis virStinémis is aibés /V (nes prieSingu atveju egzistuoty
kelias i§ 7 { j, trumpesnis uz K). Jei vir§uné k nepriklauso keliui K, tai kelias K bus
trumpiausias kelias tarp vir§iiniy ¢ ir j su tarpinémis virSinémis i§ aibés Nj_.

PaZzyméje trumpiausio kelio i$ 4 | j su tarpinémis vir§inémis i§ aibes N, ilgi D™ [i, 5],
gauname rekurencia sasaja trumpiausiy keliy ilgiams:

7 U\ min{ DED[G, j], DED[i, k] + DEVk, 1}, jeik > 1.

Floyd—Warshall algoritmas realizuojamas trigubu ciklu:

function D = shortest_paths(A)
for::=1tondo
for j := 1tondo D[i,j] := Alt, j]
end
end
for k£ :=1ton do
for::=1tondo
for j := 1tondo D[i,j] := min{D]i, j], D[i, k] + D[k, j]}
end
end
end

Sio algoritmo sudétingumas yra O(n?).
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4.6 Pav.: Rasti trumpiausius kelius.

Pavyzdys 4.3.1. Duota grafas (Zr. 4.6 pav.) su atstumy matrica

0 1 oo oo 3
o 0 3 3 8
A=l oo 0 1 =5
oo oo 2 0 oo
oo o0 oo 4 0

Rasti trumpiausiy keliy tarp bet kuriy dviejy grafo virsiiniy ilgius bei trumpiausia kelig i$
114 virsSiine.
Pademonstruosime kaip keiciasi trumpiausiy keliy ilgiy matrica D (pradiniu momentu
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o 1 4 3 -1
oo 0 3 2 =2
D®'=]loc 00 0 -1 =5|=D

co oo 2 0 -3

oo oo 6 4 0
Liko rasti trumpiausia kelig i§ 1 | 4. Kadangi D[1,4] = 3 = D[1,5] + A[5,4], tai
prieSpaskutiné §io kelio vir§uné yra 5. Kadangi D[1,5] = —1 = DIJ1,3] + A[3,4], tai
prie§ 5 virSane eina virSané 3. Kadangi D[1,3] = 4 = DJ[1,2] + A[2, 3], tai prie§ 3

virSting eina vir§ine 2. Gauname keliag 1 — 2 — 3 — 5 — 4 ilgio 3.

4.4 Minimalaus karkaso uzdavinys

Didelé kompanija, turinti savo centrus jvairiuose miestuose, nutar¢ didelio pralaidumo
kabeliais visus kompiuterius sujungti i tinkla taip, kad i§ bet kurio kompiuterio siun-
¢iami duomenys galéty pakliuti i bet kur kita kompiuterj. Kabelis bus tiesiamas Salia
keliy, taigi jo tiesimo kaina yra proporcinga atstumams tarp miesty. AiSku, kad nebiiti-
na sujungti kiekviena miesta su kiekvienu: pakanka jtraukti tiek keliy, kad i§ kiekvieno
miesto signalas galéty pakliuti 1 kiekvieng kita miesta per tarpinius miestus. Kuriuos ke-
lius reikia iSsirinkti, kad tokio tinklo kaina buty maziausia ? Tokj pat uzdavinj Ziema
gali tekti spresti kaimynams kaimo vietoveéje. Vasarg jie buvo iprate lankytis vieni pas
kitus, pasirinkdami trumpiausius kelius. Ziema visus kelius uzpuste, todel jie noréty ras-
ti trumpiausig keliy tinkla, kad nuvalius tik to tinklo kelius, jie galéty nueiti vieni pas
kitus.

Suformuluosime auk$c¢iau apraSyta praktini uzdavinj grafy kalba. Duotas svorinis
grafas G = (V, F,w) su neneigiamais svoriais. Reikia rasti jungy $io grafo pografi 7" =
(Vr, Er,w), kuris apimty visas pradinio grafo vir§anes (V = V) ir kurio briauny svoriy
suma buty minimali tarp visy galimy tokiy pografiy. Aisku, kad toks minimalus pografis
negali turéti cikly, nes prieSingu atveju iSmetus bet kurig ciklo teigiamo svorio briauna,
pografis likty jungus, o jo svoris sumazéty. Taigi, tai turi buti medis. 4.1 skyrelyje medi,
apimantj visas grafo vir§uines, vadinome karkasu. Taigi, reikia rasti duoto grafo minimaly
karkasa (minimum spanning tree (MST), angl.).

Yra Zinomi du pagrindiniai algoritmai minimalaus karkaso uZdaviniui spresti: Kraska-
lo (Joseph Kruskal, g. 1928) ir Primo (Robert Prim, g. 1921). Jie abu naudoja gody me-
toda: visa laika rinktis pigiausia (maziausio svorio) dar nepaimtg grafo briauna, jei ji
tenkina tam tikras taisykles. Minimalaus karkaso uzdavinys yra klasikinis pavyzdys, kai
godus algoritmas randa optimaly sprendinj.

Pirmiausia pateiksime “Zodines” abiejy algoritmy formuluotes. Jos yra labai papras-
tos. Priminsime, kad jei grafas GG turi n virSiiniy, tai pagal medziy savybes minimalus
karkasas 7" visada turés n — 1 briaung. Kadangi a priori yra Zinoma, kad cikly negali buti,
tai galime laikyti, kad briauny svoriai yra bet kokie (t.y., gali bati ir neigiami).
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procedure Kruskal

V=V, BEp =0

fori=1:n—1do
e := pigiausia grafo GG briauna, kuria prijunge prie 7', mes negausime ciklo;
ET = ET U {6};

end;

procedure Prim
V= {Uo}; Er = 0;
fori=1:n—-1do
e = (u,v) := pigiausia grafo G briauna, incidentiné kuriai nors karkaso 7T’
virStinei u, kuria prijunge prie 7', mes negausime ciklo;
ET = ET U {6}; VT = VT U {U};
end;

Vienintelis iy algoritmy skirtumas, kad antrasis konstruoja medj siekdamas, kad tas
medis visg laikg biity jungus, tuo tarpu pirmasis ima paeiliui pigiausias briaunas tik tik-
rindamas, kad neatsirasty ciklo. Nors Sis skirtumas i$ pazitiros atrodo nedidelis, abu algo-
ritmai yra realizuojami labai skirtingai.

Abiejuose algoritmuose reikia uZtikrinti, kad prijungiant prie karkaso nauja briaung
neatsiras ciklo. Ciklas gali atsirasti tada ir tik tada, kai prijungiamos briaunos abu galai
priklauso tai paciai jau turimo karkaso komponentei. Kad taip neatsitikty, Kraskalo algo-
ritme kiekvieng karkaso komponentg saugosime kaip medi (apie aibiy vaizdavima misku
7r. 2.4 skyrelj). Tada prijungiant nauja briauna pakaks patikrinti, ar jos galai priklauso
skirtingiems medziams. Kadangi Primo algoritmas visa laika bando praplésti vieng kom-
ponente, tai pakanka saugoti karkasui 7' jau panaudoty virSuniy aibe V7 ir nagrinéti tik
tokias naujas briaunas, kurios jungia vir§anes i§ V7 su vir§tnémis i§ V' \ V7.

Panagrinésime Kruskalo ir Primo algoritmus detaliau.

4.4.1 Kraskalo algoritmas

Pateikiame detalesnj Kraskalo algoritma. Kaip jau minéjome, karkaso 7’ virSuniy aibé yra
vaizduojama misku. M, reiSkia medi, kuriame yra vir§ané v, o r(v) reiskia medzio M,
Sakni.
procedure Kruskal(V, £, w)
E = SORT(FE); /* Rasiuojame briauny aib¢ briauny svoriy w(e) didéjimo tvarka */
Vi :=V; Ep :=0;
forv e Vdo M, :={v}; r(v) := v; end; /* Inicializuojame miska */
1= 1;
while |[Er| <n—1do
e:=e; = (u,v); /*Pasirenkame pigiausig i§ eilés briaung */
if 7(u) # r(v) then
Er = Er U{e};
for t € M, dor(t) = r(u); end;
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4.7 Pav.: Minimalus grafo karkasas, kurij randa Kraskalo algoritmas (karkaso briauny
svoriai paZzymeéti skrituliukais).

M, = M, U M,; /* Sujungiame medZius, kuriuose buvo vir§anés u ir v */
else: :=1+1;
end;
end;

Koks $io algoritmo sudétingumas? m briauny rasiavimas reikalauna O(m log, m)
operacijy. Dvigubo ciklo while-for sudétingumas blogiausiu atveju bus O(n?). Gauname
LMST = O(mlogy m + n?). Veiksmams su medZiams naudojant Saky suspaudima, mi-
néta 1.4 skyrelyje, galima sumazinti dvigubo ciklo sudétinguma iki O(m log, n). Kadangi
i§ m < n? i¥plaukia log, m = O(log, n), tai optimaliai realizuoto Kraskalo algoritmo su-
détingumas yra O(m log, n).

Pavyzdys 4.4.1. Pritaikykime Kraskalo algoritma grafui, pavaizduotam 4.7 paveikslélyje.
SuriiSiave duoto grafo briauny aibg gauname

E ={((a,0), (b, ), (d,e), (f,9), (a,d), (b €), (d, 9), (¢, e), (b, d), (¢, [), (e, 9), (e, f) }-

Imame paeiliui briaunas, tikrindami, ar jos nesudaro ciklo. Pradinés briaunos (a, b), (b, ¢),
(d,e), (f,9), (a,d) visos tinka. Briauna (b, e) sudaryty cikla su briaunomis (a, b), (a, d)
ir (d, e), todél ja praleidziame. Po jos einanti briauna (d, g) tinka. Kadangi jau turime
6 briaunas, o pradinis grafas turéjo 7 virSunes, baigiame darba. Gauto karkaso briauny
svoriai 4.7 paveikslélyje yra paZzyméti skrituliukais.

4.4.2 Primo algoritmas

Kaip jau minéjome, Primo algoritmas pradeda konstruoti karkasa 7" i$ bet kurios pradinés
grafo virSunés v, ir kiekvieng karta pasirenka pigiausia briauna i visy briauny, jungianciy
aibés Vp virSanes su aibés V' \ Vp virSGnémis. Tam, kad rasti tokia briauna, reikia per-
ziureéti virStiniy i$ V7 kaimynes grafe GG. Kaip ir anksciau, vir§tnés v kaimyniy (vir$niy,
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sujungty briauna su v) aibe Zymime GRET (v). Tam, kad pasirenkant pigiausia briaung
nereikety kiekvieng karta 1§ naujo parziaréti visy karkaso virSuniy ir visy jy kaimyniy (t.y.,
kad i§vengti trigubo ciklo), mes kiekvienai grafo virStunei v saugosime jos trumpiausig at-
stuma [3, iki karkaso 7T". Be to, isiminsime ir tg karkaso 7" virSiing, iki kurios nagriné¢jama
vir§ané v yra ariausiai, t.y., saugosime «, := u € Vp: w(u,v) = [3,. Pradiniu momen-
tu, jei algoritmas pradeda darba i§ vir§inés vy, tai visoms vir§inéms v € V' \ {vo} ju
trumpiausi atstumai iki karkaso 7" bus 3, = w(v, vg), 0 artimiausia karkaso vir§iné joms
visoms bus vy. Jei pradiniame grafe virSiinés v ir vy néra sujungtos briauna, laikome, kad
trumpiausias atstumas (3, yra begalybé. Algoritmo vykdymo metu trumpiausi atstumai
bus dinamiSkai perskai¢iuojami.

procedure Prim(V, E, w)
V= {Uo}; Er = @;
forv e V\ Vrdo (5, := w(vy,v); v, := vp; end; /* Iniciacija */
while |V| < n do
B* = minyev\v; By = By+; /* Randame artimiausia dar neprijungta vir$ine v* */
Vp = VpU{v*}; Er = Ep U{(v", a,)};
for v € GRET(v*) do
if 5, > w(v*,v) then g, := w(v*,v); a,, := v*; end,;
end;
end;

Kadangi sudétingiausia algoritmo dalis yra dvigubas ciklas while-for, tai Primo algo-
ritmo sudétingumas LY5T = O(n?). Buvo jrodyta, kad saugant virSiines i§ v € V'\ Vr pri-
oritetinéje eiléje ir naudojant Fibonacio kritvos (Fibonacci heap, angl.) duomeny strukti-
ra, Primo algoritmo sudétinguma galima sumazinti iki O(m + n log, n). Taigi, tik retiems
grafams (jei m = O(n)) Kraskalo algoritmas gali buti greitesnis uZ Primo algoritma. Tan-
kesniems grafams Primo algoritmas asimptotiskai yra greitesnis uz Kraskalo. Taciau tai

priklauso nuo duomeny struktiiry, panaudoty abiejy algoritmy realizacijai.

Pavyzdys 4.4.2. Pritaikykime Primo algoritma grafui, pavaizduotam 4.7 paveikslélyje.
Tarkime, kad grafo briaunos kompiuterio atmintyje yra iSdéstytos leksikografine tvarka:

E ={(a,b), (a,d), (b,c), (b,e), (b,d), (c.e), (¢, f), (d,e), (d,g), (e, f), (e, 9), (. 9)}-
Pradéjus i§ virSanés a, artimiausia vir§ané yra b, taigi briaung (a, b) jtraukiame i karkaso
briauny aib¢ Fp. Tarp virSiiniy a ir b kaimyniy joms artimiausia yra vir§iné c, taigi itrau-
kiame ir briaung (b, c¢). Perskaiéiavus likusiy vir§tiniu trumpiausius atstumus, masyvai «
ir 3 atrodo taip:

ag=a, . =b, ay=c, a;=a
ir
Pa=4, be =4, By =6, by = o0.
Taigi, renkamés briaung (a, d). Galy gale gauname minimaly karkasa 7' = (V, Er), kur

Er ={(a,b), (b, ), (a,d),(d,e),(d, 9), (] 9)},
t.y., ta pati, kurj rado ir Kraskalo algoritmas.
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4.5 OQilerio ciklo paieska

Priminsime, kad Oilerio ciklu vadiname cikla, praeinantj kiekviena grafo briauna lygiai
po viena karta. Grafai, kuriuose egzistuoja Oilerio ciklas, yra vadinami Oilerio grafais.
Dar 1736 m. Leonardas Oileris (Zr. 2.5.1 skyrelj) gyvendamas Karaliauciuje (kuris tuomet
vadinosi Kionigsbergu, o dabar Kaliningradu) ir vaik§¢iodamas tiltais per Priegliaus upg
suformulavo viena pirmuyjy grafy teorijos uzdaviniy: ar jis galéty iS€jes i§ namy pereiti
kiekvienu i§ 7 tilty per upe¢ vienintelj karta ir vél grizti namo. 4.8 paveikslélyje matote
multigrafa, atitinkantj Oilerio suformuluota 7 tilty” uzdavinj. Oileriui pavyko rasti bi-
ting ir pakankama salyga tokio ciklo egzistavimui bet kokiame duotame grafe.

Teorema 4.5.1 (Oilerio teorema). Jungus multigrafas yra Oilerio grafas tada ir tik tada,
kai visy jo virsiniy laipsniai yra lyginiai.

[rodymas.  Biutinumas. Tarkime, turime Oilerio grafa. Kadangi jis yra jungus, tai i
kiekvienos vir§iinés iSeina bent viena briauna. Nagrinéjame bet kuria grafo virSiing vy.
Kadangi bet kuri i§ Sios virStinés iSeinanti briauna priklauso Oilerio ciklui, tai pasirenka-
me bet kurig briaung ir keliauname Oilerio ciklu. Praeinant per bet kurig grafo virSiing,
mes viena briauna i ja ateiname, o kita iSeiname, taigi vieng karta praecidamas per bet kurig
grafo virSiing, nesutampancia su virSiine vy, Oilerio ciklas panaudoja lygiai dvi briaunas.
Kadangi judame ciklu, tai kazkada mes griSime i prading virStng v, tokiu budu taip pat
panaudodami lygiai dvi briaunas, incidentines virSunei vy (pirmg ir paskuting ciklo briau-
nas). Jei apéjome dar ne visa cikla, vél iSeiname 1§ virSiinés v ir vél turésime i ja grizti.
Kadangi briaunos nesikartoja, tai visy virSuniy laipsniai privalo buti lyginiai, kitaip mes
negalésime iSeiti i§ kazkurios vir§tnés ir sugrizti i vy.

Pakankamumas. Tarkime, kad duotas multigrafas yra jungus, ir visy jo virSiiniy laips-
niai yra lyginiai. Pasirinke bet kurig prading virSung vy, sukonstruosime Oilerio cikla.
I virStinés vy einame bet kuria grafo briauna (v, u), i§ vir§anés u vél bet kuria briauna
(u, w) ir t.t., kiekvieng jau panaudota briauna pasalindami i$ briauny aibés. Kadangi grafo
virSuiniy laipsniai lyginiai, tai atéjus briauna i bet kurig grafo vir§iing visada dar turésime
bent vieng briaung i$¢jimui i§ Sios virSunés. Galy gale mes pakliusime { prading virSting

C

B

4.8 Pav.: Karaliauciaus tilty uzdavinys.
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(nes 18 visy kity galéjome iSeiti). Jei dar liko briauny, kuriomis galime iSeiti 1§ Sios virSa-
nés (t.y., jei jos laipsnis pradzioje buvo didesnis uz 2), tai vel einame bet kuria briauna ir
vel kazkada griSime i vy. Taip tgsiame tol, kol grize 1 vy 1S jos i8eiti nebegalime. Gavome
cikla C. Sis ciklas nebitinai yra Oilerio ciklas, nes dar gali biti likusiy neapeity briauny.
Nagrinéjame pradinio grafo GG pografi G’, kuris gavosi i§ pradinio grafo pasalinus visas
ciklui C' priklausangias briaunas ir izoliuotas vir§iines (pografis G’ nebiitinai jungus). Sis
pografis bitinai turés bent vieng bendra virSiing su ciklu C' (nes prieSingu atveju ciklas C'
bty buves atskira pradinio grafo komponente, o taip negali buti). Tarkime, kad tai yra
vir§iné v;. Kadangi pografio G’ vir§iniy laipsniai yra lyginiai, tai i$¢j¢ i§ vir$tinés v, ir
vaiks§¢iodami pografio G’ briaunomis mes apeisime ciklg C ir vél sugriSime | virSang u.

Dabar i$ cikly C' ir C'; sukonstruosime vieng cikla, kurj vél pavadinsime C'. Einame
ciklo C' dalimi, jungiancia vir§iines vy ir vy, po to apeiname visa ciklag C' ir griZtame i
vir§iing vy, po to einame likusia ciklo C' dalimi, jungiancia virSiines vy ir v:

C .= C(Uo,vl) U Cl U C(’Ul, 'Uo).

Jei ciklas C' yra Oilerio ciklas, teorema irodyta. Jei ne, jis vél turés virSing vs, i§ kurios
dar galima iSeiti ir rasti cikla Cs. Tada ciklus C' ir C5 vél galime apjungti i bendrg ciklg C'.
Taip tesiant galy gale i cikla C' paklius visos duoto grafo briaunos. [

Pavyzdys 4.5.1. Panagrinékime grafa, pavaizduota 4.9 pav. Pradéje iS pradinés vir§iinés
c einame per virsSunes d, b, a, kol griztame i virStng c. Kadangi dar yra briauny, kuriomis
galima iSeiti, tgsiame marsruta, t.y., einame i f, i§ f i e ir griZztame | c. Gavome cikla

C = ((¢,d), (d; ), (b, a), (a,¢), (¢, [), (f,¢), (¢, ).

Liko neapeitas pografis, sudarytas i§ virStniy d, g, h ir jas jungianciy briauny. Tame
pografyje randame cikla Cy = ((d, g), (g, h), (h,d)), einantj per ciklo C' virSung d. Paga-
liau i§ cikly C' ir C'; konstruojame galutini Oilerio cikla, iterpdami ciklag C' i atitinkama
ciklo C vieta:

C = ((¢,d),(d,9),(g,h), (h,d),(d,b), (b, a), (a,c), (c, [), (f,e), (e,¢)).

Pavyzdys 4.5.2. I§ Oilerio teoremos iSplaukia, kad grafas, vaizduojantis 7 Karaliauciaus
tiltus (Zr. 4.8 pav.), néra Oilerio grafas, nes jo visy virSiiniy laipsniai yra nelyginiai. Taigi,
Oileriui nepavyko pasivaikscioti taip, kaip jis buvo suplanaves.

Oilerio teoremos jrodyme naudotas Oilerio ciklo konstravimo algoritmas yra vadina-
mas iteratyviu, nes jis i§ pradziy randa bet koki cikla, o po to iteracija po iteracijos ji
didina iki Oilerio ciklo. IS teoremos irodymo ir 4.5 pavyzdZio matyti, kad tokio algoritmo
realizacijai tinka paieSka gylyn, kai vietoje rekursijos mes naudojame steka. IS pradinés
virSunés vykdome paieSka gylyn, talpindami praeitas briaunas i steka, kol niekur nebe-
galésime iSeiti. Taip steke atsidurs pradinio ciklo C' i§ teoremos jrodymo visos briaunos.
Grizdami atgal antrg kartg praecinamas briaunas mes jau galime iSimti i§ ciklo ir isiminti,
nes jos ir sudarys ieSkoma Oilerio cikla.
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4.9 Pav.: Iteratyvus Oilerio ciklo konstravimas.

Iteratyvyji algoritma galima uZraSyti taip:

procedure Euler(G)
STEKAS := (; CIKLAS := (;
v := bet kuri grafo G virSiné;
STEKAS < v; /* Jtraukiame virStne v i steka*/
while STEKAS # () do
v := top(STEKAS);
if GRET[v] # 0 then
u <= GRET|v];
STEKAS < u;
GRET[v] := GRET[v] \ {u};
GRET[u] := GRET][u] \ {v};
v i= u;
else
v < STEKAS; /* Saliname virsiing v 1§ steko */
CIKLAS < v;
end;
end;

Pavyzdys 4.5.2 (tegsinys). Taikome procediira Euler grafui i§ 4.9 pav. Pradéjus iS vir§iinés
c ir apeinant grafo briaunas leksikografine tvarka, stekas pamaZzu pildysis, kol atrodys
taip: STEKAS = [c, f, e, ¢, d, b, a, ¢|]. Kadangi praeidami briauna mes jos galus Salinome
i§ gretimumo sarasy, tai Siuo metu bus saraSas GRET|c| bus tus¢ias. Taigi, virSing ¢
iSimame i$ steko ir jtraukiame j masyva CIKLAS. AnalogiSkai elgiameés su virStinémis
f,e,c. Gauname STEKAS = [d,b,a,c|, CIKLAS = [c,e, f,c|]. Kadangi vir§uné d
dar turi kaimyniniy virStniy, tai tgsiame paieSka gylyn, itraukdami virStnes g, h ir d 1
steka. Stekas tampa lygus [d, h, g,d, b, a, c]. Kadangi visos briaunos jau praeitos bent
vieng karta, tai bet kurios steko vir§tinés gretimy virSiiniy sarasas yra tuscias, todél jas po
vieng iSimame i$ steko ir dedame i cikla. Galy gale gauname Oilerio cikla CIKLAS =
lc,e, f,e,d, h,g,d, b, a,c].
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Kadangi paieska gylyn lygiai du kartus praeina visas grafo briaunas, tai Oilerio ciklo
paieskos uzdavinio sudétingumas yra L(m,n) = O(m).

4.6 Grafuy izomorfizmas

Duoti du grafai (orientuoti arba neorientuoti) G; = (Vy, Ey) ir Gy = (V,, E5). Reikia
nustatyti, ar Sie grafai yra izomorfiski, t.y. ar egzistuoja bijekcija f: V; — V; tokia, kad
(vi,v;) € E) tada ir tik tada, kai (f(v;), f(v;)) € E,. Siam uzdaviniui kol kas néra
rasta jokio algoritmo, kurio sudétingumas polinomiskai priklausyty nuo grafy virStiniy
bei briauny skaiciaus.

4.6.1 Grafu invariantai

Tam, kad du grafai biity izomorfiski, turi sutapti jvairios juy charakteristikos. PavyzdZziui,
kadangi turi egzistuoti bijekcija f : Vi — V5, kuri skirtingas grafo (G; briaunas atvaizduo-
ty i skirtingas grafo (G5 briaunas, tai abu grafai privalo turéti tiek pat vir§iiniy ir tiek pat
briauny. Tokios grafo skaitinés charakteristikos yra vadinamos grafy invariantais. ISvar-
dinsime keleta pagrindiniy grafo invarianty:

1. VirSuniy skaicius.
Briauny skaicius.

Komponenciy skaicius.

el

Virsuniy laipsniy seka, iSdéstyta nedidéjancia tvarka.
5. Visy grafo paprasty cikly ilgiy seka, iSdéstyta nedidéjancia tvarka.

Jei jtariame, kad du grafai néra izomorfiski, i§ pradZiy verta patikrinti, ar sutampa
kai kurie jy invariantai. Deja, niekam nepavyko surasti tokios baigtinés invarianty sekos,
kad sutampant visiems $ios sekos invariantams galétume teigti, kad grafai yra izomorfiski.
Todél patikring keleta grafo invarianty, jei jie visi sutampa, naudodami paieska su grizimu
konstruosime bijekcija f: V; — V5.

4.6.2 Sinchroniné paieska gylyn su grizimu

Spresime grafy izomorfizmo uZdavinj orientuotiems grafams. Tam, kad nereikty operuoti
su grafo virSuniy j€jimo ir i§¢jimo laipsniy sekomis, i$ pradziy koduojame grafo virStnés
iSéjimo ir i¢jimo laipsnius vienu skai¢iumi. Tarkime,

‘/1:{1}171}27"'7,071}7 ‘/QZ{QUwa,-..,wn}
irt = [log,o(n + 1)]. VirSanés v; laipsnj apibréze kaip

dg(v;) = 10" indg(v;) + outdg(vy),
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4.10 Pav.: Nustatyti, ar Sie grafai yra izomorfiski.

gauname, kad skirtingas poras (indg(v),outdg(v)) atitiks skirtingi nataralieji skaiciai

dg(v).
Pagrindiniai algoritmo etapai yra Sie:

1. Abiejy grafy virStniy aibéms V; ir V5 apskaiciave virStniy laipsnius dg(v;) ir
dg(w;), sugrupuojame vir§ines su vienodais laipsniais | grupes. Taigi, vir$iiniy
aibés suskyla i k grupiy: V; = V(U -~ UV} irVp = VAU -+ U V2, kur
Vi =V7IVi=1,... k.

2. Maziausiai vir§iiniy turinCioje grupéje V' pasirenkame bet kurig virsing v; € V'
ir i Sios virSunés grafe (G; vykdome paieSka gylyn. Tarkime, kad Sioje paieskoje

grafo Gy vir§inés yra apeinamos tvarka vy, vs, ..., v, ir pazymékime G, (k) grafo
(G, pografi, kurj sudaro vir§tnés vy, ..., v ir visos briaunos, kuriy abu galai pri-
klauso aibei vy, . . ., vg.

3. Pirmajame grafe vykdydami paieSka gylyn, tuo paciu metu konstruojame bijekcija
f(v1) = wy, f(va) = wa, ..., f(vx) = wg, taip, kad pografiai G, (k) ir Gy (k) buty
izomorfiski. Cia Go(k) yra pografis, kurj grafe G sudaro vir§anés wy, . . ., wy. Kai
negalime rasti f(k + 1) reik§més tokios, kad pografiai G (k + 1) ir G5(k + 1) buty
izomorfiski, mes griZztame prie pografio G1(k — 1) ir renkamés kita reik§me f (k).
Algoritmas baigs darba, kai gausime, kad pografis G1(n) = G yra izomorfiskas
pografiui Go(n) = Gs.

Pavyzdys 4.6.1. Nustatysime, ar 4.10 pav. vaizduojami orgrafai yra izomorfiski. Abu
grafai turi po 8 virSunes ir 14 lanky. Taigi, ¢ = 1. VirSiiniy aibé V; suskyla i 3 grupes:

Vi={a, f}U{ch}uibde gt =V UV, UV,

kur grupés V! virSinés yra laipsnio 12, grupés V' — laipsnio 21 ir grupés V7' — laipsnio
22. Atitinkamas antrojo grafo virSiiniy aibés skaidinys yra

Vo ={2,7}U{3,6} U{1,4,5,8} = VZUVSUVZ
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Kadangi ieSkoma bijekcija f: V7 — V5 turi iSlaikyti virStinés laipsnij, tai lieka 2! - 2! - 4! =
96 galimos bijekcijos.

Grafe (G; pradedame paieska gylyn i virSunés a. Tarkime, kad f(a) = 2. I§ a iSeina
vienintelis lankas (a,b). Kadangi b € VJ!, tai f(b) € V2. Kadangi grafe G5 yra briauna
(2,4), tai galime pasirinkti f(b) = 4. I§ b einame | f. VirStung f gali atitikti tik vir§ané
7, nes vir§uné 2 jau uzimta. Taigi, f(f) = 7. Taliau grafe G5 néra briaunos (4,7). Tai
reiSkia, kad pasirinkimas f(b) = 4 buvo neteisingas.

Grjztame i virStng b ir renkamés f(b) = 8. Vél einame i§ b f ir gauname f(f) = 7.
Kadangi grafe G5 yra lankas (8,7), tai viskas gerai. Taliau grafe G, yra ir atvirksCiai
orientuotas lankas (7, 8), tuo tarpu grafe G lanko (f, b) néra. Vadinasi, f(b) # 8. Ka-
dangi kity galimybiy parinkti f(b) nebéra, tai reikia grizti i virSing a.

Dabar imame f(a) = 7. Tada galima pasirinkti f(b) = 1ir f(f) = 2. Dar po keleto
paieskos Zingsniy gauname ieSkoma bijekcija f, kuri priskiria vir§tinéms a, b, ¢, d, e, f, g,
h atitinkamai virStines 7,1, 3,5, 8, 2, 4, 6. Taigi, grafai G, ir G5 yra izomorfiski.
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S skyrius

Uzdaviniu sudétingumo klasés

5.1 Kalbu ir uzdaviniu rysys

Abstrakciu uZdaviniu vadiname sarysj () C I x O, kur [ yra ié¢jimy (duomeny) aibé,
o O yra i8¢jimy (galimy sprendiniy) aibé.

Pavyzdys 5.1.1 (Uzdavinys SHORTEST-PATH). Duota grafas G = (V, E) ir dvi to
grafo vir§tinés vy, vo € V. Rasti trumpiausia kelia K (v, v9) (kelio ilgiu laikome ji suda-
ranc¢iy briauny skaiciy). Cia 1€¢jimy aibé yra grafy aibés ir ju virSiiniy pory aibés Dekarto
sandauga, t.y., I = {(V, E, v1,v9)}, 0 i8¢jimy aibé yra aibé grafo vir§aniy baigtiniy seky:
O={{u,...,u}:u; €V}

Trumpiausio kelio radimo uzdavinys SHORTEST-PATH C I x O yra optimizavimo
uzdavinio pavyzdys.

Pavyzdys 5.1.2 (Uzdavinys PATH). Duota grafas G = (V, E), dvi to grafo vir§inés
vy, v9 € V ir natiiralusis skaiCius & € N. Rasti, ar grafe G tarp vir§iiniy vy ir vy egzistuoja
kelias K (vy, vo), ne ilgesnis uz k, t.y., toks, kad | K (vq, v9)| < k.

Tai yra egzistavimo uzdavinio pavyzdys. Kadangi atsakyma “taip” galima koduoti 1,
o atsakyma “ne” — 0, tai egzistavimo uzdaviniy i$¢jimy aibé yra aibé {0, 1}. Pazyméje
I = {(V,E,vi,vq,k)}, kur k € N, gauname, kad PATH C I x {0, 1} yra egzistavimo
uzdavinys.

IS Siy pavyzdZziy matyti, kad bet kurj optimizavimo uzdavinj () atitinka egzistavimo
uzdavinys FE, o atskirg optimizavimo uZzdavinio atveji ¢ = (i,0) € @ atitinka atskiry
egzistavimo uZdavinio atvejy aibé {e(k) = (i,k,0'): k € N} C E. Cia abstrakéiu
uzdaviniu vadiname to paties tipo uzdaviniy klase (tai ka mes 1 skyriuje Zymeéjome ),
atskirais uzdavinio atvejais vadiname konkrecius tos klasés uzdavinius (U € U).

Parodysime (ne visai grieztai), kad nagrinéjant uzdaviniy sudétinguma, galima apsiri-
boti egzistavimo uzdaviniais. Kaip ir anks¢iau, uzdavinio () atskiro atvejo ¢ = (7,0) € @
dydziu |¢| vadiname parametra n, apibidinanti ¢ dydj klaséje Q).

Tegu f:N — N. UZzdavini ) vadiname f-sunkiu, jei egzistuoja algoritmas A, kurio
sudétingumas sprendziant uzdavini ¢)

TIMEA(q) = Q(f(lq])) Vg€ Q.
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Lema 5.1.1. Nagrinéjant uZdaviniy sudétingumaq, galima apsiriboti egzistavimo uZdavi-
niais, t.y., jei f:N — N ir egzistavimo uZdavinys E yra f-sunkus, tai ir ji atitinkantis
optimizavimo uZdavinys () yra f-sunkus.

[rodymas. Tarkime, () ir E yra vienas Kita atitinkantys optimizavimo ir egzistavi-
mo uZzdaviniai, ir uZzdavinys £ yra f-sunkus. [rodysime, kad tada ir uzdavinys () yra
f- sunkus.

Tarkime, kad uZdavinys () yra paprastesnis uz uzdavini F, t.y., egzistuoja algoritmas
A toks, kad TIME 4(¢q) = o(f(|q|)) Vg € Q. Kaip jau auk$¢iau minéjome, kiekviena
q € @ atitinka aibé {e(k)} C E. Be to, |¢| = |e(k)]|, nes egzistavimo uZdaviniui reikia
ty paciy duomeny, kaip ir optimizavimo uzdaviniui, papildomai dar nurodant natiiralyji
skaiCiy k. Pridéje dar viena Zingsnj prie algoritmo A mes gautume algoritma B, spren-
dziantj bet kurj uzdavinj e(ky): tam, kad iSspresti e(ky), reikia pirma iSspresti @, o po
to gautg sprendinj palyginti su skaiiumi ky. AiSku, kad algoritmo B sudétingumas tada
biity

TIMEs(e (ko)) = o £(Q])) = o(f(le(ko)])),

o tai prieStarauty prielaidai, kad uzdavinys F yra f-sunkus. [J

Remdamiesi §ia lema, toliau nagrinésime tik abstrakéius uzdavinius @ C I x {0, 1}.

Konkreciu uZdaviniu vadiname sary$j U C {0,1}* x {0, 1}. Taigi, konkretaus uzda-
vinio duomenys yra nuliy bei vienety seka, o jo sprendinys yra skaicius O arba 1. Vie-
toje abstrakCiy uzdaviniy galima nagrinéti konkreCius uzdavinius, naudojant kodavimq
e: I — {0,1}*. Tada bet kurj abstrakty uzdavini () C I x {0, 1} atitiks konkretus uzdavi-
nys U = e(Q) C {0,1}* x {0,1}. Naudodami abstrak¢iy uzdaviniy kodavima, galésime
lyginti jvairaus tipo uZdaviniy sudétinguma (uZdaviniy apie grafus, logines formules bei
schemas, veiksmy su matricomis ir pan.).

Sakysime, kad algoritmas A sprendZia konkrety uzdavini i/ = e(Q) C {0,1}*x{0,1}
per laika O(f(n)) ir Zzymésime T% (n) = O(f(n)) jei Vi € {0, 1},

Ta(i) = O(f(l])),

kur |i| yra ZodZio ¢ € {0, 1}* ilgis. Sudétingumo klase P vadinsime aib¢ konkreciy uzda-
viniy, kuriems egzistuoja algoritmai, sprendZiantys tuos uzdavinius per polinomini laika,
ty.,

P = {U: JA3k tokie, kad T% (n) = O(n*)}.

Kadangi naudodami ié¢jimy aibés kodavima e: I — {0, 1}* abstrakCius uzdavinius
galime koduoti konkreciais uzdaviniais, tai galime kalbéti ir apie polinominio sudétingu-
mo abstrakCius uzZdavinius. Taciau reikia susitarti, koki kodavima galima naudoti. Pa-
sirodo, koduojant aibg [ skirtingais btidais, vienu atveju konkretus uzdavinys e(Q) gali
priklausyti aibei P, o kitu atveju gali nepriklausyti. Taip, pavyzdZiui, gali atsitikti, natiira-
livosius skai¢ius koduojant dvejetainiu pavidalu ir “vienetainiu” pavidalu (t.y., skaiciy n
koduojant n + 1 vienetu), nes antrasis kodas bus eksponentiSkai ilgesnis uz pirmaji.

Funkcija f: {0,1}* — {0, 1}* vadiname polinomiskai apskaiciuojama, jei egzistuoja
polinominio sudétingumo algoritmas A, kuris randa f(z). Du kodavimus eq,es:1 —
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{0,1}* vadiname polinomiskai susijusiais, jei egzistuoja polinomiSkai apskaiciuojamos
funkcijos fio, fo1:{0,1}* — {0, 1}* tokios, kad

le(el(i)) — €2<i> iI' f21(€2(i)) = Gl(i) VZ - ]

Lema 5.1.2. Tarkime, Q) C I x {0, 1} yra abstraktus uZdavinys ir du kodavimai ey, e5 yra
polinomiskai susije. Tada e1(Q)) € P <= e3(Q) € P.

[rodymas. Kadangi teiginys yra simetriSkas, tai pakanka ji jrodyti tik | viena puse.
Tarkime, kad e, (Q)) € P, t.y., egzistuoja algoritmas A ir egzistuoja nattiralusis skaiéius k
tokie, kad A sprendZia e, (Q) per laika O(|e;(i)|¥) Vi € I. Be to, egzistuoja algoritmas
B ir egzistuoja natiiralusis skaiius [ tokie, kad B randa e;(i) i§ ey (i) per O(|ex(4)]')
Zingsniy.

Norédami i$spresti uzdavinj es(Q), taikome algoritmy A ir B kompozicija. Duota
Zodj ey (1) i$ pradZiy pateikiame algoritmui B, kuris randa Zodj e (7) per polinominj laika,
ir to ZodZio e (7) ilgis yra ne didesnis uz algoritmo B Zingsniy skaiciu: |e1(i)| < Tp <
lea(4)|'. Po to Zodi e, (i) pateike algoritmui A, gauname sprendinj o € {0, 1}. Bendras
Zingsniy skaicius bus

O(lex (9)[F) = O(fe2(i)|").
Taigi, e2(Q) € P. O

Siame skyriuje koduodami abstrak&ius uZdavinius laikysimés reikalavimo, kad koda-
vimas buty polinomiSkai susijes su standartiniu kodavimu. Standartiniu kodavimu va-
diname kodavima e, kuris:

(1) nataralivosius skaicius koduoja dvejetainiu pavidalu, t.y., eq(n) = ayasy . . . oy, kur
k= llogon|+ 1,jein > 0,irk =1, jein = 0;

(2) baigting aib¢ A koduoja Zodziu, sudarytu i$ tos aibés elementy kody:
eo(A) = eglar)Feo(az)# . .. #eolan);

(3) grafa koduoja zZodziu, sudarytu i$ to grafo virStiniy aibés ir briauny aibés koduy:
eo(G) = eo(V)#eo(F) ir t.t.

Sis reikalavimas leis laisvai operuoti su abstrak&iy uzdaviniy sudétingumu. UZdavinio
duomeny i € I koda e(i) € {0, 1}* toliau Zymésime kampuotais skliausteliais, t.y. vietoje
e(7) raSysime tiesog (i), laikydami, kad kodavimas yra polinomiskai susijes su standarti-
niu.

Jei turime abécele Y, kalba vadiname bet kokia aibg Zodziy toje abéceléje. Taigi,
kalba vadiname bet kokia aibe L C X*. Toliau visur naudosime abécele {0, 1} ir kal-
ba vadinsime bet kokia aibe L C {0, 1}*. Kadangi kiekvienas konkretus uzdavinys yra
atvaizdavimas v : {0,1}* — {0, 1}, tai kiekviena konkrety uzdavinj U atitinka kalba
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Ly = u™(1), tai yra aibé ZodZiy, kuriems uzdavinio U sprendinys yra lygus 1. Pavyz-
dZiui, kalba
PRIME = {10,11,101,111,1011,...}

atitinka abstrakty egzistavimo uzdavini, ar duotas natiiralusis skaicius yra pirminis.

Taigi Siame skyrelyje mes pademonstravome, kad kalbant apie uZzdaviniy sudétingu-
ma, vietoje optimizavimo uzdaviniy galima apsiriboti egzistavimo uZdaviniais, pastaruo-
sius galima koduoti konkreciais uzdaviniais, kuriy duomenys sudaryti tik i nuliy ir vie-
nety, o konkrecius uzdavinius atitinka kalbos abécéléje {0, 1}. Tai mums leidZia vietoje
uzdaviniy sudétingumo klasiy toliau nagrinéti kalby sudétingumo klases

5.2 Sudétingumo klase P

Algoritmas A iSsprendZia kalbg L, jei Vo € {0,1}*

1, zel,
A(x):{o z¢ L.

Algoritmas A priima kalba L, jei
Alz) =1<= =z € L.

Taigi, jei Zodis nepriklauso kalbai L, tai iSsprendZiantis algoritmas iSduoda atsakyma 0,
tuo tarpu priimantis algoritmas iSduoda atsakyma O arba niekada nesustoja.
Sudétingumo klase P vadiname polinomiskai i§sprendZiamy kalby klasg:

P = {L C {0,1}": 3 algoritmas A toks, kad A i§sprendZia L per polinominj laika}.

Pavyzdys 5.2.1. Riboto ilgio kelio tarp dviejy grafo virStiniy egzistavimo uzdavini atitin-
ka kalba

PATH = {(G,u,v,k): G = (V,E)— grafas,u,v € V, k > 0 — sveikasis skaiCius,
ir egzistuoja kelias K (u,v) i§ u i v ilgio < k}.

Kadangi yra Zinoma nemazai polinominiy trumpiausio kelio radimo grafe algoritmy (pvz.,
Deikstros), tai pritaike tokj algoritma duomenims G, u, v ir jo gauta rezultatg (trumpiausio
kelio ilgi) palyging su skai¢iumi k, gauname polinominj algoritma, i§sprendZiantj kalba
PATH, taigi PATH € P.

Turing’o masinos sustojimo problema atitinka kalba

HALT = {(M, x): Turing’0 maSina M duomenims z sustoja, t.y., M(x)]}.

Yra Zinoma, kad Si problema algoritmiskai neiSsprendZiama, taciau egzistuoja (nepoli-
nominis) algoritmas, priimantis kalba HALT. Sis algoritmas — tai universali Turing’o
masina U, modeliuojanti M (x) darba. Jei M(x)], tai ir maSina U({M, x)) sustos, t.y.,
priims Zodj (M, x).
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5.1 Pav.: Polinominé redukcija.

Pavyzdys 5.2.1 rodo, kad algoritmiskai i§sprendZiamy ir priimamy kalby klasés ski-
riasi. Taciau jei mes apsiribosime tik polinominio sudétingumo algoritmais, tai Sios klasés
sutaps.

Lema 5.2.1.

P ={L C{0,1}": 3 algoritmas A toks, kad A priima L per polinominj laikq} .

[rodymas.  Kadangi kokia nors kalba L iSsprendziantis polinominis algoritmas yra kar-
tu ir kalba L priimantis algoritmas, tai pakanka tik parodyti, kad jei egzistuoja kalba L
primantis polinominis algoritmas A, tai egzistuoja ir kalba L i§sprendZiantis polinominis
algoritmas A’. Kadangi A polinominis, tai atsiras konstantos ¢ > 0 ir & € Z tokios, kad
A(z) sustoja po ne daugiau kaip T = c|z|* Zingsniy kiekvienam z € L. Algoritmas A’
bus universalaus algoritmo modifikacija. Jis modeliuoja algoritmo A(x) darba ir skai-
¢iuoja zingsnius. Jei po T Zingsniy algoritmas A(x) dar nesustojo, tai algoritmas A’(x)
sustoja ir iSduoda atsakyma 0. Jei A(x) sustoja kuriame nors Zingsnyje ¢t < 7', tai A’(x)
irgi sustoja ir iSduoda atsakyma sutampantj su A(x) atsakymu. [

Kalba L, vadinsime polinomiskai redukuojama i kalba Lo ir Zymésime L; <, L, jei

egzistuoja polinomialiai apskaic¢iuojama funkcija f tokia, kad
xr € Ly < f(x) € Ls.
Polinoming redukcijg iliustruoja 5.1 pav. Norint nustatyti, ar x € L, pakanka nustatyti ar
f(z) € Ls.
Pavyzdys 5.2.2. ApibréZkime kalbas
EULER-CYCLE = {(G): G — Oilerio grafas}

ir

EVEN-SEQUENCE = {((k1,...,kn)): k1, ..., k, yra lyginiai sveikieji skaiciai}.

Kadangi yra Zinoma teorema, kad grafas yra Oilerio tada ir tik tada, kai visy jo virSiiniy
laipsniai yra lyginiai, tai polinominis algoritmas F' randantis duoto grafo visy virStuniy
laipsnius polinomialiai redukuos kalba EULER-CYCLE i kalba EVEN-SEQUENCE:
EULER-CYCLE <, EVEN-SEQUENCE.
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x F f(x) Ay f(x) € Lo?| x € Ly?

5.2 Pav.: Lemos 5.2.2 jrodymo schema.

Polinominé redukcija leidZia lengvai jrodyti kalby priklausomybe klasei P redukuo-
jant vienas kalbas i kitas (t.y., nereikia konstruoti tiesioginio i§sprendziancio algoritmo).

Lema 5.2.2. Jei Ll Sp L2 ir L2 € P, taiir Ll e P.

[rodymas.  Tarkime, kad A, yra polinominis algoritmas iSsprendZziantis kalbg Lo ir F'
yra polinominis algoritmas apskaiCiuojantis funkcija f tokia, kad x € L; < f(z) €
L,. Konstruosime polinominj algoritma A; i§sprendZianti L.

Algoritmas A, bus paprasciausia algoritmy F' ir A, superpozicija (Zr. 5.2 pav.). Norint
nustatyti ar x € L4 reikia apskaiéiuoti f(x) ir gauta rezultata pateikti kaip duomenis algo-
ritmui A,. Jo atsakymas rodys ar x € L,. Kadangi dviejy polinomy suma yra polinomas,
tai algoritmas bus polinominis. [

5.3 Sudétingumo klaseé NP

Klas¢ NP galima apibrézti kaip klase kalby L, kurioms egzistuoja nedeterminuota Tu-
ring’o maSina M priimanti L per polinominj laika, t.y., Vo € L atsiras skai¢iavimo me-
dZio $aka, kurioje M sustoja po ne daugiau kaip po O(|z|*) Zingsniy ir iSduoda atsakyma
1. Pateiksime kita klasés NP apibréZima, kuris leidZia Zymiai palengvinti irodymus, kad
nagrinéjamos kalbos priklauso klasei NP. Yra jrodyta, kad Sie apibréZimai yra ekvivalen-
tas.

Sakysime kad algoritmas A (turintis 2 j¢jimus) patvirtina zodi = € {0,1}* jei egzis-
tuoja kitas Zodis y € {0, 1}* toks, kad A(z,y) = 1. Zodj y vadinsime ZodZio x liudijimu.
Kalba L vadinsime patvirtinta algoritmo A, jei

L ={x € {0,1}": egzistuoja y € {0, 1}" toks, kad A(z,y) = 1}.

Sudétingumo klase NP vadinsime aibe kalby, kurios gali buti patvirtintos per polinominj
laikq, naudojant polinominio ilgio liudijimus. Taigi, L. € NP tada ir tik tada kai egzistuoja
polinominis algoritmas A, turintis du i€jimus, ir egzistuoja sveikas skaicius [ toks, kad

L = {x € {0,1}*: egzistuoja liudijimas y € {0, 1}* ilgio |y| = O(|=|")
toks, kad A(x,y) = 1}.
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Pavyzdys 5.3.1. Panagrinékime kalba
HAM-CYCLE = {(G = (E,V)): G — Hamiltono grafas}.

Niekam dar nepavyko surasti polinominio algoritmo i§sprendZiancio §ig kalbg. Bandant
perrinkti visus galimus Hamiltono ciklus, gausime O(n!) sudétingumo algoritma. Taciau,
tarkime, pas jus ateina draugas ir sako: “Zinai, a§ tavo grafe G radau Hamiltono cikla”
bei pateikia jums virSiiniy seka H. Aisku, kad tokiu atveju nesunku rasti polinominj
algoritma, kuris patikrina ar ta seka A tikrai bus Hamiltono ciklas. Tereikia patikrinti
ar [ yra virSuniy aibés V' kélinys ir ar tikrai aibéje £ egzistuoja briaunos jungiancios
gretimas (o taip pat paskuting ir pirmaja) sekos H virSanes. Tam pakanka O(n?) operacijy
(n = |V). Taigi, sekos H kodas y = (H) bus liudijimas, kad jasy grafas G yra Hamiltono
grafas, ir kalba HAM-CYCLE priklausys klasei NP.

Akivaizdu, kad jei kalba L priklauso klasei P, tai ir jos papildinys L (arba co-L), kuris
apibréZziamas kaip
L={0,1}*\L={xe€{0,1}: 2 ¢ L}
taip pat priklauso klasei P (tereikia algoritmo iSsprendZiancio kalba L atsakymus at-
imti i§ 1). Ar tai galioja ir klasei NP, néra Zinoma. Pavyzdziui, neaiSku, ar kalba
NONHAMIL- TON, kur

NONHAMILTON = {0,1}* \ HAM-CYCLE = {(G): G néra Hamiltono grafas}

priklauso NP, nes Siuo atveju yra sudétinga rasti polinominio ilgio liudijima, kad duotame
grafe neegzistuoja Hamiltono ciklo.
Sudétingumo klase co-NP vadinsime aibg kalby

co-NP = {L: L € NP}.
Lema 5.3.1. P C NP.

[rodymas.  Bet kuriam Zodziui x € {0, 1}* liudijimu y paéme tuséia Zodj, gauname,
kad tas pats algoritmas kuris polinomisSkai i§sprendZia kalba L, kartu ir patvirtina ta kalba
per polinominj laika. Taigi, L € P = L € NP. [

Lema 5.3.2. P C co-NP.

[rodymas.  Akivaizdu, kad klasé P yra uzdara papildinio atZvilgiu, t.y.,, L € P <=
L € P (uztenka algoritmo atsakymus 1 ir O sukeisti vietomis). Todél pagal anksteng lema
LeP=Lcco-NP. U

Keturi galimi klasiy P, NP ir co-NP tarpusavio sarySiy variantai yra vaizduojami
5.3 pav. Kuris variantas yra teisingas, kol kas néra Zinoma. Dauguma tyrinétojy linke
manyti, kad labiausiai tikétina yra situacija (d):

P € NP Nnco-NP C NP, co-NP.
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NP B O-N N CO-N
(b) (© (d)

5.3 Pav.: Sudétingumo klasés P, NP ir co-NP.

NP

(©)

(a)

5.4 Pav.: Sudétingumo klasés P, NP ir NPC.

5.4 Sudétingumo klase NPC

Kalba L vadiname NP-sunkia, jei L' <, L kiekvienai L' € NP. Kalba L vadiname
NP-pilna, jei:

(1) L e NP ir
(2) L yra NP-sunki.

NP-pilny kalby klas¢ Zymésime NPC. Dabar parodysime, kad NP-sunkios kalbos betar-
piskai siejasi su problemos “P = NP?” sprendimu.

Teorema 5.4.1. (1) Jei bent viena NP-pilna kalba yra polinomiskai issprendZiama (pri-
klauso P), tai P = NP.

(2) Jei bent viena NP-pilna kalba néra polinomiskai issprendzZiama (nepriklauso P), tai
ir visos kitos NP-pilnos kalbos néra polinomiskai issprendziamos (P N NPC = ().

[rodymas.  Tarkime, kad L € NPCir L € P. Jei L’ € NP, tai pagal NP-pilnumo
apibrézima L' <, L, taigi pagal 5.2.2 lemgq ir L' € P. Taigi, NP C P, o tai reiskia, kad
P = NP.

Norédami jrodyti antra teoremos dalj tarkime, kad L € NPC ir L ¢ P. Jei atsirasty
kalba L’ tokia, kad L' € NPCir L' € P, tai kadangi L <, L', pagal 4.2.2 lema gautume
L € P, o tai prieStarauty pradinei prielaidai. [

Pav. 5.4 vaizduoja tris galimus klasiy P, NP ir NPC tarpusavio sarySiy variantus.
Dauguma tyrinétojy linkg manyti, kad teisingas yra variantas (c):

PCcNP, NPCCNP ir PNNPC=0{.
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Kadangi NP-pilni uzdaviniai yra tokie svarbis algoritmy sudétingumo teorijoje, tai
kiekvieno naujo uzdavinio itraukimas i Sig klas¢ vertinamas kaip naujas mokslinis rezul-
tatas. Siuo metu yra zinoma keli Simtai, o kartu su jvairiomis ty paciy uzdaviniy versijo-
mis gal ir keli tikstanciai NP-pilny uZdaviniy. Norint jrodyti, kad kalba L yra NP-sunki,
reikia jrodyti, kad i kalba L galima polinomialiai redukuoti bet kurig kita klasés NP kal-
ba. Tiesiogiai tai jrodyti biina gana sunku. Taciau jei mes tai tiesiogiai jrodytume bent7
vienai kalbai, tai visoms kitoms kalboms galima buty taikyti tokia lema:

Lema 5.4.1. Jei L' <, L ir L' € NPC, tai L yra NP-sunki. Be to, jei L € NP, tai tada
L € NPC.

{rodymas. ~ Kadangi L’ yra NP-sunki, tai kiekvienai L” € NP turime L” <, L'. Poli-
nominé redukcija tenkina tranzityvumo désnij (dviejy polinomy suma vél bus polinomas),
todel gauname L” <, L, taigi L yra NP-sunki. Jei dar Zinoma L € NP, tai pagal apibre-
7Zima L bus NP-pilna. [J

Si lema mums duoda paprasta bida kaip jrodyti, kad kuri nors kalba L yra NP-sunki:
(1) Reikia jrodyti, kad L € NP.
(2) Reikia pasirinkti jau Zinoma NP-pilng kalba L'.

(3) Reikia pateikti algoritma F’ realizuojanti funkcija f : {0, 1}* — {0, 1}*, kuri kalbos
L' zodZius atvaizduoja i kalbos L ZodZius.

(4) Reikia irodyti, kad bet kokiam = € {0, 1}* bus teisinga = € L’ tada ir tik tada kai
f(z) € L.

(5) Reikia jrodyti, kad algoritmas [’ yra polinominio sudétingumo.

Pirmasis uzdavinys, kuris mums leis praverti klasés NPC duris ir jkisti i tarpduri koja
(t.y., $i uzdavinj) bus Bilio schemos iSpildomumo uzdavinys CIRCUIT-SAT.

5.5 Uzdavinys CIRCUIT-SAT

Siame skyrelyje nagrinésime Biilio schemas su neribotu jéjimy skai¢iumi (“unbounded
fan-in circuits”, angl.), t.y., sudarytas i§ funkciniy elementy &, V, -, kur elementai &
realizuoja bet kokio ilgio konjunkcijas z; & - - - & 2, 0 elementai V realizuoja bet kokio

ilgio disjunkcijas z1 V- - -Vz;. Bilio schema S sun iéjimy x4, . .., x, ir | iS¢jimu vadiname
iSpildoma, jei egzistuoja kintamyjy x4, . . ., x,, reikSmiy rinkinys (aq, ..., a,) € {0,1}"
toks, kad istacius i schemos S i¢jimus reikSmes r; = «ay,...,2, = Qy, S§ios schemos

i$¢jime gauname reikSme 1. Pav. 5.5 vaizduojama schema S yra iSpildoma, nes parinke
i¢jimy reikSmes 1 = xo = x3 = 1, schemos iS¢jime gauname 1.

Kadangi Bulio schemos yra orientuotieji Zymeétieji grafai, jas galima koduoti nuliukais
ir vienetukais bet kuriuo biidu, naudojamu koduoti grafams. Taigi, kiekvienai schemai

100



Y/
A

5.5 Pav.: I$pildoma Biilio schema.

S galime priskirti jos koda (S). Jei schema S turi n iéjimy ir m funkciniy elementy,
tai akivaizdu, kad jy skaiius yra ne didesnis uz schemos kodo ilgi (n,m < (S)), nes
kiekvienai grafo virStunei koduoti prireiks bent vieno bito. PaZymékime

CIRCUIT-SAT = {(S): S — ispildoma Bilio schema}.

Akivaizdu, kad jei Billio schema turi n iéjimuy, tai perrinkus visas galimas jy reikSmes
(..., ) € {0,1}" galima nustatyti, ar duotoji schema yra iSpildoma (brutalios jégos
algoritmas). Kai schemos dydis polinomiskai priklauso nuo ié¢jimy skaiciaus, gauname,
kad brutalios jégos algoritmas yra eksponentinio sudétingumo schemos kodo ilgio atzvil-
giu. Deja, nieko geriau uzdaviniui CIRCUIT-SAT néra Zinoma.

Teorema 5.5.1. CIRCUIT-SAT € NPC.

[rodymas.  Pagal NP pilny kalby apibréZima reikia jrodyti, kad:
(1) CIRCUIT-SAT € NP ir
(2) uzdavinys CIRCUIT-SAT yra NP-sunkus.

(1) Liudijimu bus schemos S ié¢jimy reik§miy rinkinys y = (a1, ...,a,) € {0,1}",
kuriam schemos S i$¢jimo reikSmé bus lygi 1. Liudijimo ilgis yra ne didesnis uZ sche-
mos kodo ilgj |(S)|. Kadangi kiekvienas funkcinis schemos elementas turi ne daugiau
kaip [(S)| iéjimy, o paliy elementy taip pat yra ne daugiau kaip |(.S)|, tai per polino-
minj Zingsniy skaiciy galime apskaiciuoti kiekvieno funkcinio elemento bei schemos is-
¢jimo reikSme. Taigi, egzistuoja polinominio sudétingumo algoritmas A(z, y), toks, kad
(S) € CIRCUIT-SAT « Jy: A((S),y) = 1 ir liudijimo y ilgis yra polinominis.

(2) Tegu L — bet kuri kalba i§ klasés NP. Jrodysime, kad L <, CIRCUIT-SAT.
Konstruosime polinominio sudétingumo algoritma F', kuris bet kuriam ZodZiui = € {0, 1}*
priskirs schema S = F(x) tokia, kad x € L tada ir tik tada, kai S yra iSpildoma, t.y.,
(S) € CIRCUIT-SAT.

Kadangi L € NP, tai egzistuoja polinominis algoritmas A(x, y), patikrinantis kalba L
per polinominj laika. Galime laikyti, kad algoritmas A yra programa, parasyta Zemo lygio
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kalba, naudojancia atminties adresus. Tada kompiuterio atmintyje programa A yra sau-
goma kaip komandy saraSas, kur kiekvieng komanda sudaro operacijos kodas, operandy
adresai kompiuterio atmintyje ir adresas, kur reikia jraSyti operacijos rezultata. Specia-
lioje atminties vietoje laikomas komandy skaitiklis KS, saugantis adresa komandos, kuria
reikés vykdyti. Vykdant programa, Sis adresas nuolat keiciasi, nurodydamas arba sekan-
¢ia komanda, stovincia po jau ivykdytos, arba kuria nors kita komanda, jei buvo vykdoma
salyginé ar ciklo komanda.

Laikysime, kad be vykdomos programos ir komandy skaitiklio kompiuterio atmintj
dar sudaro procesoriaus registrai, pradiniai programos duomenys ir darbiné atmintis (Zr.
5.6 pav.). Fiksuota atminties biiseng (t.y., atminties Iasteliy (bity) reikSmes tam tikru lai-
ko momentu) vadinsime konfigiiracija. Vienos komandos vykdyma atitinka ankstesnés
konfiguiracijos atvaizdavimas i nauja konfiguracija, kurj atlieka kompiuterio procesorius.
Kadangi bet kuri konfigiiracija yra nuliuky ir vienetuky rinkinys, tai §j atvaizdavima ga-
lima realizuoti Biilio schema M. Kadangi pagal algoritmy savybes kiekviena komanda
turi biiti elementari, tai visada galima iSsirinkti toki komandy rinkini, kad vienai koman-
dai jvykdyti pakaks polinominio dydZio Bilio schemos (priklausomai nuo konfigiiracijos
ilgio).

Pazymime 7'(n) algoritmo A Zingsniy skaiéiy blogiausiu atveju duomenims ilgio n.
Tegu k > 1 yra tokia konstanta, kad T'(n) = O(nF) ir liudijimo y ilgis taip pat yra O(n*).
Taip visada galima pasirinkti, nes algoritmo A sudétingumas yra polinominis jo jéjimo
ilgio atzvilgiu, o jo i&jimo ilgis yra n + |y|, kur |y| savo ruoZtu yra polinomas n atzvilgiu.

Dabar algoritmo A darba galime vaizduoti 7'(n) konfigliracijy seka co, ¢1, . . ., cp@m),
kur prading konfigiiracija ¢y sudaro programa A, komandy skaitiklis KS, procesoriaus re-
gistrai, pradiniai duomenys x ir y bei darbiné atmintis. Konfigiiracija c; padavus i schemos
M iéjimus, jos i$¢jimuose gauname konfigiiracija ¢;+1 (1 = 0,1,...,7(n) — 1).

Aprasysime algoritma F', kuris pagal duota x konstruoja schema S tokia, kad S buty
iSpildoma tada ir tik tada, kai egzistuoja liudijimas y toks, kad A(x,y) = 1. Algoritmas F’
pirmiausia apskai¢iuoja n = |z| ir konstruoja Bilio schemg S’, sudaryta i§ 7'(n) schemos
M kopijy. Sios schemos jéjimas bus pradiné skai¢iavimo A(z,y) konfigiiracija, o i8éji-
mas bus konfigliracija cp(,). Dabar schema S nesunku gauti i§ schemos S’. Pirmiausia
schemos S’ j¢jimus, atitinkanCius programa A, komandy skaitiklj, procesoriaus registrus,
prading darbinés atminties konfigliracija ir iéjima x, fiksuojame, t.y., prijungiame tiesiai
prie Zinomy jy reikSmiy. Taigi, laisvi lieka tik schemos jéjimai, atitinkantys liudijima y.
Antra, visus schemos S’ i$¢jimus ignoruojame, i$skyrus viena, kuriame gaunmas algorit-
mo A(z,y) darbo rezultatas. Sis i§¢jimas ir bus konstruojamos schemos S i§¢jimas.

Lieka jrodyti, kad:

(a) S yra iSpildoma tada ir tik tada, kai egzistuoja poliniminio ilgio liudijimas y toks,
kad A(z,y) = 1ir

(b) algoritmas F’ yra polinominio sudétingumo n = |z| atzvilgiu.

(a) Tarkime, kad egzistuoja polinominio ilgio liudijimas y toks, kad A(z,y) = 1.
Pateike Sias y reikSmes schemos S j¢jimuose, gausime, kad jos i§¢jimas yra lygus 1 (nes
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1€jimai

Co A KSprocesoriaus registrai  x Y darbiné atmintis

N
7

c1 A KSprocesoriaus registrai  x Y darbiné atmintis

SO
7

Co A KSprocesoriaus registrai  x Y darbiné atmintis

S\

/N

/N

/N

7

CT(n) A KSprocesoriaus registrai  x Y darbiné atmintis

iS¢jimas

5.6 Pav.: Kompiuterio konfigiiracijuy seka, atitinkanti algoritmo A(x,y) darba. Konfiga-
racija ¢; vaizduoja kompiuterio blisena po i-ojo algoritmo A Zingsnio. Pradinéje kon-
figliracijoje cy visuy bity, iSskyrus liudijimo lauka y, reikSmés yra fiksuotos. Kiekviena
konfigiiracija i sekancia perdirba Bulio schema A/. Jungtinés schemos i$¢jimas yra vie-
nas 1§ darbinés atminties bity.
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sutampa su A(z, y) i8¢jimu), taigi schema S i$pildoma. Ir atvirk§¢iai, jei S iSpildoma, tai
atsiras jejimas y toks, kad S(y) = 1, o tai reiks, kad ir A(z,y) = 1. Kadangi schemos S
i¢jimams iSskirta lygiai O(n*) bity, tai liudijimo ilgis bus polinominis |z| atzvilgiu.

(b) Irodysime, kad schema S yra polinominio dydZio ir algoritmas F' yra polinominio
sudétingumo n = |z| atzvilgiu. Pirmiausia jrodysime, kad kiekviena konfigiracija c;
yra polinominio dydzZio n = |z| atzvilgiu. Programos dydis nepriklauso nuo z ir yra
konstanta, kaip ir komandy skaitikliui bei procesoriaus registrams skirta atmintis. [€jimo
x dydis yra n, o liudijimo y dydis yra O(n*). Kadangi algoritmas A daro ne daugiau,
kaip O(n*) Zingsniy, tai jam reikalingos darbinés atminties dydis taip pat yra polinominis
n atzvilgiu. Taigi, kiekviena konfigiiracija yra polinominio dydZio n atZvilgiu, o viena
schema M taip pat yra polinominio dydzio konfigliracijos dydzio atzvilgiu. Kadangi
tokiy schemy M skaicius T'(n) taip pat yra polinominis n atzvilgiu, tai ir schema S bus
polinominio dydzio n atzvilgiu. Akivaizdu, kad ir ja konstruojantis algoritmas F' bus
polinominio sudétingumo. [

5.6 Kiti NP-pilni uzdaviniai

Nagrinésime Bilio formules vir§ bazés B = {&,V, -, —,«}. Formulé F(z4,...,x,)
iSpildoma, jei egzistuoja kintamuyjy reik§miy rinkinys (a1, ..., «,) € {0,1}", pavercian-
tis formule teisinga: F(ag,...,a,) = 1. Pavyzdziui, Balio formulé F(xy,x9,23) =

—(z1 — x9)&—w3 yra iSpildoma, nes F'(1,0,0) = 1. Pazymékime
SAT = {(F'): ' — i$pildoma Bilio formulé}.
Teorema 5.6.1. SAT € NPC.

Dabar nagrinésime specialaus pavidalo Bilio formules vir§ bazés By = {&,V, —}.
Litera vadinsime kintamaji arba jo neigini, t.y., p, —p yra literos. Elementarigja disjunk-
cija vadiname skirtingy litery disjunkcija. Normaligja konjunkcine forma (CNF, angl.)
vadiname bet kokig skirtingy elementariy disjunkcijy konjunkcija:

F=D1&Dy& --- & Dy, kur Dy =2a]'V---Vai¥ (z;; # ) ir D, # D,.

Pagaliau normaliaja konjunkcing forma vadinsime 3-normaligja konjunkcine forma
(3-CNF, angl.), jei kiekviena jos elementarioji disjunkcija yra sudaryta 1§ lygiai 3 skir-
tingy litery. Pazymeékime

3-CNF-SAT = {(F'): F yra iSpildoma 3-normalioji konjunkciné forma}.

Pavyzdziui, jei F'(p, q,7) = (pVqVr) & (mpV—qV—r) & (pV—qV—r) & (-pVgV-r),
tai (F') € 3-CNF-SAT, nes F'(1,1,0) = 1.

Teorema 5.6.2. 3-CNF-SAT € NPC.
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Grafo klika vadiname bet koki pilna jo pografi. Klikos dydZiu vadiname jos virStiniy
skaiCiy. Pavyzdziui, bet kuris grafas, turintis n vir§iniy ir m briauny turi lygiai n kliky
dydzio 1 ir m kliky dydZio 2. Optimizavimo uzdavinyje MAX-CLIQUE reikia duotame
grafe surasti maksimalaus dydzio klika. Ji atitinkantis egzistavimo uzdavinys CLIQUE
klausia, ar duotame grafe egzistuoja bent viena klika dydzio £ € N:

CLIQUE = {(G, k): grafe G egzistuoja klika dydzio k}.
Teorema 5.6.3. CLIQUE € NPC.

Grafo G = (V, E) virsaniniu denginiu vadiname jo vir§aniy poaibj V' C V toki,
kad kiekvienai briaunai (u,v) € E turime u € V' artba v € V' (arba abu atvejai tei-
singi). Taigi, virStneés i$ aibés V'’ “uzdengia” bent vieng kiekvienos briaunos gala. Vir-
Stninio denginio dydZiu vadiname jo virS$oiniy skai¢iy. Optimizavimo uzdavinyje MIN-
VERTEX-COVER reikia rasti maziausia duotojo grafo vir§tinini dengini. Ji atitinkantis
egzistavimo uzdavinys VERTEX-COVER Kklausia, ar egzistuoja duotojo grafo vir§iininis
denginys dydzio k € N:

VERTEX-COVER = {(G, k): grafas G turi vir§aninj denginj dydZzio k}.

Teorema 5.6.4. VERTEX-COVER & NPC.
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