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Duomeny analizé — tai radimas tasko, is
kurio reikéty pazvelgti | duomenis, kad
pastebétum juose esantj désningumaq.

PRATARME

Informacijos antplidZio laikotarpis Zmonijos
istorijoje

Gyvename informacijos antplidzio Simtmetyje. Kasdien mes,
zmonés, informacijos gauname gerokai daugiau, nei galime apdoroti.
Daznai tai tampa trikdziu. Gaunama informacija dél jos pertekliaus
pradedame ignoruoti. O argi tai gerai? Galime bati apkaltinti: ,,Stai §i
informacija paskelbta viesai, ir Jus bitinai privalote ja zinoti.“ Pavyz-
dys: sakoma, kad istatymy nezinojimas nuo atsakomybés neatleidzia;
o jie (tie jstatymai, jstatymo lydimieji aktai) keiciasi, tad normalus
verslininkas, o ir administratorius, praktiskai nesugeba visy ju sekti;
juolab kad daznai jie priestarauja vienas kitam.

Didieji prekybos centrai, draudimo bendrovés ir socialinio drau-
dimo jstaigos, aviabiliety pardavimo agentiiros, teisétvarkos istaigos
kiekviena atskirai turi arba gali turéti daugybe informacijos apie kiek-
vieng i§ misu. O jei ju informacija ,,sujungtume®, tai ko gero, visai
prarastume privatuma. Jei ta informacija biity panaudota ,,geriems
tikslams*, miisy gyvenimas palengvéty. O jei blogiems?

Tad Siuo informacijos antplidzio laikotarpiu Zmonijai kyla nema-
za nauju uzdaviniy, su kuriais anksc¢iau ji néra susidiirusi. Tai infor-
macijos i§gavimo, apdorojimo, analizés, patikimumo, saugumo, slap-
tumo, nuosavybés, saugojimo techniniai ir juridiniai klausimai. Aki-
vaizdu, kad jie dar neiSspresti, ir kol kas mes esame dar labai toli nuo
to. Daugelis moksliniy discipliny nagrinéja minétus klausimus. Sioje
knygoje kalbésime tik apie viena i darbo su dideliais informacijos
kiekiais aspektu, biitent — apie duomeny analize, galima Ziniuy iSgavi-
ma i§ dideliy informacijos masyvu. Siuo metu pasaulyje (ypa¢ JAV ir



Anglijoje) yra labai daug duomeny analizés (angl. data mining) firmuy,
sprendzian¢iy jvairiausias tiek mazy firmy, tiek ir labai dideliy pro-
blemas.

Statistiné duomeny analizé ir Ziniy iSgavimas i§ duomeny masy-
vu — plati, jvairialypé disciplina. Panars$¢ po interneta, netgi lictuviska,
pamatysime, kad skirtingi autoriai apraso/nagrinéja jvairius duomeny
analizés, Ziniy i§gavimo bidus. Zemiau bus apragoma tik dalis i§ dau-
gelio zinomy metody. Visy jy nagrinéjimas apimty daug tomuy. Sioje
knygoje bus kalbama bene apie pagrinding metody dalj. Tai klasifika-
vimo, prognozavimo algoritmai, duomeny nevienalytiSkumo klausi-
mai, nuolat kintan¢iy désningumy radimas. Ypatingas démesys bus
skiriamas analizés rezultaty interpretavimui, gauty modeliy patikimu-
mo, pasitikéjimo gautais rezultatais jvertinimui. Tai ypa¢ svarbus ana-
lizés etapas, nes jei analizés rezultatai nepatikimi, jie gali buti ir klai-
dingi. Tokiu atveju vietoj naudos galime turéti ir bédos.

Si knyga — tai daugiame¢io mokslinio tiriamojo bei praktinio
duomeny analizés darbo, bendravimo su jvairiy Lietuvos ir kity Saliy
universitety studentais ir déstytojais, kolegomis Matematikos ir infor-
matikos institute bei kitose mokslinio tyrimo jstaigose, ju Ziniy sieki-
mo ir kiirybiskumo rezultatas. Zmoniu, turéjusiy jtaka — desimtys, o
gal ir du Simtai. UZ ju pagalba ir bendravimo dziaugsma esu jiems
labai dékingas.

Autorius
Vilnius

Matematikos ir informatikos institutas
2008 m.



SANTRUMPU IR TERMINU ZODYNELIS

DAS - daugiaagenté sistema — tai i§ daugelio intelektualius uzdavi-
nius sprendzianciy elementy (agenty, programy), turin¢iy bendra tiks-
la, sudaryta sistema.

DNT - dirbtiniai neuroniniai tinklai — tai i§ adaptyviy elementy, imi-
tuojanciy gyvy organizmy smegeny lasteliy (vadinamy neuronais)
veikla, sudaryta informacija apdorojanti sistema.

DsP — daugiasluoksnis perceptronas — tai daugybés vienasluoksniy
perceptrony, iSdéstyty sluoksniais, tinklas, kur informacija i§ vieno
sluoksnio perceptrono perduodama kito sluoksnio perceptronams.

EAK — euklidinio atstumo klasifikatorius — tai klasifikavimo metodas,
atliekantis sprendima pagal Euklido atstuma iki klasiy ,,centry, t. y. i$
mokymo duomeny ivertinty ty klasiy vidurkiy vektoriy.

RBF — spindulinés bazinés funkcijos — tai dirbtinis neuroninis tinklas,
sudarytas i$ specializuoty elementy, dirbtiniy neurony, kuriy kiekvie-
nas charakterizuoja iéjimo vektoriaus X panaSuma i specifinius ,,cen-
trus* Cl, Cz, ey Cm.

VKN - vidutinis kvadratinis nuokrypis — tai kvadratiné $aknis i§ vidu-
tinés paklaidy kvadraty sumos.

VsP — vienasluoksnis perceptronas — tai vienos smegeny lastelés, va-
dinamos neuronu, informacijos apdorojimo matematinis modelis.

E PnA— klasifikavimo metodo A laukiama generalizavimo paklaidos
tikimybé.
EPg — empiriné klasifikavimo klaidos tikimybé, konkretaus klasifika-

vimo algoritmo, sudaryto pagal mokymo duomenis (MD), klasifika-
vimo klaidy daznis, jvertinant mokymui jau naudotus duomenis.

Py — Bajeso klasifikavimo klaidos tikimybé — tai idealaus klasifikavi-
mo algoritmo, sudaryto Zinant tikruosius i€jimo vektoriy X pasiskirs-
tymo tankius ir klasiy apriorines tikimybes, klaidos tikimybé.



P* — metodo A asimptotiné klaidos tikimybé — tai klasifikatorius,

sudarytas naudojant duomenuy pasiskirstymo modeli A, kurio paramet-
rai tiksliai zinomi, o ne jvertinti i§ mokymo duomenu.

®(c) — standartinio normaliojo tankio, kurio vidurkis O ir dispersi-
ja 1, kumuliatyviné pasiskirstymo funkcija, t. y. tikimybé, kad x < c.

Klasifikavimas — tai vektoriaus X priskyrimas vienai i§ klasiy.
Prognozavimas — tai funkcinés priklausomybés y = f(X) radimas i$
eksperimentiniy duomenu.

Pozymiy (i¢jimo) vektorius X — tai objekta ar reiskinj aprasanciy cha-
rakteristiky rinkinys.



PIRMAS SKYRIUS. DUOMENU ANALIZES PROBLEMA.
NUOLATINIAI POKYCIAI IR ADAPTAVIMASIS PRIE JU

1.1. Ivadas. Duomeny analizés problema.
Nuolatiniai aplinkos pokyc¢iai

1.1.1. Vartotojo krepSelio uzdavinys

Praktiskai pats seniausias ir bene populiariausias duomeny anali-
z€s uzdavinys — tai vartotojo krepselio uzdavinys: milzinisky duome-
ny masyvy apie nupirktas, isigytas, grazintas prekes didziausiuose
prekybos tinkluose analizé. Tikslas — i§ minéty duomeny iSgauti Zi-
nias, reikalingas prekybai tobulinti. Prekybos tinkluose kasdien apsi-
lanko deSimtys tiikstan¢iy ar net milijonai pirkéju. Paprastai jie moka
kreditinémis kortelémis. Tad tampa imanoma sekti ju pirkimy istorija,
ju iprocius ir tai panaudoti geresniam pirkéjuy aptarnavimui, prekybos
tinklo ivaizdzio kélimui. O geras jvaizdis, patrauklumas prekybos
tinklams reikalingas. Kai kuriose Salyse labai populiarios mazosios
parduotuvélés. Kiekvienos i$ ju savininkas kartu yra ir pardavéjas. Jis
pazista pirkéjus asmeniskai, Zino ju problemas, bédas ir pan. Sis savo
gerbiamam ir mylimam pirkéjui partipins jo mégstama preke, pakalbés
apie Seimg ir artimuosius, aptars bendrus pazistamus, miestelio pro-
blemas. Ar rasime tokia galimybe ,,Akropolyje?* Ne. Bet Stai Pranct-
zijos prekybos tinklo vadovybé nori tuos senus pensininkus persivilio-
ti pas save. Ju pasamdyta duomeny analizés tarnyba istiria seny Zmo-
niy keleriy mety pirkimus, paseka, kokias prekes ir po kiek jy jie pir-
ko, kokiomis savaités dienomis, kuriuo paros metu, po vieng ar kelie-
se. Visa §i informacija prekybos tinklo vadovams padeda Sio tipo pir-
kéjams reikalingas prekes iSdéstyti vienoje vietoje, irengti ten kaving,
zodziu, — ,,pensininky kluba®“. Ir §tai pensininkai jau turi susitikimy
vieta, kur ,,visi pazistami“ susirenka ir greta kity visus juos dominan-
¢iy klausimy gali aptarti savo pirkinius, o galy gale — nusipirkti dau-
giau, negu buvo planave. Prekybos tinklo vadovai dél to tik ,.trina
rankas® ir duomeny analizés firmai ruoSiasi pateikti dar didesnj uzsa-
kyma.

10



Stai keletas klausimy, kurie domina prekybos tinkly vadovus:
Kaip isdéstyti prekes? Kokias, kada, kokiais intervalais, po kiek jas
uzsakinéti? Kokiais kiekiais jas fasuoti? Kokios prekiy raiSys perka-
mos vienu pirkimu? Kokia Zzmoniy kategorija vienaip ar kitaip elgiasi?
Kada ir kokia nuolaidy akcija paskelbti? Kaip ir kur ja reklamuoti? Jei
jiems pasisekty gauti pakankamai i§samia informacijq i§ konkuruojan-
¢io prekybos tinklo, tai jiems biity idomu, kodél dali pirkiniy pirkéjas
isigyja ne pas juos, o kitur. Vakary Saliy, kur nepatikusiy ar nekoky-
bisky prekiy grazinimas yra jprastas dalykas, prekybos tinklai nori
susekti atvejus, kur vienas pirkéjas, kasininkas arba ju ,.tandemas*
vykdo grazinimo operacijas gan daznai. Neretas atvejis, kai ,,pirkéjas®
preke vienoje parduotuvéje isigyja pigiau, o Kitoje, ja grazindamas,
gauna didesng kaina. Prekybos tinklas, tokius reiskinius pastebéjes,
pradeda juos sekti, samdo detektyvus ir t. t.

Visiems Siems uzdaviniams spresti reikia duomenu. Dalies reika-
lingy duomeny prekybos tinklai neturi. Todél Vakary Salyse populia-
rios firmos, kurios renka, tikrina ir pardavinéja duomenis.

1.1.2. Interneto duomeny analizé

Kitas, bet jau daug naujesnis, uzdavinys — tai interneto duomenys,
kurie lengvai prieinami ir kaupiami jau daugeli metu. Todél nauja
duomeny analizés mokslo Saka — interneto duomeny gavyba (angl.
Web Data Mining) — dabar tapo labai populiari. Analizuojant interneto
duomenis, atliekami tie patys veiksmai kaip ir su kitais duomenimis,
taCiau tam turintys tikti analizés zingsniai yra saviti ir unikaliis. Inter-
neto duomeny analiz¢ susideda i$ toliau iSvardyty procesy (zr. 1 pav.):

e duomeny surinkimas,

e duomeny apdorojimas, Svarinimas (Sis etapas interneto duo-

meny analizéje yra unikalus),

e duomeny analizés algoritmy taikymas Zinioms i§gauti,

e interneto duomeny vizualizavimas.
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1 pav. Interneto duomeny analizés procesas

Interneto duomeny analizé yra bendro duomeny analizés proceso
dalis, taciau kai kurie etapai skiriasi.

Galima i$skirti tris pagrindines interneto duomeny gavybos kryptis:

e turinio duomeny gavyba (angl. Web Content Mining),

e struktiriné duomeny gavyba (angl. Web Structure Mining),

e vartojimo duomeny gavyba (angl. Web Usage Mining).

Turinio duomeny gavyba yra duomeny iSgavimas i§ interneto

duomeny dokumenty turinio. Taikymo sritis — vartotojy paieskos uz-
klausy turinio tobulinimas ir pagreitinimas.
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Struktiiriné duomeny gavyba yra susijusi su internetinés svetai-
nés struktiira / tipologija; ji nagrinéja rySius tarp atskiry svetainés pus-
lapiy.

Vartojimo duomeny gavyba yra duomeny gavybos metody tai-
kymas, naudojamas vartojimo Sablonams atskleisti i§ turimy (istori-
niy) interneto svetainiy serveryje laikomy duomeny. Pvz., randamos
dazniausiai pasikartojancios puslapiy sekos — juose sudedama vertin-
giausia informacija.

1.1.3. Nuolatiniai aplinkos pokyc¢iai ir
adaptavimasis prie ju

Pasaulis keiciasi. Ypac tai pastebime dabar, labai spartaus nauju
informaciniy technologijy vystymosi ir aktyvaus zmogaus poveikio
gamtai laikotarpiu. Dabartiniu metu stebimas gan spartus Zemés kli-
mato kitimas. Numatoma, kad artimiausia penkiasdesimti mety klima-
tas keisis dar spar¢iau. I§ tradicinés finansy sistemos liko ,,Sipuliai®,
dabar ja nusako ne tik ekonomikos raida, bet ir politika bei spartus
informaciniy ir rySiy technologiju vystymasis. Visi ,finansininkai‘
gauna ta pacia informacija, visi naudoja galingus kompiuterius, pana-
Sius matematinius metodus, visi konkuruoja tarpusavyje. Tad naujy
galingesniy kompiuteriy ir tobulesniy matematiniy metody pasirody-
mas daro jtaka rinkai. Taigi senesni, finansy rinka aprasantys, duome-
nys analizei, prognozavimui nebetinka. Reikia naujo pozitrio { duo-
meny analiz¢. Nesant pakankamai duomenuy, apibtidinanciy tiriamus
reiSkinius po pokyciu, nestebéty praeityje, kai kuriais atvejais taikomi
metodai, leidziantys reikalingus duomenis imituoti, tiriama problema
modeliuojant kompiuteriu. Tad atsiranda naujos mokslo Sakos, tokios
kaip dirbtiné (artificial) ekonomika, dirbtiné istorija, dirbtiné chemija,
dirbtiné gyvybé, dirbtinés visuomenés, sintetiné biologija ir pan.

Akivaizdu, jei tiriama problemingé sritis laikui bégant nesikeicia,
matematiniam klasifikavimo ar prognozavimo algoritmui (taisyklei)
sudaryti reikia surinkti kuo daugiau duomeny. Tada galésime tiksliau
apraSyti tikrove. Todél ir algoritmas bus tikslesnis. Bet ka daryti, jei
tiriama probleminé sritis kinta? Tada reikia naudoti maziau ir tik pa-
¢ius naujausius duomenis. Kuo maziau duomeny, tuo paprastesnis turi
biiti naudojamas algoritmas. Stai ir viena i§ ,,algoritmo patikimumo*
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problemu, kuria nagrinésime Siame kurse, — kaip rasti ,,aukso viduri®,
kaip esant ribotam (nedideliam) duomeny kiekiui sudaryti reikiamo
sudétingumo klasifikavimo ar prognozavimo taisykles.

Duomeny analizés metody sukurta labai daug. Sioje knygoje ap-
tarsime pagrindinius. Kad biity aiskiau, praleisime kai kurias statisti-
kos subtilybes, darba su praleistais stebéjimais, jvairiatipiais pozy-
miais, saviorganizuojancius (Kohoneno) ir rekurentinius neuroninius
tinklus. Kalbédami apie sprendimo medzius, genetinius algoritmus,
spinduliniy baziniy funkcijy neuroninius tinklus, bendram juy suprati-
mui jgyti paminésime tik jy sudarymo principus ir pagrindines idéjas.
Siais klausimais nukreipsime skaitytoja i panasiai besispecializuo-
jan¢iy kity autoriy paskaity konspektus ir paskelbtas monografijas.
Pagrindinis démesys Sioje knygoje kreipiamas | duomeny analizés
rezultaty patikimuma, biidus, kaip iSvengti klaidingy iSvady, trikdan-
¢iy ne tik duomeny analitika, bet ir jo uzsakova.

1.2. Pagrindiniai uzdaviniai

1.2.1. Klasifikavimo uzdavinys.
Jo statistinis formulavimas

Daznai susiduriame su klasifikavimo (atpazinimo) uzdaviniu. Tu-
rime objekta ar procesa, kuri pagal tam tikrus jo matavimus galime
priskirti vienai i§ daugelio klasiy. Pavyzdziui, ryt lis ar nelis. Akivaiz-
du, jog tam, kad buty atsakyta i $i klausima, reikia daug ka Zinoti:
Koks $iandien oras? Koks oras aplinkinése 3alyse? Zodziu, reikia turé-
ti iSsamig Sios ir pastaryju dieny informacija. Tai biity: oro temperatii-
ra, slégis, véjo greitis gan pla¢iame Europos regione, ciklono / anticik-
lono charakteristikos, mety laikotarpis ir pan. Formaliai tai buty dau-
giamatis vektorius X (¢ia ir toliau juodu Sriftu zZymésime vektorius,
matricas), kurio komponentés x;, x,, ... , x, yra parametrai (charakteris-
tikos, poZymiai), aprasantys Sios dienos, valandos ir praéjusio laiko-
tarpio informacija. Taigi konkrety vektoriy X reikia priskirti vienai i§
dvieju klasiy. Geras meteorologas, turédamas Sia informacija, galbiit ir
tiksliai prognozuos rytdienos ora. Tam jis panaudos turimas teorines
Zinias, patyrima, intuicija. Miisy uzdavinys — panagrinéti, kaip $i uz-
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davinj (pozymiu vektoriaus X priskyrima vienai ar kitai klasei) reikéty
spresti formaliai, taikant duomeny analizés metodus.

Sprendziant $i uzdavini i kuriama klasifikavimo taisykle reikéty it-
raukti ka tik minétas ,.teorines Zinias®, ,,patyrima™ ir ,,intuicija. Pa-
nagrinékime, kaip $ia problema sprendzia statistika. Cia daroma prie-
laida, kad vektorius X = (x, xz, ... , xp)T yra atsitiktinis. Zenklas ,,”“
reiSkia, kad vektorius eiluté (x;, x», ... , x,) yra transponuota, t.y. jos
elementai xi, X, ... , X, iSdéstyti kaip stulpelis. Be to, daroma prielaida,
kad Sis vektorius pasiskirstes pagal normalyji pasiskirstyma. Tai reis-
kia, kad p-macio vektoriaus pasiskirstymo désnis yra charakterizuo-
jamas p vidurkiy p, o, ..., W, ir p dispersijy 612 , (5§ y e s Gf,. Taciau

to dar neuztenka. Tarp p vektoriaus komponenciy yra p(p-1)/2 kore-
liacijy — py, i, 7 =1, 2, ..., p, j# i. Kad kompaktiSkai sura§ytume visa
Sia informacija, naudosime matricy uzraSyma. Tai darome ir dél to,
kad véliau, sprgsdami duomenu analizés uzdavinius, vartosime Mat-
lab’o programavimo (uzdaviniy uzraS§ymo) kalba, kuria labai patogu
dirbti su vektoriais ir matricomis.

Taigi vektoriaus X vidurki zymésime juoda graikiska raide p = (u,,
U2y oo s up)T, dispersijas ir koreliacijas suraSysime | matricg X, suside-
dangia i§ p eiluiy ir p stulpeliy (i§ viso p” elementy). Taigi vektoriaus
X pasiskirstyma, jeigu jis normalusis, galime apraSyti dviem matrici-
niais parametrais — p ir Z. Tai bus labai svarbu, kai sprgsime prakti-
nius uzdavinius taikydami Matlab 'q. Toliau pateikiame uzraSyma kaip
vektoriy stulpelj ir matrica:

Ky O On s> Oy
o= H, 5 Gy Opn - Oy ’ (1.1)
W, G, G, .. GC,
kur pazyméta

_ 2
Gi;i= O;,

Gj=Gi XG; Xpy, b,j=1,2,...,p; j#i.
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Normaluyji, daznai ji vadinsime gausiniu, pasiskirstymo tankij zy-
mésime (X, U, X).

Statistikos atveju informacija apie uzdavinj yra: vienos klasés vi-
durkiy vektorius w,; ir kovariaciné matrica X;; antros klasés vidurkiy
vektorius p, ir kovariaciné matrica ¥,. Supaprastintu (vienmaciu) at-
veju (tada p = 1) tuos du skirtingy klasiy tankius galime pavaizduoti
grafiskai. IS toliau pateikiamo 2 pav. matome, kad pirmai (raudonai)
klasei x priskirsime tada, kai jis nevirSija 1,8. PrieSingu atveju — x pri-
skirsime antrai klasei (kai x > 1,8 antros klasés tankis didesnis).

0.4}

0.3}

0.2}

0.1t

0

12

2 pav. Dviejy klasiy tankiai

Populiariai aiskindami sprendimo priémimo taisykle, daréme prie-
laida, kad abiejy normaliyjuy pasiskirstymy parametrai p;, Xy ir pp, X,
yra zinomi. Tikrovéje taip néra. Siuos parametrus ,,suzinosime* (jver-
tinsime) tik surinke eksperimentinius (empirinius) duomenis ir pritai-
ke matematinés statistikos metodus. Ka tik minéta sprendimo biida
galima taikyti ir kitiems, panasiems i §i, klasifikavimo uzdaviniams
spresti. Praktiniuose uzdaviniuose pozymiy (vektoriaus X kom-
ponenciy) skaicius biina deSimtys, Simtai, o kai kuriais atvejais siekia
ir desimtis tikstanciy. Klasiy gali biti ne tiktai dvi, bet keletas ar net
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desimtys, o pavieniais atvejais ir daugiau. Stai keletas pavyzdziy. Va-
riklio gedimy diagnozavimas pagal jo keliamg triuk§ma, kurj apiba-
dinti pasirinktas jo spektrinio tankio atskaitymas. Véziniy susirgimy
diagnostika pagal tiikstancius paciento genu ,,iSraiSky“ (angl. gene
expression). Imonés bankroto prognozavimas (bankrutuos, nebankru-
tuos, neaiSku) pagal jos (imonés) ir ,,gamybinés aplinkos* ekonomi-
nius duomenis.

1.2.2. Prognozavimo uzdavinys. Jo formulavimas

Klasifikavimo uzdavinyje pagal turima vektoriy X reikia progno-
zuoti kokybing kintamojo y reikS§me, pvz., 1 arba 2 (dvieju klasiy atve-
ju). Skaiciy atpazinimo atveju kintamasis y priimty viena i$ 11 reiks-
miy: 0, 1, 2, ..., 8, 9 arba ,,nezinau”. Praktikoje aptinkame nemazai
uzdaviniy, kur prognozuojamas kintamasis y yra tolydiné reikSme,
pavyzdziui, kietumas, trapumas, temperattira, slégis, kuro sunaudoji-
mas, pelnas ir pan. Tai prognozavimo uzdavinys, kuriame reikia rasti
priklausomybg y = f{x). Funkciné priklausomybé¢ ir yra tos Zinios, ku-
rias reikia ,,iSgauti* i§ eksperimentiniy (empiriniy) duomeny.

Stai pavyzdys. Trijuose Lietuvos miestuose Ziema kasdien buvo
registruojami trys parametrai: x; — v€jo greitis, x, — oro temperatiira ir
vy — duju sunaudojimas mikrorajone, turinc¢iame 10 000 gyventoju (per-
skaiciuota, normalizuota reikSmé). Buvo spéjama, kad tada (dar tary-
biniais laikais) Saltu oru gyventojai butus Sildosi dujomis. Priklauso-
mybei y=f(x) apraSyti pasirinkta paprasta tiesiné¢ lygtis:
y = xiwy; + x;w, + wy. Nezinomiems koeficientams wy, wy ir w, rasti
turé¢jome n = 270 stebéjimy (po 90 dieny kiekviename 1§ 3 miesty), xy;,
X2, Vi j =1, 2, ..., 270, o koeficienty wy, w; ir w, ieSkojome minimi-
zuodami kvadratiniy nuokrypiy suma (vidutini kvadratini nuokrypi,
VKN).

1 n
VKN = — 2.3 = (i, 0, ) (1.2)
j=

Kiti prognozavimo uzdaviniy pavyzdziai: a) cheminés reakcijos
rezultato prognozavimas atsizvelgiant | joje dalyvaujanc¢iu medziagu
koncentracija, slégi, temperatiira; b) Sirdies operacijos rezultato (kiek
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mety pacientas i§gyvens) prognozavimas atsizvelgiant i paciento biik-
lg aprasancius parametrus ir 1éSy, numatomuy isleisti operacijai atlikti,
kieki; c) kurios nors kompanijos akcijy kurso prognozavimas atsizvel-
giant { Salies ir pasaulio ekonoming situacija, politinius jvykius ir pan.
Kad geriau pajustume ,,prognozavimo kokybés kriterijaus® (1.2) esmg,
3 pav. ji iliustruosime grafiskai. Tarkime, vasara SeSetas jauny Zzmoniy
besiginCydami sugalvojo rasti priklausomybe tarp figio ir svorio.
Kiekvienas pasisvére, issimatavo igj. Stai ju duomenys:

Ugis: 177 169 186 172 182 192
Svoris: 74 73 83 76 84 89

3 pav. pateikiame SeSiy lenteléje minéty matavimy rezultatus (mé-
lyni rutuliukai).

90,
B
f"/l
85} @ /
’/.F’
2 j
s 80f yd
y
75 E/
&
70 : : : *

165 170 175 180 185 190 195
ugis
3 pav. Prognozavimo uzdavinio iliustracija
Kad rastume lygties y = x;w; + wy (x; apraso ugi, y — svori) koefi-
cientus, diferencijave pagal nezinomus koeficientus w; ir wy lygti
(1.2), prilyging abu diferencialus nuliui ir iS§sprende dvieju lygciy sis-
temq, gauname: wy = 012/622, Wo= W2 - WiWy. Parametrai G12, 022, L1, L2
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mums nezinomi, bet juos galime jvertinti i§ ka tik minéty empiriniy
duomeny. Atlike skaiiavimus gauname: wy = -44,2827, w; = 0,6908.
Stai ir prognozavimo lygtis:

1=0,69 x, - 44.3.

3 pav. taip pat pateikéme ir prognozuotas reikSmes (raudoni kvad-
ratukai), nubrézéme prognozavimo lygti (raudona tiesé) ir nurodéme
paklaidas. Tai mélynos tiesés, jungiancios iSmatuotas ir prognozuotas
reikSmes. Biitent ju kvadraty suma mums ir reikéjo minimizuoti, turint
tik viena prognozuojama kintamaji, prognozavimo lygtis — tiesé. Jei
kintamyjy yra du — uzdavinys bus sprendZiamas trimatéje erdvéje.
Siuo atveju prognozuosime su plokstumos pagalba. Kai rodikliy (po-
zymiy), pagal kuriuos sudaroma prognozés lygtis, yra daugiau nei du,
prognozuojame jau naudodami hiperplok§tuma. Terminas ,hiper-
plokstuma® atsirado anksciau nei ,,hypermaxima“.

Pateikta iliustracija aiSkiai rodo, kad vieno individo (paZyméto
raide M) empiriniai matavimai akivaizdziai yra nukryp¢ nuo stebimo
désningumo. Galima manyti, kad jie désninguma iskreipia. Logiska
iSvada: $i stebéjima galbit reikéty ignoruoti arba bent kokiu nors biidu
jo itaka sumazinti. Cia §j fakta pamin¢jome tik kaip viena i§ daugelio
problemuy, kylanciy sprendziant klasifikavimo ir prognozavimo uzda-
vinius. Tai vadinamoji robastiSkumo, arba ,,dideliy nuokrypiy®, pro-
blema. Apie Sia problema kalbésime véliau. Kita problema — tai duo-
meny reprezentatyvumas. Sesi stebéjimai — dar ne statistika. Kiek ju
reikia, kaip juos rinkti ir kaip neapsirikti renkant ,,tendencingai — tik
i§ tam tikros grupés Zzmoniy? Ka daryti, jei laikui bégant pasaulis, o
kartu ir duomenys, keiciasi? Koks rysys tarp reikalingo désningumui
nustatyti duomeny kiekio ir prognozavimo lygties sudétingumo? Tai
aibé klausimy, daznai netgi neiSspresty problemy, kurios daro didele
itaka duomeny analizés patikimumui. Apie tai bus kalbama véliau.

1.2.3. Blokiniy sudarymo (klasterizavimo) uzdavinys

Dazna klaida, daroma analizuojant empirinius duomenis, yra ne-
samoningai keliama prielaida, kad duomenys yra vienalyc¢iai (homo-
geniski). 3 pav. iliustruoti duomenys yra vienalyciai, t. y. viena | atski-
ras dalis nesusiskaidziusiy duomeny grupé. 4 pav. pateikiame statybos
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sektoriaus pridétinés vertés (y) asis — bendro vidaus produkto (x asis)
kitimo 1992-2006 metais dvimatj pasiskirstyma Lietuvoje ir Latvijoje.
Cia abu veiksniai buvo isreiksti kaip santykis su ju reik§mémis
1991 metais (1991 mety reikSmes prilygintos vienetui).

1.4 -
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2 12 29
3 /
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2 1991 @
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509 , S
-,: / /] 4
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<08} f ¥///
- 4t o 2/
0.7} o ol
a? A 4
o A, .
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Lictuva. Bendrasis vidaus produktas
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Latvija. Bendrasis vidaus produktas

4 pav. Statybos sektoriaus pridéting verté atsizvelgiant {
bendraji vidaus produkta

Atkreiptinas démesys | tai, kad pacioje pradzioje duomenys anali-
zei buvo pateikti kaip ,,metiniai procentiniai poky¢iai“. Todél jokio
désningumo nebuvo matyti. Abiejy veiksniy kaitg pateike ne kaip me-
tinius pokyc¢ius, o kaip ju reikSmiy kitima pameciui, matome, kad
1991-2006 metais faktiskai vyko du procesai: pirmus kelerius metus
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abu rodikliai mazéjo, o paskui abu pradéjo augti. Tai lengva pastebéti
i§ pateikty duomeny, ypac kai atskiri taskai sujungti tiesémis ir pazZy-
méti metai. Jei nagriné¢jamy rodikliy (pozymiy) biity daugiau, §i dés-
ninguma pastebéti biity sunku. Blokiniuy (klaster) analizé ir skirta
duomeny susiskaidymui i grupes pastebéti. Ir klasifikuojant, ir prog-
nozuojant iskylancios problemos yra panasios.

Pateiktas pavyzdys puikiai iliustruoja bene pagrinding duomeny
analizés savybe: kad analizé buty sékminga, reikia pasirinkti tinkama
Latskaitos taska“ (Zr. knygos virseli). Siame pavyzdyje tai buvo:
a) peré¢jimas prie duomeny santykiniy reikSmiy nagringjimo (lyginant
su 1991 metais), b) duomeny suskaidymas i dvi dalis.

1.2.4. Vienasluoksnis perceptronas ir jo mokymas

Dirbtinis neuronas, t.y. dar 1943 metais pasitilytas JAV moksli-
ninky McCullock’o ir Pits’o smegeny lastelés, neurono modelis, susi-
deda i§ daugelio i¢jimy, kurie yra sumuojami padauginus juos i§ tam
tikry, svoriais vadinamy, koeficienty — tai ,pasvertas” sumavimas.
Gautas rezultatas, suma, nukreipiamas | netiesinj, i§¢jime esanti, ele-
menta, kurio i8¢jimo signalas lygus arba artimas nuliui, jei signalas
suma stipriai neigiamas; ir artimas vienetui, jei signalas suma yra di-
delis ir teigiamas. Sia prasme neurono modelis yra labai panasus i
1.2.2 poskyryje apraSyta tiesing prognozavimo taisykle, kuri bendru
(p pozymiuy) atveju blity uzraSoma taip:

t=xwi+ xXow .+ Xw, + w. (1.3)

Nezinomy koeficienty wo, wy, w, ieSkojome minimizuodami kvad-
ratiniy nuokrypiy suma (vidutini kvadratini nuokrypi, VKN). Tai mi-
nimaliyju kvadraty metodas. Dabartiniu metu pasaulyje placiai naudo-
jami dirbtiniai neuroniniai tinklai (DNT), paremti i§ gamtos ,,pasisko-
lintomis“ idéjomis. Cia Zodj pasiskolinti vartojame todél, kad tyrimy
rezultatai, gauti analizei naudojant DNT, gali biiti taikomi tiriant gy-
vyju organizmy smegeny lasteles, neuronus, taip pat pati ju ,,masty-
mo* (informacijos apdorojimo) procesa. Taip skola gali biti ,,grazinta“.

Paprasciausiame DNT vienasluoksnio perceptrono (VsP) modely-
je i¢jimo signalai irgi sumuojami, padauginus juos i$ atitinkamy koe-
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ficienty — wy, wy, ..., w, (Zr. 5 pav.), beje, dirbtiniuose neuroniniuose
tinkluose Sie koeficientai vadinami svoriais. Skirtingai nuo ankstesnio
modelio, pasverta suma

suma = xywy + xowy ..+ x,w, + wy,

pries patekdama i VsP i8¢jima, dar netiesisSkai apdorojama:

iséjimas = f(suma).

0.8 o
€jimai
0.6

0.4 ' _ is¢jimas
sumatorius | f(suma) ;

0.2

( ;
-10 - Osuma 3 10

L

5 pav. Netiesiné aktyvavimo funkcija. Dirbtinio neurono schema

Norédami rasti nezinomus svorius, vietoj kvadratiniy nuokrypiy
sumos naudojame Siek tiek sudétingesng funkcija, kuria vadiname
,huostoliais“, kitaip sakant, tai ,,vidutiné* paklaida:

1 n
nuostoliai = — Y (¢t — f(x;wy; +x5,w,; +w, »?, (1.4)
=

DNT atveju ¢ vadinamas ,,trokStamu i$¢jimu*.
Jei ¢t priima diskretines reikSmes, pvz., ,,nuli* ar ,,vieneta®, turime

klasifikavimo uZzdavini. Jei ¢ priima tolydines reikSmes, priedo
flsuma) = suma, turime prognozavimo uzdavinij.
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Jei ¢t yra vienodas visiems mokymo vektoriams (pvz.,
t =0,5), turime blokiniy sudarymo (klasterizavimo) i dvi klases uzda-
vinj.

Nuostoliy funkcijoje figiiruoja netiesiSkumas, f{suma), taigi nuos-
toliy funkcija turi daug ekstremumy (minimumy), ir ieSkomi svoriai
negali buti rasti analitiSkai Sig funkcija diferencijuojant. DNT uose
ieSkomi svoriai paprastai randami iteracijy budu:

naujas svoris = senas Svoris + pataisymas.

Apie tai kalbésime kituose skyriuose.
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ANTRAS SKYRIUS. TIESINIAT PROGNOZAVIMO
ALGORITMALI

2.1. Regresijos lygtis. Minimaliyjy kvadraty metodo
taikymas tiesinei prognozavimo lygciai gauti.
Parametrai, naudojami tikslumui jvertinti

2.1.1. Minimaliyjy kvadraty metodas

Kad rastume nezinomus tiesinés prognozavimo lygties koeficien-
tus, turime pasirinkti nuostoliy funkcija. Anksciau minéjome kvadra-
tiniy nuokrypiy sumos funkcija (Zr. 1.2 formulg)

|
nuostoliai = — 3 (y = — suma(x; N, (2.1)
nij=t J

kur skirtumas

(v, suma(x;)) =yj = (X, Wy Xy Wy et X Wy W),

ir naudojome kvadrating nuostoliy funkcija (juoda kreivé 6 pav.). I§
esmeés imanomos ir kitokios funkcijos. Apie jas kalbésime kitame po-

skyryje.
Sverting suma

suma(x;) = X, ;wy; + X, Wy, +ot X, Wy W,
galime uzraSyti daug trumpiau, biitent vektoriniu pavidalu:
suma (x;) =VTZj ,
kur (p+1)-matis vektorius z — tai vektorius X, papildytas ,,vienetu®, t. y.
z=[x",1]",
o (p+1)-matis vektorius v — tai vektorius w, papildytas wy, t. y.

v=[w", wo]”.
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nuostoliai

skirtumas

6 pav. 1 (kvadrating, juoda), 2 (robastiné, mélyna) ir
3 (minimaksing, raudona) nuostoliy funkcijos

Cia ir kituose $io vadovélio puslapiuose, kad lengviau galima biity
skirti linijas, kompiuterio ekrane reikéty paanalizuoti spalvotus grafi-
kus, pateiktus Klaipédos universiteto Gamtos ir matematikos moksly
fakulteto virtualioje mokymosi aplinkoje (paskaity kursas 908MO03
»Statistiné duomeny analize ir ziniy iSgavimas®,
http://vma.ku.lt/moodle/course/index.php).

Naudodami zyméjima su vienety stulpeliu, ir duomenyse, kuriuo-
se ieSkome geriausios vektoriaus Vv reikSmés, teks pridéti stulpeli, su-
daryta i§ vienety. Dabar ir mokymo duomenis uzrasysime kaip vekto-
riy stulpelj ir matrica:

32 Xy Xy, Xy, 1
X X x, 1

py= |[72|,pz= | T o 2.2)
v, X, X,y X, 1

Taikant matricini uzraSyma, auksc¢iau minéta kvadratiniy nuokry-
piu sumos funkcija reiskiama labai paprastai:

25



nuostoliai = (Dy-Dzxv)"x(Dy-Dzxv). (2.3)

Aiskumo délei iSraiskoje (2.3) idéjome daugybos zenkla, kuris
Siuo konkreciu atveju reiSkia matricy daugyba. Toliau Sioje knygoje
taupydami vieta ir atsizvelgdami { aplinkybes svoriu vektoriy Zymé-
sime pakaitomis tai v, tai W', wy.

Norint rasti vektoriy v (faktiSkai W ir wy) iSraiSkos (2.3) iSvesting
pagal v — (p-1)-matj vektoriy, vadinama gradientu, reikia ji prilyginti
nuliui. Praleisdami matematinius i§vedimus, uzraSysime gautg rezulta-
ta:

-
W=E iy, Wo= Lo - IuW, (2.4)

kur Siuo atveju (kai vektorius v ieSkomas i§ empiriniy duomeny) X yra
duomeny

X, X, Xip
Xor Xy e Xy L C

Dx = kovariacinés matricos jvertis;
X, X, e Xy

-1 .. .
Y yra apverstoji X matrica;

2,y yra kovariacija tarp vektoriaus X ir ¢.

Matricinis uzraSymas yra labai patogus skaiiavimus atlickant
Matlab’u. Skyriuje ,Laboratoriniai darbai* skaiiavimai, atlickami
pagal formulg (2.4), bus isaiskinti detaliau.

Pirmojo skyriaus 3 pav. prognozavimo uzdavinys buvo iliustruo-
tas vienmaciu atveju (kai p=1). Ten matéme mélynas linijas, jungian-
Cias iSmatuotas ir prognozuotas reik§mes. Butent juy kvadraty suma ir
minimizavome, prilyging nuostoliy (2.3) i§vesting nuliui.
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2.1.2. Parametrai, naudojami prognozavimo tikslumui
ivertinti

Sudarant prognozavimo lygti pagal empirinius duomenis, visada
kyla klausimas: koks yra prognozavimo tikslumas? Kad i ji atsakytu-
me, turime pasirinkti kriterijy (mata), pagal kurj sprgsime apie tikslu-
ma. Paprasciausias matas — tai vidutiné kvadratiné paklaida (VKP)

VKP = \/l i (y; —suma(xj))2 . (2.5)
n . .

j=

Cia batina atkreipti démesj { tai, kaip, kokiu badu skai¢iuojama
viduting kvadratiné paklaida. Sia paklaida galime skai¢iuoti naudoda-
mi empirinius duomenis, kuriuos pasitelke sudaréme ir prognozavimo
lygti. Toks biidas lengvas, taciau jame gludi galima apgaulé. Mat su-
darant prognozavimo lygti pagal empirinius duomenis, prie ju priside-
rinama, ir skai¢iuojant pagal formulg (2.5) gautas rezultatas bus ,,0p-
timistinis®, ypa¢ jei tu empiriniu duomeny yra nedaug. FaktiSkai
prognozavimo paklaida gali buti daug didesné. Siekdami iSaiskinti Sio
prisiderinimo prie mokymo duomeny esme, toliau pateiksime keleta
teoriSkai nustatyty fakty.

Visy pirma kalbésime apie ,,tikraja prognozavimo paklaida®, kuria
zymésime o,. Tai paklaida, jvertinta i§ nepriklausomy, mokymo pro-
cese nenaudoty duomeny. Teoriskai nustatyta, kad tikroji prognoza-
vimo paklaida priklauso nuo mokymo duomeny kiekio » (dél to ir prie
jos dedame apatinj indeksa ), nuo pozymiy kiekio p ir nuo minima-
lios prognozavimo paklaidos . Minimali prognozavimo paklaida o,
— abstrakcija. Tai prognozavimo paklaidos riba, jei mokymo duomeny
kiekis buty begalybé. Teoriskai nustatyta, kad jei duomenys yra pasi-
skirst¢ pagal normalyji désni ir pozymiy p yra daug, tai galioja apy-
tikslé lygybé:

6, Gy | —— . (2.6)
n—p

Lygtis (2.6) rodo, kad kuo daugiau duomeny, tuo faktiné progno-
zavimo paklaida o, yra ar¢iau savo ribinés (minimalios) reikSmeés oy.
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Lygtis (2.6) taip pat rodo, kad prognozavimo tikslumas labai priklauso
nuo skirtumo n-p. Jei p artimas n, tikslumas gali buti labai zemas. Jei
p>n, anksCiau aprasytu standartiniu biidu prognozavimo lygties i$ viso
negalésime sudaryti: nesugebésime apversti i§ mokymo duomeny
[vertintos kovariacinés matricos S.

Si ,,nesugebéjima* lengva paaiskinti trimaéiu atveju (p=3). Tarki-
me, turime tik tris mokymo vektorius. Trimatéje erdvéje jie guli ploks-
tumoje. Vadinasi, kryptyje, statmenoje tai plokStumai, visy triju mo-
kymo tasky iSsibarstymas bus lygus nuliui. Kalbant matematiniais
terminais, tai rodo, kad duomeny kovariaciné matrica bus ,,iSsigimu-
si“, o jos determinantas bus lygus nuliui, Pana$iai galvodami, turéda-
mi $imta mokymo vektoriy Simtamatéje erdvéje, susidursime su ta
pacia problema: kovariaciné matrica bus i$sigimusi, ir prognozavimo
lygties sudaryti negalésime.

7 pav. pateikiame faktinés prognozavimo paklaidos o, priklauso-
mybés nuo mokymo duomeny kiekio grafika (virSutinés trys kreivés,
pazymétos raudonai), kuris buvo apskaiiuotas pagal formule (2.6),
kai =1, o pozymiy kiekis p = 10, 20 arba 50.

2.5
- p=30
E | p=10
=5 2
[=%
2
£ 15
3
N
=]
5} |} SRR ety T T Ty Ty = s
=
j=7
0.5 p=30
0 L 1 1
0 50 100 150 200

mokymo duomeny kickis

7 pav. Tikrosios (raudona) ir jsivaizduojamos (mélyna) prognozavimo
paklaidy priklausomybé nuo mokymo duomeny kiekio
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Kaip minéjome, prognozavimo paklaida o0k, ivertinta su moky-
mui jau panaudotais duomenimis, yra ,,optimistiska“ — jos reik§més
mazesneés, nei turéty bati i§ tikryjy. Stai apytikslé formulé jai apskai-
¢iuoti:

n—-p

Omok ~ O0 (27)

n

7 pav. mélyna spalva pateikiame gsivaizduojamos prognozavimo
paklaidos Gk, priklausomybés nuo mokymo duomeny kiekio, grafi-
ka, kuris buvo apskaiciuotas pagal (2.7) formule. Matome, kad mo-
kymo duomeny kiekiui augant, faktiné ir jsivaizduojamoji prognoza-
vimo paklaidos labai priartéja viena prie kitos. Taiau esant mazam
mokymo duomeny kiekiui, jos labai skiriasi. Siuos skirtumus ignoruo-
dami galime labai apsirikti: apgauti save ir kitus. Praktiniame darbe (ir
teoriniuose nagrinéjimuose) tai visada reikia atsiminti.

Vidutin¢ kvadratiné¢ paklaida viena beveik nieko nesako apie
prognozavimo tiksluma. Ja reikia lyginti su prognozuojamo rodiklio,
pozymio y, kitimu. Jei pozymio y vidutinis kvadratinis nuokrypis
(kvadratiné Saknis i§ dispersijos) G, >> o, tai reikia manyti, kad prog-
nozavimas yra geras. Zodis geras — subjektyvi savoka. Kad biity jver-
tinta, ar prognozavimas geras, reikia gauta paklaida lyginti su progno-
zavimo uzdaviniui keliamais reikalavimais, su kity tyrinétojy rezulta-
tais.

Populiarus kriterijus (matas), naudojamas prognozavimo tikslu-
mui jvertinti, yra koreliacijos koeficientas. Cia skai¢iuojamas korelia-
cijos koeficientas tarp tikryjuy rodiklio y reikSmiy yy ir prognozuotyjy
Yoo G=1,2,..,n):

17 _ _
; gl(yy‘ _ytj)(ypj _ypj)
p= = ; (2.8)

1 2 _
J= Jj=1

kur y,ir y, yra kintamyju yy ir y, vidurkiai.
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Koreliacijos koeficientas kinta tarp -1 ir +1. Jei koreliacija p = 1,
tai yy ir yp,; yra vienareikSmiskai priklausomi. Jei p = -1, tai yy; ir y,; yra
vienareikSmiskai neigiamai priklausomi (vienam i§ Siy rodikliy didé-
jant, kitas vienareikSmiSkai mazéja). Jei p = 0 ir prognozuojamasis
rodiklis pasiskirstgs pagal normalyji désni, tai priklausomybés tarp yy
ir yp,; néra.

Jei rodikliy pasiskirstymai néra normalieji, tai maza koreliacija
dar nerodo, kad jie nepriklausomi. Stai 4 pav. apadioje pavaizduotas
Latvijos statybos sektoriaus pridétinés vertés ir bendrojo vidaus pro-
dukto pasiskirstymas rodo, kad rodikliai beveik vienareik§miskai pri-
klausomi, nors formaliai zitirédami tik { koreliacijos koeficienta maty-
sime, kad jis néra aukstas. Tai dar karta atkreipia miisy démesj | tai,
kad duomeny analiz¢ turi buti apgalvota. Tai yra kiirybinis procesas.

Papildoma problema kyla, kai prognozuojamos laiko eilutes, kur
gretimi (laiko arba erdvés poziliriu) daugiamaciai stebg¢jimai tarpusa-
vyje yra statistiS§kai priklausomi. Tada prognozavimas pagal principa
»prognozuojamo steb¢jimo reikSme lygi prie§ tai buvusiai reikSmei*
gali duoti geresni rezultata nei formaliai atlikta prognoze, gauta tai-
kant sudétinga metoda. Kaip Sio reiskinio iliustracija 8 pav. pateikia-
me vieno i§ Londono akcijy birzos rodikliy kitima dvieju Simty dieny
laikotarpiu (juoda).

Per viena dieng jo suvélinta reikSmé (raudona) labai stipriai kore-
livoja su tikraja reik§me. Siuo atveju prognozavimas pagal principa
»prognozuojamo stebéjimo reikSmé lygi pries tai buvusiai reikSmei*
duos auksta koreliacija ir maza prognozavimo paklaida. Nejsigiling,
spresdami tik i§ formaliy rodikliy (koreliacijos ir vidutinio kvadratinio
nuokrypio), manysime, kad labai gerai prognozuojame. O i§ tikrujy
,»gera prognozé* atsirado tik dél tiriamy duomeny specifikos.

2.1.3. Reguliarizuota regresija

2.1.2 poskyryje matéme, kad jei mokymo (empiriniy) duomeny
yra mazai, palyginti su pozymiy skai¢iumi, tai prognozes lygties tiks-
lumas yra Zemas. Ka daryti, jei duomeny i§ tikryjy maza ir daugiau
gauti yra labai sunku arba net nejmanoma? Formulés (2.6) ir (2.7)
rodo, kad jei pasisekty sumazinti pozymiy skai¢iy neprarandant ju
informatyvumo, tai prognozavimo tikslumas galéty iSaugti. Taciau
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sumazinti pozymiy skai€iy neprarandant naudingos informacijos néra

lengva. Apie tai dar kalbésime véliau.

80

75H

70} 3.4

Londono birzos rodiklis

35

200 250 300

laikas (dienomis)

350 100

8 pav. Akcijy birzos rodiklio kitimas 200 dieny laikotarpiu (juoda) ir
jo per vieng diena suvélinta reikSmé (taskais, raudona)

Vienas i§ efektyviy budy pagerinti prognozavimo kokybe yra tai-
kyti ,,geresni“ kovariacinés matricos jvertinima, pvz., prie i§ mokymo
duomeny jvertintos kovariacinés matricos S diagonaliniy elementy
pridéti po maza teigiama konstanta, tarkime, A. Tada gauname ,,regu-

liarizuota™ matrica:

1 0 .. 0
0

Sr=S+A
0 0 .. 1

2.9)
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Prisiming pavyzdi su 3 vektoriais trimatéje erdvéje, minéta
2.1.2 poskyryje, galime isivaizduoti, kad nario su A pridéjimas formu-
1&je (2.9) ,,praplatina‘“ tasky pasiskirstyma kryptyje, statmenoje ka tik
minétai trijy mokymo tasky plokStumai. Kalbant matematiniais ter-
minais, tai rodo, kad kovariacinés matricos jver¢io Sg determinantas
tampa nebelygus nuliui. Tokiu atveju regresijos lygties koeficienty
vektorius W randamas pagal modifikuota formule:

-1

I 0 0
01 .. 0 —

Wgr = S+A Sxy, W= X, - X Wg, (210)
0 0 1

kur S,y yra vektoriaus Xy vertinimas, o X, ir X — vektoriy p, ir py
jvertinimai.

Dar vienas biidas ,,pagerinti regresijos lygties jvertinima — tai prie
n mokymo vektoriy pridéti £xn vektoriy, gauty i§ turimy n vektoriy,
prie kiekvieno vektoriaus kiekvienos komponentés pridedant po atsi-
tiktini dydi, pasiskirsciusi pagal normalyji désnj, kurio vidurkis yra
nulis ir dispersija A. Teoriskai galima parodyti, kad kai k—o0, abu ka
tik apraSyti reguliarizacijos metodai yra adekvatiis. Taikant Siuos me-
todus praktiskai reikia parinkti geriausia reguliarizacijos parametro A
reik§me. Zinoma, kad didéjant mokymo duomeny kiekiui, A turi ma-
z¢ti. Taciau kadangi duomeny charakteristikos i§ anksto nezinomos,
optimalios A reik§més parinkimas tampa problemiskas.

2.1.4. Robastin¢ regresija

3 pav. pateikta prognozavimo uzdavinio iliustracija rodo, kad vie-
no (M-tojo) individo empiriniai matavimai akivaizdziai nukrypg nuo
stebimo désningumo. Be abejonés, $i stebéjima reikeéty truputéli igno-
ruoti kokiu nors biidu jo itaka sumazinant. Tai vadinamoji robastis-
kumo (dideliy nuokrypiy) problema.
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Vienas i$ biidy, kaip sumazinti dideliy nuokrypiu jtaka, yra vietoj
kvadratinés nuostoliy funkcijos naudoti kita, kurioje dideliy nuokrypiy
indélis dirbtinai sumazinamas. 6 pav. mélyna spalva pavaizduota
nuostoliy funkcija (2 kreivé) esant dideliems skirtumams tarp tikryju
ir prognozuotujy kintamojo y reik§miy uzsilenkia ir ,,prisisotina®. Stai
jos analiting iSraiSka j-tajam mokymo vektoriui:

nuostoliai =¥ (y; — VTZ_/), (2.11)
60, jei ¢>2
kur ¥(c) = Jjere=am 2.12)
30(1 —cos(0.5¢), jei c<2m

Funkcijomis (2.11) ir (2.12) apraSoma suming, i$ # mokymo vek-
toriy apskai¢iuota, nuostoliy funkcija minimizuoti analitiskai proble-
miska. Reikia naudotis iteracinémis procediiromis, jau minétomis
1.2.4 poskyryje. Funkcijos (2.12) i$vestiné lygi nuliui, kai nuokrypis

abs(y; v’z ;) >2m, taigi mokymo vektoriai, kuriy nuokrypiai di-

desni nei nuokrypisy.. > 21, mokymo procese nebedalyvauja. Vienas
i§ praktiniy uzdaviniy, kylanciu sprendziant robastinés regresijos uz-
davinius, yra pasakyti, kas yra dideli nuokrypiai. Juk i§ anksto nuo-
krypism.x néra zinomas. Tokiu atveju problema sprendziama ,,bandy-
my ir klaidy metodu‘: bandoma keletas skirtingy nuokrypism.x reiks-
miy. Prie robastinés regresijos mes dar griSime, kai kalbésime apie
vienasluoksni perceptrona, kurio mokymas ir yra pagristas iteraciniu
mokymusi.

2.1.5. Minimaksiné regresija

Robastinéje regresijoje labai dideliy nuokrypiy indélis slopinamas.
Praktikoje pasitaiko uzdaviniy, kai norima minimizuoti blogiausig
atveji, t. y. maksimalyji nuokrypi. Tai vadinamasis minimaksinis uz-
davinio formulavimas. Trokstama rezultata galima pasiekti, jei nuosto-

liy funkcija nuostoliai =¥(y, - v'z ;) labai augty, did¢jant
abs(y, —Vsz).
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6 pav. raudona spalva pavaizduota nuostoliy funkcija (3 kreiveé),
kuri esant tam tikriems skirtumams tarp tikryju ir prognozuotyjy kin-
tamojo y reik§miy pradeda labai stadiai kilti. Stai jos analitiné israiska
Z,-tajam mokymo vektoriui:

nuostoliai; = (yj —VTZ].)S, (2.13)

kur laipsnio rodiklis s turi biiti nemazas, bet ir ne per didelis lyginis
sveikasis skaicius, pvz., s = 8.

Minimizuoti funkcija (2.13) aprasoma suming, # mokymo vekto-
riy apskaiciuota, nuostoliy funkcija analitiskai neiSeina, nes ji daugia-
ekstremali. Kaip ir robastinés regresijos atveju, tenka naudotis iteraci-
némis procediiromis. Cia taip pat reikia Zinoti, kada nuostoliy funkcija
turi i$silenkti i virSy. Problema taip pat sprendziama bandymy ir klai-
dy metodu: bandoma keletas skirtingy s reikSmiy. Prie minimaksinés
regresijos taip pat griSime, kai kalbésime apie vienasluoksni percep-
trona.

2.2. Vienasluoksniu perceptronu paremto regresijos
algoritmo evoliucija iteraciniame mokymo procese

2.2.1. Vienasluoksnis perceptronas — gamtos inspiruotas
informacija apdorojantis elementas

Smegenys sudarytos i$ trilijony salyginai paprasty vienety — neu-
rony, kurie yra susijunge i didziuli tinkla. Sprendziant i$ biologiniy
tyrimuy, neuronai atlieka gana nesudétinga funkcija, tai yra perduoda
elektrini impulsa kitiems neuronams. Kai neuronas gauna impulsa i§
greta esanciyjy, jo reakcija priklauso nuo gauto signalo stiprumo ir
nuo §io neurono jautrumo tam neuronui, i§ kurio gautas signalas. Kai
kurie neuronai i dali impulsy i§ viso nereaguoja. Kiti neuronai, ku-
riems ateinantis signalas yra pakankamai stiprus, gali Salia ar toliau
esantiems neuronams persiysti atitinkamo proporcingo stiprumo im-
pulsa. Taip susidaro sklindan¢iu impulsy banga, kol galiausiai gauna-
mas pakankamas kiekis vienu metu aktyvuoty neurony, kurie gali bati
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suvokiami kaip mintis, jausmas, poreikis (nurodymas atlikti viena ar
kita veiksma, pvz., pabégti).

1.2.4 poskyryje buvo minéta, kad vienasluoksniu perceptronu
(VsP), pacios gamtos inspiruotu informacija apdorojanciu elementu,
galime spresti ir prognozavimo, ir klasifikavimo, ir blokiniy sudarymo
(klasterizavimo) uzdavinius. Jis turi daug universalumo poZymiy.
Siame poskyryje pamatysime, kad jis gali realizuoti $esis regresijos
sudarymo metodus, o véliau — ir septynis zinomus bei plac¢iai naudo-
jamus klasifikavimo algoritmus. Ir tai dar ne riba.

f

is¢jimai

i¢jimai

branduolys
sumatorius

i¢jimai

9 pav. Smegeny lastelé, neuronas, — vienasluoksnio perceptrono prototipas

2.2.2. Vienasluoksnio perceptrono mokymas

Siekiant perceptrona panaudoti klasifikavimo ar prognozavimo
uzdaviniui spresti, reikia zinoti jo svorius. Tam reikia ji iSmokyti. Pa-
nagrinékime dirbtinio neurono, t. y. vienasluoksnio perceptrono, stan-
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darting nuostoliy funkcija, kai jis naudojamas prognozavimo uzdavi-
niui spresti:

1 » 5
nuostoliai= — Y (y —(x; ,w;; + .+ X, W +Wwy)) =
nio J /] 0

1 n
==y, —z,v,)*. (2.14)

n j=l

Bene pats paprasCiausias buidas VsP mokyti yra delta taisyklé: po
kiekvienos iteracijos (svoriy pataisos) daroma kita pataisa, proporcin-
ga gradientui, tam tikrai nuostoliy funkcijos iSvestinei pagal visas p+1
vektoriaus v komponentes. Uzragant matricy pavidalu, tai gana papras-
ta iSraiska:

Onuostoliai 2

2 n
= _Z(yi_vTZi)ZiT = __z(yizir _VTZi ZiT)z
ov ni=l ni=l

J 1
=2(=Xyz/ -V =Xz z]). (2.15)
ni=l1 ni=1
Tada mokydami totalinio gradiento metodu, kur svoriy pataisymai
atliekami atsizvelgiant i visus » mokymo procese dalyvaujancius vek-
torius, turésime:

v v Onuostoliai
. = . Vt ¢ - ’rl —_—
naujas pries tai aV
1 r T 1 n T
:Vprie§t3i+2n(_zyizi -V _Zzi zi )9 (216)
ni=1 ni=1

kur parametras m vadinamas mokymo Zingsniu.

Totalinio gradiento mokymo algoritmo veikima iliustruosime
vienmaciu pavyzdziu, kur reikia rasti optimalig vieno svorio w reiks-
me. 10 pav. pavaizduota kvadratiné nuostoliy funkcija. Mokyti prade-
dama nuo w(=8,3. Tada nuostoliai — 43,5 (taskas A). Kadangi nuosto-
liy funkcijos iSvestiné taSke A yra teigiama, tai sekant algoritmu
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(2.16) svoris bus mazinamas. Jei mokymo zingsnis 1 mazas, bus gau-
tas nedidelis postimis — i$ taSko A pateksime | B1. Jei n biity dides-
nis, gautume didesnius postiimius ir pereitume i tasSkus B2, B3, B4.
10 pav. rodo, kad pastaruoju atveju, kai m labai didelis, nuostoliai
(2.14) gali netgi padidéti (taskas B4). Tad atveju, kai mokymo zings-
nis pernelyg didelis, mokymo algoritmas gali diverguoti, ir mes numa-
tyto tikslo nepasieksime. Jei mokymo Zzingsnis per mazas, mokymo
procesas bus per létas, ir tikslo (nuostoliy funkcijos minimumo) gali-
me taip pat nepasiekti. Tokiu atveju 1 reik§mg reikéty didinti.

Pradedant mokyti reali situacija (nuostoliy funkcijos pavidalas)
nezinoma, taigi reikiamo mokymo zingsnio pasirinkimas yra viena i§
dirbtiniy neuroniniy tinkly mokymo problemy. Bene labiausiai vykes
ir $iuo metu gan populiarus metodas yra adaptyvus mokymo Zingsnio
valdymas. Jei kurj laika mokymas sékmingas (nuostoliy funkcija ma-
z¢&ja), n didinamas. Jei nuostoliy funkcija kurj laika auga, n iSkart ma-
zinamas. Si mokymo Zingsnio valdymo taktika pasiteisina perceptrona
mokant spresti ir atpazinimo uzdavinj, taip pat mokant ir daugia-
sluoksni perceptrona.

- wn =
= = =
T T T

nuostoliy funkcijos reik§mé
el

0 el . 1 L
-6 4 -2 0 2 -4 6 8

svoris w

10 pav. Nuostoliy funkcijos minimizavimas gradientiniu biidu
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2.2.3. Keturios normaliuoju pasiskirstymu paremtos
regresijos

Panagrinékime daznai praktiskai duomeny analizéje naudojama
duomeny transformacija: kiekvienas mokymo duomeny poZymis,
Xsenas j» 15kaitant ir prognozuojamaji y, yra ,,normalizuojamas® taip, kad
jo vidurkis biity lygus nuliui, o dispersija — vienetui. Tai lengva pada-
ryti transformuojant taip:

xnaujasj = (xsenasj - )_Csenasj )/ Ssenas j>° (217)

kur X — j-tojo pozymio mokymo duomeny vidurkis, o

senas j

SSZenas ;—J-tojo pozymio mokymo duomeny dispersija.

- I :
Po minétos duomeny transformacijos — Y y,X] = S reik§ nebe
ni=1

kovariaciju, o koreliaciju vektoriy tarp y ir vektoriaus X komponenciy.

. 12 e e . .
Matrica — 2 X; XiT = Sy« reiks i§ mokymo duomeny jvertinta vekto-
n i=1

riaus X koreliacine matrica.

Tarkime, kad perceptrono mokyma pradedame nuo ,,nulinio* vek-
toriaus, t.y. vektoriaus, kurio visos komponentés lygios nuliui, —
Vip=[00..0 0]” = 0. Kadangi V)= 0, po pirmos mokymo iteracijos
gausime:

1~
W= W) 271(—2%)/,»2,7 )=-21Sy,  wouy=0. (2.18)
ni=

Gauta svorio iSraiska lygindami su svoriais, gautais standartinés re-
gresijos biidu (formulé (2.4): w =Z_12yx , wo=0, kai p, = 0 ir p, = 0; §i
karta nagrinéjame atveja, kai duomenys centruoti), matome, kad formu-
l1&je (2.18) nebéra kovariacinés ($iuo atveju koreliacijy) matricos S,..
Vadinasi, po pirmos iteracijos perceptronas ,,ignoruoja“ koreliacijas tarp
vektoriaus X komponenciy, bet teisingai jvertina koreliacijas tarp prog-
nozuojamojo rodiklio y ir vektoriaus X komponenciy xi, x, ... , X,. Sia
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regresija vadinsime ,,naivigja“. Tokia regresija galime sukonstruoti,
remdamiesi ,,sveiku protu: kiekvieno svorio dydis priklauso nuo ko-
reliacijos. Paprasta ir teisinga, bent i$ pirmo zvilgsnio.

Naivioji regresija — tai vienas i$ buidy gauti regresijos lygti. Jis ge-
ras, kai duomeny kiekis labai maZzas, o dimensi§kumas (pozymiy kie-
kis p) yra didelis.

Mokant perceptrona toliau, jis vis maziau ir maZiau ignoruoja ko-
reliacijas tarp vektoriaus X komponenciy xi, x», ... , X,. NepamirsSkime,
kad miisy uzdavinio formuluotéje kickvieno pozymio vidurkiai lygiis
nuliui, o dispersijos — vienetui. Faktiskai mes operuojame su korelia-
cine matrica. Tad mokant toliau, t. y. didéjant iteraciju kiekiui ¢, gau-
name svoriy vektoriy, panasy i formule (2.10) aprasytaji:

1 0 .. 0
o1 .. 0

W =) | Sy + /L) Spe Wo=0,  (2.19)
0O 0 .. 1

kur skaliariniai koeficientai fy(n, ¢) ir fi(A, ¢ priklauso nuo iteracijos
numerio — ¢, n arba A. Kai t—oo, fi(n, £ )—1, o fi(A, t )— 0. ISraiSka
(2.19) rodo, kad mokydami perceptrona toliau, gauname reguliarizuo-
ta regresija (zr. formulg (2.10)). Kai t—o0, priartéjame prie standarti-
nés regresijos (2.4).

Tais atvejais, kai mokymo duomeny kiekis » mazesnis nei pozZy-
miy kiekis p, standartiné regresija nebeveikia. Tokiais atvejais statisti-
kos teorija sitilo vietoj paprasto, standartinio, matricos Syx apvertimo
naudoti vadinamaja pseudoinversijq. Teoriskai parodyta, kad mokyda-
mi perceptrong nurodytu budu taip pat artéjame prie standartinés re-
gresijos su pseudoapverstaja kovariacine matrica. Visi Sie keturi re-
gresijos sudarymo biidai gaunami ne tik minimaliyjuy kvadraty meto-
du, bet gali biiti iSvesti grieZtai matematiskai, darant prielaida, kad
bendras y ir X pasiskirstymas yra daugiamatis normalusis. Norint $i
fakta pabrézti, Sis skyrelis taip ir buvo pavadintas.
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2.2.4. Robastiné ir atraminiy vektoriy regresijos

Nuostoliy funkcijos (2.11), (2.12) ir (2.13), galima sakyti, specia-
liai pritaikytos gauti robasting ir minimaksing regresijas naudojant
vienasluoksnj perceptrona. Norédami VsP gauti prognozavimo lygti,
kuri ,,pasveria®“ mokymo vektorius priklausomai nuo ju atstumo (nuo-
krypio, kitaip sakant, paklaidos) iki prognozés reikSmés, minimizuo-
sime tokig suminiy nuostoliy funkcija

12
nuostoliai = — 3 W(y  —(x; ;W + Xy, Wy, +.ct X, W, +W,)) =

n j=1 J
1
=—Y¥(y,—zv"), (2. 20)
ni=1
L jei|c|>c
kur W(c) = . max
ur ¥() 1—cos(c)), jei |clkc
max

0 parametras ¢, charakterizuoja funkcijos ¥(c¢) ,,platuma“. Kuo

didesnis parametras ¢ , tuo tolimesni vektoriai (labiau nutolg nuo
prognozavimo hiperplokStumos) leidziami dalyvauti mokymo procese.
PrieSingai, kuo parametras cy,c mazesnis, tuo labiau bus slopinami
patys didziausi nuokrypiai. Taikant delta taisykle VsP mokyti, po
t-tosios iteracijos (svoriy pataisymo) daroma tokia perceptrono svoriy
vektoriaus pataisa:

T
1 n 0¥(y,-viz))

Vil =V, -M ;ing , (2.21)
= t
MN(y,-v'z)
kur J J —

ov
0, jei |y —viz;x(nxc’ )>m

_ J : max
. T . . T t
sin(y —v'z;), jei |y —viz;|x(mxc' )<m.

J J J J max
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Kai reikia ignoruoti tolimus, netipinius stebéjimus, i$ pradziu pa-

sirenkame didele c! reik§me. Augant mokymo iteracijy (epochy)
max

skaiCiui ¢, parametra c:nax maziname. Visg laika reikia sekti, kuri mo-
kymo vektoriy dalis paklitiva i ,,nejautrumo zona“. Mokymo sunku-
mas tas, kad Siuo atveju reikia parinkti ir optimaly mokymo epochy
skaiCiy, ir parametrus, charakterizuojancius crtmax mazéjimo procesa.
Deja, Sis nelengvas uzdavinys kol kas néra visiSkai iSsprestas.

Norédami gauti minimaksing regresija, minimizuosime:

nuostoliai = — Z(y = (X Wy + X0, Wy F ek X, W, W NS =
nj=1 J ’
1
==y, —zv")*, (2.22)
=

kur laipsnio rodiklis s nusako nuostoliy funkcijos ,,statuma®, apibré-
ziantj, kurie mokymo vektoriai prognozuojami su maziausiu tikslumu,
biitent, kurie turi dalyvauti mokymo procese.

Mokydami totalinio gradiento metodu turésime:

Ve =V,-m S — Z(yl—v 2,051 . (2.23)

ni=l1

Laipsnio rodiklis s turi buti sveikasis lyginis skai¢ius. Mokymo
pradzioje reikéty pasirinkti s = 2. Tada turésime standarting minima-
liyjuy kvadraty regresija. Paskui skaicius s didinamas. D¢l to vis dides-
nis démesys (svarba) bus suteikiamas labiausiai nutolusiems vekto-
riams. Mokymo pabaigoje tik nedidelé netiksliausiai prognozuojanciu
vektoriy dalis apibré$ hiperplokstumos padéti. Sie mokymo vektoriai
gali biiti vadinami ,,atraminiais“. Duomeny analizéje $is metodas zi-
nomas atraminiy vektoriy (angl. support vector) pavadinimu. VsP —
tai dar vienas budas gauti atraminiy vektoriy regresijq.
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Atraminiy vektoriy regresija néra labai populiari, nes pagrindinis
démesys skiriamas toliausiai nuo prognozuojancios hiperplok§tumos
nukrypusiems vektoriams. Kalbant apie vienasluoksnio perceptrono
gebéjimus realizuoti praktiskai visus tiesinés regresijos lygties suda-
rymo budus, duomeny analizés srityje tyrinétojams ir praktikams rei-
kia atkreipti didesni démesi i VsP. Vienas i§ galimy VsP patobulinimy
buty duomeny transformavimas, atliekamas pries ji mokant. Tai turéty
buti daroma tiek siekiant pagerinti skai¢iavimo tiksluma (iSvengti iSsi-
gimusiy arba beveik iSsigimusiy kovariaciniy matricy), tiek siekiant
pagreitinti skai¢iavima. Bet tais atvejais, kai duomeny kiekis néra di-
delis (o tai buty bene svarbiausia), prognozuojama tiksliau.

Visy pirma prie§ mokant perceptrong i§ visy turimy duomeny
(mokymo, validavimo, testavimo) reikia atimti mokymo imties vidur-
ki. Antra, visy pozymiy reikSmes reikéty padalyti i§ mokymo imties
vidutiniy kvadratiniy nuokrypiu, tuo visy pozymiy dispersijas pada-
rant lygias vienetui (mokymo imtyje). Trecia, prie§ mokant perceptro-
na duomenis vertéty pasukti taip, kad pozymiai tapty nebekoreliuoti.
Ketvirta, pasukus vél reikéty pozymiy dispersijas normalizuoti. Po
perceptrono mokymo reikéty grizti i prading pozymiy erdve.
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TRECIAS SKYRIUS. TIESINIAI KLASIFIKAVIMO
ALGORITMALI

3.1. Klasifikavimo uzdavinys. Apriorinés klasiy
tikimybes. Klasifikavimo klaidy rasys

3.1.1. Apriorinés klasiy tikimybés. Pirmosios ir
antrosios ruSies klasifikavimo klaidos

Norint sudaryti klasifikavimo taisykle naudojantis statistiniy
sprendiniy metodais, daroma prielaida, kad pozymiy pasiskirstymuy
tankiai f{x | I1;) ir f{x | [1,) pirmojoje ir antrojoje klasése yra Zinomi.
11 pav. pirmosios klasés tankis, nubréztas kaip raudona varpo formos
kreivé, yra kairéje, antrosios — deSinéje. Abu tankiai kertasi. Todél
klasifikuoti be klaidy yra neimanoma. Jei klasifikuotume pagal slenks-
ti, 11 pav. pazyméta raide w, tai dalis antrosios klasés vektoriy biity
priskiriami pirmajai klasei.

0.4y

11 pav. Dvieju klasiy tankiai ir pirmosios bei antrosios risies
klasifikavimo klaidos
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Normaliojo pasiskirstymo atveju ta klaida (tikimybe, kad atsitik-
tinai parinktas antrosios klasés vektorius bus priskirtas pirmajai klasei)
nesunku apskai¢iuoti analitiSkai:

Pu= [ f(x|,)dx = o222 3.1)

G,

kur ®(c¢) — standartinio normaliojo tankio (jo vidurkis 0, o dispersi-
ja 1) kumuliatyviné pasiskirstymo funkcija (®(c)—0, kai ¢— - oo,
®(c) —1, kai ¢— + o0, O(c)=0,5, kai ¢ =0).

Analogiskai antrosios rusies klaidy tikimybé iSreiskiama tokiu
bidu:

Pi= [ f(x|T,)dx = @(%) . (3:2)
|
Klaidos tikimybé P,; proporcinga 11 pav. kairiajam (violetine
spalva pazymétam) plotui. Klaidos tikimybé P, proporcinga dviejy
desiniyjy trikampiy (paZzyméty geltona ir zalia spalvomis) ploty sumai.
Jei klasiy apriorinés tikimybés vienodos, t.y. g,=¢;=0,5, tai bendra
klasifikavimo klaidos tikimybé

1
Psum = E (P1/2+P2/1)'

Jeigu slenksti w pastumsime desSinén, | ta vieta, kur tankiai
fix | T)) ir fix | IT) susikerta, sumoje nebeliks virsutinio plotelio (pa-
zyméto zalia spalva). Toks klasifikatorius bus optimalus pagal sumi-
nés klasifikavimo klaidos tikimybés kriterijuy.

Panagrinékime atveji, kai klasiy apriorinés tikimybés nevienodos.
PavyzdZziui, tiriant imonés bankroto prognozg i§ 500 atsitiktinai pa-
rinkty imoniy ,,gerais laikais* Sansus bankrutuoti artimiausia pusmeti
turés gal tik kelios imonés. Tad bankrutuojanciu imoniy klasés tiki-
mybé bus gal tik g, = 0,01, o kitos (nebankrutuojanc¢iuy jmoniy) klasés
aprioring tikimybé bus ¢; = 1 - g, = 0,99. Tada suminé klasifikavimo
klaidos tikimybé
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Pam=q2 Pon+qi Py . (3.3)

Dél tos priezasties reikés ziuréti, kurioje vietoje kertasi ,,pasvertie-
ji tankiai“ qifix | I1;) ir ¢ fix | I1y). 12 pav. yra gautos kreivés i§
11 pav. esanciy kreiviy tuo atveju, kai ¢, = 0,25, ¢, = 0,75. Matome,
kad optimali slenks¢io w reikSmé zenkliai pasislinko i kaire.

0.4,

0.35}
0.3}
0,25}
0.2}

0,15f
0.1}

0,05}

12 pav. Dvieju klasiy tankiai, padauginti i$ aprioriniy tikimybiy

Taigi apriorinés klasiy tikimybés yra svarbios sprendziant prakti-
kos uzdavinius. Kaip ir pavyzdyje su imoniy bankrotais, daugelyje
kity duomeny analizés uzdaviniy apriorinés klasiy tikimybés yra nezi-
nomos ir sunkiai nustatomos. Jos priklauso nuo aplinkybiy. Pavyz-
dziui, kriziy ir dideliy permainy laikotarpiu bankrutuojanciy imoniy
tikimybé gali daug karty iSaugti.

Kiekvienas netinkamas (neteisingas) sprendimas klasifikavimo
uzdavinyje ,kainuoja“. Jeigu sveika Zmogu pripazinsime serganciu,
turésime nuostoliy. Ir atvirks¢iai, jei sergantj pripazinsime sveiku ir jo
negydysime arba gydysime netinkamai, vél bus nuostoliy. Tad dar
viena problema klasifikavimo uzdavinyje yra susijusi su netinkamo
klasifikavimo ,,kaina®. Tarkime, K;, — tai kaina, kuria mokésime, jei
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antrosios klasés objekta pripazinsime kaip pirmosios. Analogiskai Ky
— tai kaina, kurig mokésime, jei pirmosios klasés objekta pripazinsime
kaip antrosios. Tada bendra (suminé) netinkamo klasifikavimo kaina

Kam = q2 Py Kontq1 Pip Kip.

Vertindami neteisingo klasifikavimo kainas, klasifikuoti turétume
pagal tai, kuri sandauga didesné — g, Py Ky ar g1 P Kip. Reikéty
pazyméti, kad praktikoje klasifikavimo kainos beveik visada nezino-
mos ir nustatomos labai subjektyviai. Akivaizdu, kad jos priklauso
nuo to, kas moka uz ,,nuostolius“. Pavyzdyje su pacientu kainos pri-
klausys nuo to, kas moka — pacientas, gydymo istaiga ar valstybé.
Visais atvejais jos bus skirtingos. Taigi kainos yra subjektyvios.

3.1.2. Euklidinio atstumo, tiesinis FiSerio ir
kvadratinis klasifikatoriai

1.2.1 poskyryje kalbéjome apie daugiamati normalyji pasiskirsty-
ma, charakterizuojama vidurkiy vektoriumi p; ir kovariacine matrica
Y, (apatinis indeksas i ¢ia simbolizuoja klasés numerj). Jeigu tartume,

kad tikrasis duomeny pasiskirstymas yra normalusis, tai klasifikatoriui
sukurti pirmiausia i§ mokymo duomeny reikéty gauti kiekvienos kla-

sés vidurkiy ir kovariaciniy matricy jver¢ius — X, X, ir Sy, S,. Tad
dviejy klasiy atveju klasifikavimo taisyklé biity tokia:

X priskiriame klasei Iy, jei g(X) = ¢19(X, X;, S1) — q20(X, X, , S) >0,

X priskiriame klasei I, jei g(x) = q19(X, X, Si) — ¢20(X, X, , S;) <0.
(3.4)

S, # Sy, taigi skiriamoji riba tarp pirmosios ir antrosios klasiy ne-
bus tiesé. 13 pav. dvimatéje erdvéje pavaizdavome dvieju klasiy vek-
torius (pliusiukai ir skrituliukai) ir lygtimi (3.4) apibrézta skiriamaja
riba (kai ¢,=¢;=0,5). Tai yra kvadratinis skiriamasis pavirSius Q. Dvi-
maciu atveju — tai dvi hiperbolés.

46



Esminis supaprastinimas gaunamas, jei daroma prielaida, kad ko-
variacinés matricos lygios, t. y. Z,=%,. Tada naudotume bendra (suvi-
durkinta) kovariacing matrica, S = %2 (5,+S,).

13 pav. Dvieju klasiy mokymo vektoriai ir keturios skiriamosios ribos

Pastaruoju atveju skiriamasis pavirSius yra tiesinis (tiesé¢ — dvima-
téje erdvéje, plokStuma — trimatéje erdvéje ir hiperplokStuma — auks-
tesnio matisSkumo erdvéje). Vietoje skirtumo tarp tankiy, (3.4) formu-
l¢je naudoty diskriminantinei (skiriamajai) funkcijai apibrézti, daznai
naudojamas dviejuy tankiy santykio logaritmas:

q.f (X]X,,S)

e (x| %,.8)

(3.5)

Siuo atveju gausime tiesing, diskriminanting taisykle F, kuri yra i3
esmes paprastesné nei kvadratiné Q, be to, jai sudaryti reikia daug
maziau mokymo vektoriy:

g(X) = XW'+wy, (3.6)
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kur W =S"(%X,-X,),

Wo=- Y5 (X, + X, W'+ 1og(ﬁj.
q,

Klasifikavimas vyksta pagal diskriminantinés funkcijos zenkla
(teigiama, neigiama). Sig klasifikacija pirmasis pasiiilé Zinomas statis-
tiniy metodu kiiréjas Ronaldas Fiseris, todél ji ir vadinama jo vardu.
Kai kuriuose praktiniuose uzdaviniuose, kur mokymo duomeny daug,
kvadratin¢ diskriminantiné funkcija Q pagal teisingai klasifikuojamy
vektoriy skai¢iy gerokai lenkia Fiserio taisyklg. 13 pav. taip pat rodo,
kad kvadratiné taisyklé Q daug geresné nei tiesiné F. Siuo atveju An-
dersonas ir Bahaduras yra pasiiile¢ modifikuoti Fiserio taisyklg:

wh® = (11S1+(1- YI)SZ)_I( X +X,),

1 _
WA =- (R +X, )wF+y2+1og(ﬂj. (3.7
2

9,

Formuléje (3.7) turime du nezinomus parametrus y; ir y,. Juos pa-
prasCiausia rasti skaitiniu blidu, minimizuojant analitiSkai uzraSyta
klasifikavimo paklaidos tikimybg. Andersono ir Bahaduro (AB) tiesi-
n¢ klasifikavimo taisykle galime gauti ir mokydami vienasluoksnj
perceptrona. Sis iSradimas i§ esmés supaprastina diskriminanting
funkcija, sumazina reikalingy jai sudaryti mokymo vektoriy skaiciy ir
daugumoje praktiniy uzdaviniy leidzia gauti maza klasifikavimo pa-
klaidos tikimybe.

Kai mokymo duomeny yra mazai, o pozymiy daug, ir ju kiekio
negalime sumazinti neprarasdami pozymiy informatyvumo, tai klasi-
fikavimo taisykle turime dar labiau supaprastinti. Tiesiog formuléje
(3.6) galime praleisti kovariacing matrica, kas lygiavertiska prielaidai,
kad pozymiai statistiSkai nepriklausomi ir juy dispersijos vienodos.
Tokiu atveju faktiSkai vektoriy X klasifikuojame pagal jo euklidini
atstuma iki klasiy vidurkiy X,, X, (jei g=¢;). Todél §is klasifikato-
rius vadinamas euklidinio atstumo klasifikatoriumi, o Sioje knygoje
zymimas raide E.

48



3.1.3. Bajeso, asimptotiné, salyginé ir laukiamoji
klasifikavimo klaidos tikimybés

Sudarydami ir analizuodami klasifikavimo taisykle pagal empiri-
nius duomenis, susiduriame su keletu klasifikavimo paklaidy tipy.
Jeigu skirtumus tarp ju ignoruosime, galime smarkiai apsirikti ir ,,pa-
leisti véjais‘ 1é3as, ileistas Siam darbui atlikti.

Jeigu zinome pasiskirstymo tankius ir apriorines klasiy tikimybes,
tai naudodamiesi statistiniy sprendiniy teorija galime sudaryti optima-
lia klasifikavimo taisykle (3.5), kurios klaida bus aprasoma formule
(3.3). Statistiniy sprendiniy teorija remiasi viena i§ pagrindiniy tiki-
mybiy teorijoje Bajeso teorema. Todél klasifikavimo klaidg (3.3) va-
dinsime Bajeso klaida ir Zzymésime Pkg.

Ka tik pristatéme keleta statistiniy klasifikatoriy, skirty daugiama-
¢io normaliojo pasiskirstymo modeliui. Jeigu tikrasis duomeny mode-
lis skirsis nuo postuluojamojo, bet to nezinant klasifikatorius vis tiek
bus sudarytas pagal §i modelj, tai jo klasifikavimo klaidos tikimybé
gali virSyti Bajeso klaida. Pavyzdziui, tikrasis pozymiu pasiskirsty-
mas — normalusis — yra su parametrais p;, [, 2, ir X,. Be to, kovaria-
cinés matricos skiriasi, t. y. Z,#Z;. Jeigu klasifikatoriy Q sudarysime
pagal tikrasias vidurkiy ir kovariacinés matricos reikSmes, tai jo klasi-

fikavimo klaidos tikimybé POOQ sutaps su Pp. Taciau jei sudarysime
tiesinj FiSerio klasifikatoriy F imdami X = %2 (Z,+ZX,), tai jo klasifika-
vimo klaida P; dazniausiai virSys Pg. Klasifikatoriaus, sudaryto pa-
gal metoda, tarkime, A, tiksliai Zinant reikiamus pasiskirstymu f{x |
IT)) ir fix |I1,) parametrus bei apriorines tikimybes g, ir ¢,, klasifika-
vimo tikimybe vadinsime asimptotine klasifikatoriaus A klaida ir
Zymeésime POOA . Begalybés Zenklas Cia primena, jog reikiamus para-
metrus mes tiksliai jvertinsime tik turédami ,,begalini mokymo duo-
meny kieki“.

Bajeso ir asimptotiné klasifikavimo klaidos — tai tik abstrakcijos.
Jos reikalingos norit suprasti klasifikatoriy sudarymo uzdavinio pro-
blematika. Faktiskai klasifikatoriams sudaryti naudojami riboto dy-
dzio ,,mokymo duomenys®. Statistikoje, jei daroma priclaida, kad
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duomenys normalieji, klasifikatoriui sudaryti naudojami imties jver-
¢iai X;, X,arba X, X,, S, S,.

Sudarant euklidinio atstumo klasifikatoriy E naudojami vidurkiy
vektoriy jverciai X, ir X,, o sudarant FiSerio klasifikatoriy F naudo-
jami X;, X, ir S =72 (5;+S;). Minétus jverCius lemia atsitiktinai
surinkti ribotos apimties duomenys, taigi Siuo biidu sudaryto klasifi-
katoriaus klaidos tikimybé bus atsitiktinis dydis. Ja Zymésime PnF ir
vadinsime sqlygine klasifikavimo klaida. Euklidinio atstumo klasifi-
katoriaus, sudaryto i§ mokymo imties, klaida Zymésime PnE . Cia apa-
tinis indeksas simbolizuoja, kad klasifikatorius sudarytas i§ » moky-

mo vektoriy, o virSutinis — klasifikatoriaus sudarymo buda. 14 pav.
pateikiame iliustracija.

u.|II|IFII“'

..
¢
,*

. e et 4,
'
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"
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‘n.

f:: T y
Sh‘-il.l'l' .
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14 pav. Fiserio klasifikatoriaus salyginés klaidos pasiskirstymo tankiai,
kai mokymo vektoriy kiekis: n = 40 (deSinysis, 1¢kstas pasiskirstymo tankis),
120 ir 360

Bene pagrindiné atsitiktiniy dydziy charakteristika yra ju mate-

matiné ,,viltis“ — vidurkis. Mes naudosime salyginés klasifikatoriy
klaidos vidurkius, vadindami juos laukiama klasifikatoriaus klaida
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(arba laukiama generalizavimo klaida) ir zymédami £ PnF ,E PnE irt. t.
Visada POOA > P, E PnA > Pp, Rf > Pg. Paprastai £ PnA > POOA , tadiau
atsitiktinai kartais gali pasitaikyti, kad P* < P2 .

3.1.4. Reguliarizuotas, robastinis ir atraminiy vektoriy
klasifikatoriai

Jei mokymo duomeny kiekis nedidelis, o pozymiy daug, tai sudé-
tingus klasifikatorius reikia bandyti supaprastinti. Vienas i§ biidy su-
paprastinti kvadratini, Andersono ir Bahaduro bei FiSerio klasifikato-
rius — naudoti reguliarizuotus kovariacinés matricos ivercius. Kalbé-
dami apie reguliarizuota regresija, prie kovariacinés matricos, gautos
i§ mokymo duomeny, diagonaliniy elementy pridédavome po teigiama
konstantg A:

1 0 0
1 ..
Se=st| ° o (2.9)
0 0 1

Klasifikavimo uzdavinyje galime elgtis taip pat. Tai padeda. Kaip
ir regresijos uzdavinyje, ¢ia irgi reikia parinkti geriausia reguliariza-
vimo parametro reik§me (zr. 2.1.3 poskyrio komentarus).

Jei mokymo duomenyse turime nemazai steb¢jimy vektoriy, perne-
lyg toli nutolusiy nuo vidurkiy, tai jie laikomi i§ dalies ,klaidingais®,
todél juy indéliai | klasifikavimo ar prognozavimo taisyklés sudaryma
turéty buti dirbinai sumazinti (zr. 2.2.4 poskyri). Paprasciausias budas
sumazinti tolimy stebéjimy itaka skaiciuojant vidurki — naudoti itera-
cinius robastinius jvercius, pvz.:

]

< robastinis

X

1
e

Mz

l-xl-/\P((xij _ iirobastinis )(xlj _ XirobastiniS)T) , (38)

J
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1/(I+c—-a), jeic>a

kur Y(c) = {1

, jei c<a

Vertinant kovariacing matrica irgi elgiamasi panaS$iai: tolimi ste-
béjimai vertinami su mazesniu svoriu. Formuléje (3.8) pateiktos funk-
cijos W(c) forma ir parametrai (pvz., ,,plo¢io” parametras o) gali kisti
ir turi priklausyti nuo turimy duomenuy.

Sudarant klasifikavimo taisykle galutinis tikslas yra minimizuoti
klasifikavimo klaidos tikimybg. Kai duomeny pasiskirstymai norma-
lieji, ankstesniuose poskyriuose aprasyti metodai gali buti labai geri
(jei duomeny kiekis pakankamas). Taciau jei duomeny pasiskirstymai
i§ esmés skiriasi nuo normaliyjy, tai ir robastinis vidurkiy ir kovaria-
cinés matricos jvertinimas nebepadés. 15 pav. pateikiame dviejy kla-
siy atskyrimo pavyzdi, kur nenormaliSkumo problema iSkyla visu ast-
rumu. Sio tipo uzdaviniui spresti pasiilyta nemazai euristikomis pa-
gristy algoritmy, taciau né vienas i§ jy negarantuoja absoliudiai ge-
riausio sprendinio. Vienas i§ daugelio tam taikomy metody — tai vie-
nasluoksnis perceptronas, apie kurj kalbésime véliau.

15 pav. Tiesinis klasifikatorius, minimizuojantis empiring
klasifikavimo klaida

Pastaraji deSimtmeti labai populiarus klasifikavimo algoritmas —

tai maksimalaus tarpo, o kalbant placiaja prasme, atraminiy vektoriy
klasifikatorius (angl. support vector). Maksimalaus tarpo klasifikato-
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rius gaunamas tada, kai naudojantis hiperplokStuma yra jimanoma mo-
kymo duomenyse esancius dvieju klasiu vektorius atskirti be klaidu.
16 paveiksle pateikiame dviejy klasiy tiesinio atskyrimo pavyzdj, kur
klases skiriancioji tiesé yra maksimaliai nutolusi nuo atraminiy vekto-
I'il,[ SV], SVz, ir SV3

Minéto tipo klasifikavimo algoritmas vadinamas maksimalaus tar-
po klasifikatoriumi. Jeigu klasés tiesiskai neatsiskiria, galime poZymiy
kieki specialiai padidinti jvesdami papildomus, i$ turimy originaliyjuy
pozymiy padarytus naujus iSvestinius pozymius, pvz., x; X, X; X3 ir t. t.
Kai bendras seny ir naujy pozymiy kiekis pasieks mokymo duomeny
kieki #, klasés bitinai tiesiskai atsiskirs. Zinoma, jos gali atsiskirti ir
atvejais, kai p < n. Tada naujoje (prapléstoje) pozymiy erdvéje galime
sudaryti maksimalaus tarpo klasifikatoriy. Tokiu atveju Sis klasifikato-
riaus sudarymo budas jau vadinamas atraminiy vektoriy (angl. support
vector) pavadinimu. Yra metody, kaip padaryti atraminiy vektoriy klasi-
fikatoriy, kur leidziama, kad dalis mokymo vektoriy bty klasifikuoja-
ma neteisingai. Tokiais atvejais klases skiriancioji hiperplokstuma ve-
dama maksimaliai didziausiu atstumu ,,nuo ar¢iausiai nuo jos esanciy ir
dar teisingai klasifikuojamy mokymo vektoriy“. Tai vadinamasis minks-
tasis (angl. soft) atraminiy vektoriy klasifikatorius.

X1

16 pav. Tiesinis klasifikatorius, kurio klases skirian¢ioji ties¢ maksimaliai
nutolusi nuo atraminiy vektoriy SV, SV,, ir SV;
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Formaliai tam, kad rastume atraminius vektorius, turime spresti
kvadratinio programavimo uzdavini. Tai nelengvas uzdavinys. Skaity-
tojui, norin¢iam detaliau susipazinti su atraminiy vektoriy klasifikato-
riais, rekomenduojama paskaityti apzvalginius, specialiai tam skirtus
straipsnius arba isidiegti ir iSbandyti nemokama programing iranga
(http://www.csie.ntu.edu.tw/~cjlin/libsvm). Kitame poskyryje kalbé-
dami apie vienasluoksnio perceptrono mokyma, parodysime, kaip §io
tipo klasifikatorius gauti specialiu biidu mokant VsP.

3.1.5. Klasifikatoriaus sudétingumo ir mokymo duomeny
kiekio rySys

Kalbédami apie standartinés prognozavimo minimaliyjy kvadratu
regresijos lygties sudaryma matéme, kad kuo daugiau pozymiy, tuo
daugiau reikia vektoriy norimai mokymo kokybei pasiekti. Jei duo-
meny nedaug, vietoj kvadratinés regresijos galime naudoti reguliari-
zuota arba netgi naiviaja regresijas. Kitas biidas — atmesti nereikalin-
gus, mazai prognozuojama rodikli veikian¢ius pozymius. Klasifikaci-
jos uzdavinyje susiduriame su analogiskomis problemomis. Siame
poskyryje nagrinésime, kaip pozymiy ir mokymo duomenu kiekis
veikia jvairaus sudétingumo klasifikavimo taisykliy mokymo kokybeg.

Jeigu pozymiy pasiskirstymas ,,sferiskai normalusis® (duomeny
kovariaciné matrica diagonaliné ir jos diagonaliniai elementai o” tar-
pusavyje lygiis), tada euklidinio atstumo klasifikatoriaus asimptoting
klasifikavimo klaida gali biiti iSreiksta tokia formule:

1
Pl =Py= (=29 (3.9)

kur ®(c) — standartinio normaliojo tankio kumuliatyviné pasiskirsty-
mo funkcija, t. y. tikimybé, kad atsitiktinis dydis bus mazesnis uz kon-
stanta ¢; & = (W1 - H2) (1 - t2)") "* /o yra atstumas tarp klasiy, vadi-
namas Mahalanobio atstumu, vardu zmogaus, kuris pirmas ji pasitlé
naudoti klasiy atskiriamumui apibiidinti.

Laukiama klasifikavimo klaida iSreiSkiama formule (3.9), kur vie-
toj tikrojo atstumo tarp klasiy o istatytas ,.efektyvusis atstumas®
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85 , lvertinantis tai, kad riboto dydzio mokymo duomeny atveju klasés

skiriamoji hiperplokStuma nukrypsta nuo optimalios, ir tada atstumas
tarp klasiy (ju atskiriamumas) matuojamas jau kitaip:

8= 8T", (3.10)

2
ko TH=1/ [1+—2 (3.11)
N62

T n” — tai daugiklis, iSreiskiantis, kiek ,.kainuoja“ vidurkiy p,; ir

ivertinimas i§ mokymo duomeny.

Formulé (3.11) rodo, jog klasifikavimo klaida padidéja dél to, kad
sudarant euklidinio atstumo klasifikatoriy i§ mokymo duomenu reikia
ivertinti 2p charakteristiky, skirtingy kiekvienai klasei (p-macius vek-
torius 1, ir py). Sis padidéjimas priklauso nuo santykio 2p/N.

Fiserio klasifikatorius yra sudétingesnis nei euklidinio atstumo
klasifikatorius. Cia reikia ivertinti ne tik 2p vidurkiuy vektoriy p;,
charakteristikas, bet ir p(p-1)/2, kovariacinés matricos £ komponen-
tes, kurios yra ,bendros abiem klaséms* (charakterizuoja jas abi).

FiSerio klasifikatoriaus atveju greta koeficiento T} reikés naudoti dar

ir papildoma narj — Tn2 :

TE =1y |- (3.12)
n—p

Narys Tn}: yra atsakingas uz tai, kad kovariaciné matrica jverti-

nama netiksliai. Kai matrica £ yra bendro pavidalo, Mahalanobio at-
stumas uzraSomas truputi sudétingiau, nei buvo nurodyta formuléje
(3.9):

8= (- ) (- p)") (3.13)
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Fiserio klasifikatoriaus laukiamoji klasifikavimo klaida bus iSreis-
kiama formule (3.9), kur vietoj tikrojo atstumo tarp klasiy 6 bus istaty-
tas efektyvusis:

S'=8THT*. (3.14)

Formulé (3.12) rodo, kad ,,kaina®, mokama uz p(p-1)/2 matricos
komponenciy ivertinima, nepaprastai iSauga, kai pozymiy kiekis p
darosi artimas mokymo duomeny kiekiui #. Tai matome i§ grafiko F,
pateikto 17 pav.

Tokiu atveju Fiserio klasifikatoriaus naudoti nebegalima. Reikia
naudoti paprastesni euklidinio atstumo klasifikatoriy arba, pavyzdziui,
reguliarizuota diskriminanting analize (2r. 3.1.4 poskyrio pradzia). Sis
reisSkinys, zinomas kaip Zirkliy efektas, iliustruotas dviem grafikais,
pateiktais 17 pav.

ERYy p» \F
0.1k
0,08}
0.06}

0.04r

0,02
0

0 10 20 30 40 50 60 70

17 pav. Euklidinio atstumo (E) ir Fiserio (F) klasifikatoriy zirkliy efektas

IS 17 pav. matome, kad esant mazam duomeny kiekiui reikia nau-
doti paprastesni — euklidinio atstumo — klasifikatoriy. Prie tiesinio Fi-
Serio klasifikatoriaus reikia pereiti tik esant didesniam mokymo duo-
meny kiekiui. Zirkliy efektas galioja ne tik minétiems dviem klasifika-
toriams, bet ir apskritai, kai nagrinéjami du skirtingo sudétingumo
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klasifikatoriai ar statistiniais duomenimis paremtos prognozavimo
taisyklés.

3.1.6. Vienasluoksniu perceptronu paremto klasifikavimo
algoritmo evoliucija iteraciniame mokymo procese

Tiek regresijos, tiek ir klasifikavimo uzdaviniuose, mokydami
VsP, galime gauti kelis vienas po kito einancius klasifikavimo algo-
ritmus. Klasifikavimo uzdavinyje, raSydami nuostoliy funkcija
(zr. formule (1.4)):

12
nuostoliai = — 3 (y — f(X;W +w, D (1.4)
nj=1 J

netiesinés aktyvavimo funkcijos fisuma) (zr. 5 pav.) jau nebepraleisi-
me, o vietoj trokStamy i$¢jimy y; nuostoliy funkcijos iSraiSkoje (1.4)
naudosime dvi skirtingas konstantas, po viena kiekvienai i$ dvieju
klasiy. Jei aktyvavimo funkcija tokia, kaip parodyta 5 pav.:

1

fsuma) = ————, (3.15)
1+

—suma

tai trokStami i$¢jimai galéty biiti: ¢, = 0 (pirmosios klasés vektoriams),
t, = 1 (antrosios klasés vektoriams). Galimi ir kiti pasirinkimai, pvz.,
t1=0,1, L= 0,9 arba netgi #, = 0,495, t, = 0,505. Skirtuma At = £, - ¢,
salyginai vadinsime stimuliavimu. Jei stimuliavimas mazas, mokymas
vyks naudojant tik labai trumpa aktyvavimo funkcijos flsuma) dali,
kur suma reikSmé mazai nutolsta nuo nulio. Toje trumpoje zonoje
funkcija fsuma) yra beveik tiesiné.

Panagrinékime 2.2.3 poskyryje jau minéta transformacija, kur
kiekvienas mokymo duomeny poZymis ,,normalizuojamas® taip, kad
jo vidurkis biity lygus nuliui, o dispersija — vienetui (formulé (2.17)).
Tarkime, kiekvienoje i§ dvieju klasiy turime po N = n/2 mokymo vek-
toriy. Mokyma pradékime nuo vektoriaus, kurio kiekviena komponen-
té lygi nuliui.
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Esant iSvardytoms salygoms, po pirmos totalinio gradiento iteraci-
jos (,,parodomi visi N mokymo procese dalyvaujantys kiekvienos
klasés vektoriai) gausime:

Wy = kvse( X, = X, ), woay=0, (3.16)

kur skaliarinis koeficientas kysp neveikia klasifikavimo hiperplokstu-
mos padéties, nes klasifikavimas vykdomas pagal sumos X W +w,

zenkla.

Gautg svorio iSraiSka lygindami su svoriais, gautais tiesiniam Fise-
rio klasifikatoriui (formulé (3.6)), matome, kad formuléje (3.16) nebé-
ra kovariacinés ($iuo atveju koreliaciju) matricos S. Taigi po pirmos
iteracijos perceptronas ,ignoruoja“ koreliacijas tarp vektoriaus X
komponenciy skirtingose klasése. Tai euklidinio atstumo klasifikato-
rius, kadangi atliekant klasifikavima pasverta suma diskriminantinés
funkcijos reikSmé g(X) = XW;) + wo) lyginama su nuliu ir, kaip ka tik
minéjome, teigiamas koeficientas kysp nebevaidina jokios reikSmés.

Mokant perceptrong toliau, kol svoriai dar mazi ir dar ,,dirbame*
tiesinéje aktyvavimo funkcijos dalyje, po #-tosios iteracijos svoriy
vektorius gali biti iSreikstas taip:

-1

1 0 0
_ 0 1
W= k\/sp( Xi—= X, ) S+ (t ~ l)n (317)
0 0 1

Tai reguliarizuota klasifikacija, kurios reguliarizacijos parametras
2

T (t-Dn

, augant iteracijy skaiciui, mazéja. Riboje, kai A labai
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2 |0 1

#=Dn| -
0 0 .. 1

priartésime prie standartinio FiSerio klasifikatoriaus, aptarto 3.1.2 po-
skyryje. Jeigu mokymui naudojamy p-maciy vektoriy skai¢ius mazes-
nis nei p, perceptronas realizuos tiesinj Fiserio klasifikatoriy su kova-
riacinés matricos pseudoinversija. Siuo atveju klases skirianti hiper-
plokstuma bus vienodai nutolusi nuo pirmosios ir antrosios klasiy mo-
kymo vektoriy. Kitaip sakant, gausime maksimalaus tarpo klasifikato-
riy. Tai idomi perceptrono savybé.

Jei trokStami i8¢jimai ¢, ir £, yra arti nulio ar vieneto, tai toliau mo-
kant perceptrona jo svoriai iSauga. Naudojant netiesing aktyvavimo
funkcija, jos iSsilenkimai ,,pradeda jaustis*: VsP i$¢jimai

didelis, nario itaka visai sumazés, ir visiskai

(1+ o~ XiW+Wo )-1
priartéja prie 1 arba 0. Tada dideli atsilenkimai, jeigu tokiy mokymo
duomenyse yra, mazai veikia mokymo procesa. Vadinasi, VsP tampa
robastiskas, t.y. atsparus dideliems mokymo duomeny nuokrypiams
(netikslumams). Tai labai puiki VsP savybé.

Jei mokant bus naudojamos ribinés trokStamy i$éjimy reikSmés
t1 = 0 (pirmajai klasei), £, = 1 (antrajai klasei), tai esant labai dideliems
svoriams netiesinio VsP isé¢jimai (1+ e~ "W )'1 visiskai priartés prie
1 arba 0. Tada nuostoliy funkcija (1.4) iSreiks neteisingai suklasifikuo-
ty mokymo vektoriy dali (daznj), t. y. empiring klasifikavimo klaidos
tikimybe. Tai bus ankstesniame poskyryje minétas minimalios empiri-
nés klaidos klasifikatorius.

Siuo atveju susiduriame su problema, kai esant kad ir nedidelei ne-
teisingai klasifikuojamy mokymo vektoriy daliai svoriai ypac neis-
augs, nes neteisingai klasifikuojami vektoriai ,temps svoriy vektoriu
atgal“. Kad mokant netiesini VsP biity priartéta prie minimalios empi-
rinés klaidos klasifikatoriaus, reikia kokiu nors budu priversti svorius
augti. Vienas i§ biidy — prie mokymui naudojamos nuostoliy funkcijos
pridéti specialy svorius augti skatinanti antireguliarizacijos nari:
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nuostoliai = —Z(y — f(xX;w +w, )+ A (F-wiw), (3.18)

n j=1

kur koeficientas 4#* nusako norima perceptrono svoriy dydi, o regulia-
rizavimo parametras A nusako ,,optimaly santyki“ tarp abiejuy minimi-
zuojamy nuostoliy funkcijos nariy,

—Z(y — (W +w, ) ir (- wiw)

n j=l1

Kaip ir visada, esant nezinomam uzdaviniui néra labai jau neleng-
va rasti tinkamas parametry %” ir A reik§mes. Jy tenka ieskoti ,,bandy-
my ir klaidy“ metodu.

Kiekvieno mokymo vektoriaus ,,indélis“ | nuostoliy funkcija
(3.18) priklauso nuo jo atstumo nuo klases skiriancios hiperplokstu-
mos. Jei VsP paremtas klasifikatorius mokymo duomenyse nebedaro
klaidy, o tai bty visada imanoma, jeigu pridétume papildomus, i§
esamy pozymiu ,,iSvestus® pozymius, tai esant ribinéms trokStamu
18¢jimy reikSméms (¢, =0, ©,= 1), svoriai galéty labai smarkiai iSaugti.
Esant dideliems svoriams, tik vektoriai, esantys arCiausiai klases ski-
riancios plokStumos, dalyvaus mokymo procese. Kity, bent truputéli
toliau esanciy, vektoriy indélis bus Zenkliai mazesnis. Todél klases
skiriancios hiperplokstumos padétis pradés priklausyti tik nuo nedide-
lio kiekio arCiausiai jos esan¢iy mokymo vektoriy, kuriuos galétume
vadinti ,,atraminiais“. Taigi mokydami perceptrona ka tik minétomis
salygomis priart¢jame prie atraminiy vektoriy (maksimalaus tarpo)
klasifikatoriaus. Praktiskai tai nelengva padaryti, nes iSaugus svoriams
pasvertosios sumos X ;W +w, taip pat smarkiai padid¢ja. Del to gra-

dientas, stipriai veikiantis VsP mokymo greitj, labai priartéja prie nu-
lio. Todél mokymo zingsni 1 tenka didinti. Tai néra lengva, nes jei
didinsime per létai, tai ir mokymas vyks labai létai. Jei n didinsime
per greitai, algoritmas gali diverguoti. Pastaruoju atveju galima gauti
visiSkai neteisingas svoriy vektoriaus W reikSmes ir dideli empirinés
klasifikavimo klaidos daznj. Tokiu atveju mokymo procesa reikia kar-
toti i$ naujo parenkant mazesni mokymo zingsnio augimo greitj. Prak-
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tiskas patarimas: mokant perceptrong naudoti tokia parametro n augi-
mo taisykle: — N+ = Xy, kur y =1,0001 arba kiek didesné konstanta.
Konstanta y taip pat reikia parinkti klaidy ir bandymuy metodu. Papil-
domai galima naudoti svoriy augima skatinanti antireguliarizacijos
narj A (A% - w'w)’,

Siame poskyryje iSdéstyta medziaga dar karta patvirtina, kad ne-
tiesinis vienasluoksnis perceptronas turi nemazai universalumo pozy-
miy. Tai geras metodas ieSkant paslépty désningumy daugiamaciuose
duomeny masyvuose. Taciau teisingai ji taikyti néra lengva. Percep-
trong naudojant reikia turéti ne tik nemaza teoriniu ziniy (didzioji dalis
jo mokymo subtilybiy iSdéstyta Sioje knygoje), bet ir didele praktinio
darbo patirtj.

3.2. Optimalus sustojimas mokant perceptrona.
Pradiniy svoriy vektoriaus jtaka tikslumui

Vienasluoksnio perceptrono evoliucija mokymo metu parode, kad
jo nuostoliy funkcija kei¢iasi mokymo metu. Ji tampa vis sudétinges-
né. Mokydami perceptrona, patenking auksciau Sioje knygoje iSdésty-
tus reikalavimus, i§ pradziy gauname paprasciausia naiviaja regresija,
arba euklidinio atstumo klasifikatoriy, jei sprendziame atpazinimo
(klasifikavimo) uzdavinj. Véliau pereiname prie reguliarizuoty regre-
siju arba klasifikatoriy, kuriy reguliarizavimo parametras A mazéja
did¢jant mokymo iteracijy skaiciui. 3.1.5 poskyryje aiskinto zirkliy
efekto esmé — esant tam tikram mokymo duomeny kiekiui reikia pa-
rinkti jam optimalaus sudétingumo klasifikatoriy. Kadangi perceptro-
nas besimokydamas darosi vis sudétingesnis, tai esant fiksuotam mo-
kymo duomeny kiekiui mokymo procesa reikia laiku sustabdyti, kad
biity galima gauti optimalaus sudétingumo klasifikavimo, arba regresi-
jos, algoritma.

Teorijos iSaiSkinimo sumetimais mes daréme prielaida, kad mokyti
pradedama nuo svoriy vektoriaus, kurio komponentés lygios nuliui.
Kas bus, jei svoriy vektorius bus kitoks? Kas biity, jei remdamiesi
kokia nors papildoma informacija mes sugebétume ji nustatyti ,,beveik
tiksliai“? Siuos klausimus panagrinésime detaliau. Pradékime aigkintis
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nuo regresijos uzdavinio ir nuo standartinés, minimaliy kvadraty me-
todu paremtos regresijos.

Tarkime, pradinis svoriy vektorius yrs V(). Sio poskyrio analizéje
laikysime jj atsitiktiniu, kad pradiniu prognozavimo momentu paklai-
da v(g)z-y galétume nagrinéti kaip atsitiktinj dydj, kurio vidurkis yra 0
ir dispersija — (Oyar)’. Pazymékime svoriy (koeficienty) vektoriy, kurj
gavome minimizavg¢ kvadraty sumos nuostoliy funkcija, raide v,.
Prognozavimo lygties paklaida v,-y yra atsitiktinis dydis. Jei duome-
nys pasiskirste pagal normalyji désni, tai paklaidos dispersija bus
(zr. 2.1.2 poskyri) tokia:

(©,) = (6o ——. (3.19)
n—p
Imituodami perceptrono sustojima, panagrinékime kita regresijos
lygties gavimo buda:

V(k) = (1- %) Vi) + KV, (3.20)
kur 0<k<1.

Sios, naujai sudarytos, regresijos lygties paklaida v(k)-y taip pat
bus atsitiktinis dydis. Statistiné Sios naujovisSkos prognozavimo taisyk-
lés analizé parodé, kad didziausias tikslumas pasiekiamas, kai

K~ 1 . (3.21)

2
1+ 14 (09)

n—p (Gstart)2

Remiantis lygtimi (3.21) iSeina, kad kuo tikslesnis pradinis svoriy
vektorius (Gg.x mazesné), tuo parametras k turéty biiti mazesnis, o
kalbant apie perceptrona, — tuo anksciau turéty biti sustabdytas mo-
kymas.

Si analizé taip pat rodo, kad informacija, sukaupta pradiniame svo-
riy vektoriuje, galime iSsaugoti, jei perceptrono mokymas baigiamas
laiku. Tai ypac svarbu ieskant désningumy labai dideliuvose duomenu
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masyvuose, kai perceptrona mokyti tenka tik su dalimi turimy moky-
mo vektoriy. Jei mokytume iki galo ir perceptrono mokymo proceso
nestabdytume anksciau, tai prarastume informacija, glidinCia pradi-
niame svoriy vektoriuje V.

Naudodami aprasSytaja statistiniy prognozavimy algoritmy savybg
maksimaliam tikslumui gauti, susiduriame su poreikiu Zinoti pradiniy
svoriy tiksluma. Jei pradiniai svoriai gauti i$ prie§ tai apdoroty duome-
ny, tai pradinio vektoriaus tikslumas gali biiti jvertintas pagal formules
(2.6) ar (3.19). Daug problemiskiau ankstyvo stabdymo idéja taikyti
klasifikavimo algoritmuose. Siuo atveju tiksliy klasifikavimo taisyklés
paklaidos formuliy dar néra iSvesta, todél tenka naudotis empiriniais
metodais (naudoti validavimo, t. y. papildomus, duomenis).
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KETVIRTAS SKYRIUS. NETIESINIS PROGNOZAVIMAS
IR KLASIFIKAVIMAS

4.1. Netiesinés pozymiy transformacijos

Ankstesniuose skyriuose apzvelgtieji klasifikavimo ir prognoza-
vimo algoritmai leidzia rasti désningumus, jei prognozuojamas pozy-
mis tiesiSkai priklauso nuo ji prognozuojanciy pozymiy arba jei klasés
atsiskiria hiperplokstuma. Kai kuriais atvejais tiesiniy priklausomybiy
néra, klasés hiperplokStuma neatsiskiria. Tada tenka kurti sudétinges-
nius netiesinius algoritmus.

Bene paprasciausias biidas sudaryti netiesing taisykle — vietoj origi-
naliyjy poZymiy xi, X, ... , X, naudoti iSvestinius, padarytus naudojant
netiesines transformacijas. Pavyzdziui, prie turimy pozymiy pridéje
naujus: (xl)z, XiX2, oo 5 X1Xp, (xz)z, XoX3, we s Xpol Xp, (xp)2 ir mokydami
p(pt1)/2 matavimy erdvéje galime gauti kvadrating diskriminanting
funkcija. 18 paveiksle pateikiamas pavyzdys, kuriame turime dvi beveik
pagal normalyji pasiskirstyma pasiskirsciusias klases, dvi kvadratinés
diskriminantinés funkcijos suformuotas skiriamasias hiperboles ir kvad-
ratinj sklrlama& pav1r51q, gauta mokant perceptrona penkiy poZymiy xj,
X2, (x1)% x1x2, (x2)* erdvéje. Siuo atveju klasifikatoriaus Q klaidos tiki-

mybé — PnQ =0,195. Naudodami VsP gauname daug geresni rezultata —

PnVSP =0,095. Tai pasickéme dél to, kad kvadratiniam klasifikatoriui Q

sudaryti i§ mokymo duomeny reikéjo jvertinti net 30 parametry, o VsP
buvo mokomas penkiamatéje erdvéje.

Praktiniame darbe daznai pasitelkiami pozymiai, imti panaSumo {
mokymo vektorius pagrindu. Tarkime, X;, X, ... , X, yra n mokymo
vektoriy, nepaisant, ar klasifikavimo, ar prognozavimo uzdavinj
sprendziame. Tada kiekvieno mokymo (testinio taip pat) vektoriaus
atzvilgiu galime suskaiCiuoti » atstumy iki mokymo vektoriy
X1s X2y vee 5 Xy

2= D(X, %) = (X, X,) (X, X)) j=1,2,..,n. (41
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Atstumai z, z,, ..., z, ir bus nauji poZzymiai. Sioje erdvéje galime
sudaryti bet kurj i§ Zinomy tiesiniy klasifikatoriy. Jeigu bty sudaro-
mas FiSerio klasifikatorius, jis leisty gauti hiperplokStuma, vienodai
nutolusia nuo visy #» mokymo vektoriy. Naudoti visus » pozymius
neracionalu. Praktiskai reikéty sumazinti pozymiy kiekj, atrenkant tik
pacius svarbiausius (zr. tolesni skyriy). Autoriaus nuomone, bene ra-
cionaliausias variantas — mokyti VsP.
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18 pav. Klasifikavimo ribos, gautos naudojant kvadrating diskriminanting
funkcija Q VsP penkiy nauju poZymiy erdvéje ir daugiasluoksnj perceptrona
(su dviem pasléptais neuronais)

Tiesioginis panasumo pozymiy naudojimas ne visada pasiteisina.
Dazniausiai naudojami netiesine branduolio funkcija papildomai ap-
doroti pozymiai, pvz.:

z, = exp(-D(X, X)/A), j=1,2,...,n. (4.2)

Siuo atveju gan svarbu parinkti tinkama atstumo matavimo skalés
parametra A. Transformacija (4.2) sumazina labai nutolusiy vektoriy
itaka. Bet kuriuo atveju klasifikatoriaus sudarymo uzdavinys néra
lengvas, nes reikia ne tik sumazinti pozymiy kieki, bet ir pasirinkti
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pozymiy tipa ((4.1) ar (4.2)); nustatyti parametra A; rasti, kada optima-
liai stabdyti perceptrono mokyma. 19 paveiksle pateikiamas pavyzdys,
kuriame turime po §imta mokymo vektoriy kiekvienos i§ dviejuy klasiy
dvimatéje erdvéje.

Viena klasé¢ yra antrosios ,,viduje“. Transformacijomis (4.1) ir
(4.2) i$ 200 mokymo vektoriy buvo sudaryti 200 pozymiy (A = 20) ir
Sioje erdvéje mokytas vienasluoksnis perceptronas. 19 paveikslas ro-
do, kad VsP sudaryta dvi klases skirian¢ioji kreivé (punktyriné linija),
labai artima optimaliai (iStisiné elips¢). Skrituliais pazyméti abieju
klasiy mokymo vektoriai, esantys arCiausiai klases skiriancios hiper-
plokstumos 200 pozymiy erdvéje.

19 pav. Klasifikavimo ribos, gautos naudojant VsP 200 naujy poZymiy
erdvéje

Anksciau parodéme, kaip sudaryti klasifikatoriy naujomis, netie-
sinémis, transformacijomis gauty pozymiu erdvéje. Tie patys naujuy
pozymiy sudarymo metodai tinka ir sprendziant prognozavimo uzda-
vinius. Vienasluoksnio perceptrono naudojimas pasiteisina ir ¢ia.
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4.2. Neparametriniai k-artimiausiy kaimyny ir
Parzeno lango klasifikatoriai

Vienas ir populiariausiy tradiciniy klasifikavimo ir prognozavimo
metoduy, veikianciy pagal principa ,,pasakyk, kas tavo draugai, as pa-
sakysiu, kas esi tu“, yra k-artimiausiy kaimyny taisyklé. Tarkime, X,
Xz, ... » X, yra n mokymo vektoriy sprendziant prognozavimo uzdavini.
Tarkime, y1, 2, ... , , yra juos atitinkancios prognozuojamo pozZymio
reik§més. Miusy uzdavinys — turimam vektoriui x prognozuoti y reiks-
me¢. Naudodamiesi formule (4.1), raskime vektoriaus X panasumus
(euklidinius atstumus) i visus n mokymo vektorius D(X, Xi),
D(X, Xp), ... , D(X, X,). Tarkime, vektorius X panaSiausias i vektoriy X;.
Tada vektoriui X bus priskiriama y, reikSme. Jeigu sprgsime klasifika-
vimo uzdavini, vektoriui X bus priskiriamas vektoriaus X, klasés nu-
meris. Tai vieno artimiausio kaimyno taisyklé, Zinoma ne tik atpazi-
nimo, duomeny analizés, bet ir gretutinése dirbtinio intelekto srityse.

Jei sprendima apie pozymio y reikSme ar klasés numerj darysime
ne pagal vieng vektoriy, o pagal daugeli ju, sakykim, pagal & ju, tai
turésime k-artimiausiy kaimyny taisykle. Si taisyklé nereikalauja mo-
kymo. Jai reikia tik nemazos atminties ir daug skaiciavimo laiko, rei-
kalingo atstumams (panaSumams) suskai¢iuoti. Daugelio autoriy nuo-
mone, tai labai geras atpazinimo ir prognozavimo metodas, ypac po-
puliarus sprendziant vaizdy atpazinimo uzdavinius. Kompiuterio at-
minciai, skai¢iavimo apimciai taupyti yra pasiilyta daug budy, kaip
atrinkti nedidelj kieki ,,netoli ribos* esanciy vektoriy, kaip pagreitinti
skai¢iavimus auks$to dimensiSkumo pozymiy erdvéje. Augant kompiu-
teriy galingumui §is metodas vis labiau populiaréja.

Neparametrinéje k-artimiausiy kaimyny taisykléje visi & mokymo
vektoriy lygiomis teisémis dalyvauja nustatant prognozés reikSme arba
klasés numerj. Intuityviai kyla idéja, kad artimesni vektoriai turéty buti
vertinami ,,su didesniu svoriu®, o tolimesni — su mazesniu. Tam galime
panaudoti netiesing transformacija (4.2) ir klasifikavimo (prognozavimo
taip pat) uzdavinj spresti atsizvelgiant | pasiskirstymo tankiy jvercius:
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. N
7 61 T1) = =100 Yexp (x-) (- )7 43)

kur y(A) yra normalizuojantis rodiklis, o A — glotninimo parametras.

Tankio jvertis formule (4.3) apraSo neparametrini, Parzeno langu
vadinama, pasiskirstymo tankio jverti, kuri paprastai naudojame klasi-
fikavimo uzdaviniams spresti, kaip aprasyta 3.1.2 poskyryje, diskri-
minantinés funkcijos israiska (3.4). Cia labai svarbus uzdavinys yra
parinkti tinkama glotninimo parametro A reikSme.

20 paveiksle pateikiamas pavyzdys, kur turime Simta dvieju klasiy
mokymo vektoriy dvimatéje erdvéje. Viena klasé i§ dalies ,,apgaubia“
antraja. PieSinyje matome tris Parzeno lango klasifikatoriaus formuo-
jamas skiriamasias kreives, nubréztas atvejis, kai A = 0,001 (kreiviau-
sia linija), A = 2 ir A = 1000 (praktiskai tai jau tiesé).

20 pav. Trys Parzeno lango klasifikatoriaus formuojamos skiriamosios
kreivés, nubréztos atvejais, kai A = 0,001 (kreiviausia linija),
A=2ir A =1000
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Kad biity parinkta geriausia glotninimo parametro reikSmé, reko-
menduojame i§ anksto normuoti kiekviena pozymi taip, kad jo dispersi-
ja mokymo duomenyse biity lygi vienetui. Tada reikéty parinkti kokia
desimtj A reikSmiy, pvz.: 0,001, 0,003, 0,01, 0,03, 0,1, 0,3, 1, 3, 10, 100,
1000. Kad sutaupytume skaiciavimo laiko, atstumy matrica tarp moky-
mo vektoriy skaiCiuojame tik viena karta (kai pozymiy yra daug, o dau-
giausia laiko uzima skaifiavimo etapas). Paskui cikle, kiekvieno i§ n
turimy mokymo vektoriy kiekvienos A reikSmés atveju, randame pasi-
skirstymo tankiy reikSmes (klasifikuojamus vektorius praleisdami).
Taip vienu ypu gauname visus ,,slenkancio egzamino* klasifikavimo
klaidos tikimybiy ivercius, atitinkancius visa deSimti tirty parametro A
reikSmiy. Tada pasirenkame A reikSme, atitinkancia maziausia klasifi-
kavimo klaidos dazni. Parzeno lango tankio jverciai (4.3) taip pat gali
biiti naudojami ir netiesinei neparametrinei prognozavimo lyg¢iai suda-
ryti. Problemos €ia tos pacios. Tai parametro A reikSmés parinkimas.

4.3. Daugiasluoksniai perceptronai

4.3.1. Daugiasluoksnio perceptrono architekttira ir
mokymas

Kaip ir vienasluoksnis perceptronas, daugiasluoksnis jo variantas —
tai taip pat gamtos inspiruotas, informacija apdorojantis mazgas. Tiki-
ma, kad gyvy mastanciyjy organizmy smegenyse sudétingam informa-
cijos apdorojimui ir sprendimuy priémimui taikomi daugiasluoksniai
perceptronai (DsP). Atskiri neuronai yra surikiuoti i sluoksnius. [&jimo
signalai x, x,, ... , x, patenka | vadinamojo ,,pasléptojo* sluoksnio neu-
ronus. Pasléptyjy sluoksniy gali biti keli. Zemesnio sluoksnio neurony
iS¢jimo signalai keliauja | aukstesni sluoksni, kol galy gale pasiekia
i8¢jimo sluoksni. Nuolat daugeli karty sumuojami, netiesiskai transfor-
muojami signalai gali suformuluoti sudétingas savokas, reikalingas to-
liau priimant sprendimus pagal informacija, esancia DNT i¢jimuose. 21
paveiksle pateikiame DsP su vienu pasléptu sluoksniu schema.

21 pav. pavaizduotasis DsP turi daug i€jimuy, daug i$éjimy (juose yra
po viena VsP) ir & paslépty neurony, vienasluoksniy perceptrony.
[ perceptrono i&jima pateikus p-matj vektoriy X = (x;, X, ... , X,), visuo-
se paslépto sluoksnio neuronuose suskaiciuojamos pasvertosios sumos:
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Sy= ) Xy, FWio 5 J = 1,2,..h, (4.4)
v=1
kurios tuoj pat nukreipiamos i atitinkamas aktyvacijos funkcijas (pvz.,
(3.15)), kuriy i8¢jimai f{s,), j = 1, 2, ... 4, tampa DsP i$¢jimo sluoksnio ié&ji-
mais.

21 pav. DsP su vienu pasléptu sluoksniu schema

Kaip ir VsP, daugiasluoksnis perceptronas gali spresti klasifika-
vimo ir prognozavimo uzdavinius. Palyginti su VsP daugiasluoksnia-
me perceptrone mokydami kiekvienam p-maciam i€jimo vektoriui X
turime pateikti K-mati trokStamy i$¢jimy reikSmiy vektoriy
t=1(t, t, ..., tx). Jeigu sprendziame prognozavimo uzdavini, tai is-
¢jimo sluoksnyje paprastai aktyvavimo funkcija tiesiné, o vektoriaus t
komponentés — realieji skaiciai.

Jei sprendziame klasifikavimo uzdavinj, tai i$¢jimo neurony turi
biti tiek, kiek turime klasiy. Jei naudojama sigmoidiné aktyvavimo
funkcija (3.15), tai trokStamy i$éjimy vektoriaus komponentés biina
0 arba 1, kur vienetukas paprastai dedamas iSéjime, atitinkanciame
mokymo vektoriaus klasés numeri — t = (¢, %, ... , tx). 22 paveiksle
pavaizduotas jau apmokyto daugiasluoksnio perceptrono, turin¢io du
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1¢jimus, Sesis pasléptus neuronus ir vieng i$¢jima su netiesiniu VsP
jame, skiriamasis pavirSius (punktyriné linija).

0.8}
0.6
0,4}

0.2r

1 1 =4 1 L

0235 02 04 06 08 1

22 pav. Dvi duomeny klasés ir sékmingai apmokyto DsP skiriamasis
pavirsius (punktyriné linija) ir pavirsius, gautas padauginus pasléptojo
sluoksnio neurony svorius i§ 1000 (lauztiné linija)

Pasléptajame sluoksnyje turime netiesing, létai augancia aktyva-
vimo funkcija, taigi skiriamasis pavirSius — glotnioji kreivé. Taciau
jeigu specialiai dirbtiniu btidu padauginsime pasléptojo sluoksnio svo-
rius i§ tiikstancio, pasvertyju sumy s, (formulé (4.4)) reik§més padidés
tikstant] karty. Tokiu atveju aktyvavimo funkcijy reikSmés priartés
prie nulio arba vieneto. Dél to klasiy skiriamoji riba taps ,,gabalais
tiesing* (zr. 22 paveiksla, lauztiné linija). Matome, kad pasléptojo
sluoksnio netiesiné aktyvavimo funkcija vaidina labai svarby vaidme-
nj.

4.3.2. Mokymosi ir lokaliniy minimumy klausimai

Kaip minéjome, perceptrono mokymo procese minimizuojama daug
sudétingesné nei (1.4) nuostoliy funkcija. Sudétingumas iSauga dél to,
kad Siuo atveju vietoj vieno iSé&jimo jau turime K i§&jimy. Be to, atsirado
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dar vienas pasléptas sluoksnis. Todél DsP su vienu pasléptu sluoksniu
sumavimas i8¢jimo sluoksnyje vyksta ne tik pagal mokymo vektorius,
bet ir pagal i8¢jimo ir pasléptojo sluoksniy neuronus. Nuostoliy funkcijy
iSraiskos ir perceptrony mokymo taisyklés nuosekliai aprasytos profeso-
riy Antano Veriko ir Gintauto Dzemydos paskaity konspektuose, tad
mes Cia jau nebesikartosime. Paminésime, kad pakankamai aiSkus apra-
Sas, kaip sudaryti ir mokyti perceptronus, yra pateiktas Matlab’e (Neural
network toolbox). Vartotojui pakanka biiti susipazinusiam su DNT archi-
tekttira, ju naudojimo principais. Tada Matlab e esantys dirbtiniai neuro-
niniai tinklai tampa jam nebesunkiai ,,jkandami®.

Bene pats svarbiausias aspektas, mokant daugiasluoksnj percep-
trona, yra tas, kad turime minimizuoti sudétingos formos, su daugybe
lokaliniy (vietiniy) minimumy nuostoliy funkcija. Nuostoliy funkcija
yra sudaryta i§ daugybés ,,grioviu“ plok$¢iu dugnu ir sta¢iomis sieno-
mis, kaip pavaizduota 23 paveiksle.

23 pav. Daugiasluoksnio perceptrono nuostoliy funkcija
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,,arioviai“ 18eina 18§ vieno centro. Globalinis minimumas dazniau-
siai biina viename i§ grioviy, bet kadangi jy yra labai daug, tai pro-
blema atrasti globalini griovi (globalini minimuma) iSties yra labai
sunki.

Mokydami paprastai pradedame nuo mazy svoriy. Mokyti nuo
Hhuliniy® svoriy, kaip rekomendavome dirbant su vienasluoksniu per-
ceptronu, Cia nebegalima. Visi paslépti neuronai tapty vienodi, nes
mokydami kiekvienam neuronui naudotume viena ta pacia taisykle,
kiekvienam pasléptajam neuronui taip pat pateiktume vis tuos pacius
duomenis. Viena vertus, gerai, kad pradedame nuo mazy svoriy, nes
spéjame, kad minimumas dazniausiai yra nedideliy svoriy zonoje. Kita
vertus, pradéjus mokyti nuo mazy svoriu, dalis neurony paklitiva i ta
pati lokalini ,,griovi“ ir mokymo metu susivienodina su kitu, i ji pana-
$iu, neuronu. Ta mes patyréme mokydami su duomenimis, pateiktais
22 paveiksle. Kad neuronai nesupanaséty, buvome priversti generuoti
svorius labai plac¢iame ju reikSmiy intervale.

Mokant daugiasluoksni perceptrona, jo svoriai kuri laika ,,pasisu-
kingja apie centra“ ir po to, pakliuve i ,,griovi“, jo jau laikosi — auga |
visas puses. 24 paveiksle ne dviejy, o santykinai keliy pozymiy erdveé-
je pavaizduota, kaip auga penki jo svoriai.

24 pav. Daugiasluoksnio perceptrono svoriy augimas mokymo metu
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Paveiksle aiskiai matome, kad po tam tikro ,,pasisukinéjimo apie
centra” dalies svoriy komponentés auga paprasciausiai tik tiesiskai.
Augimo greitis laipsniSkai mazéja. Priezastis ta, kad augant svoriams
auga ir pasvertosios sumos. D¢l to gradientas mazgja, ir svoriy ,,patai-
symai“ tampa vis mazesni.

Kad biity susvelninta lokaliniy minimumy problema, mokymas at-
liekamas ne viena, o keleta karty, kiekviena syki pradedant nuo skir-
tingy pradiniu svoriy. Tai vadinamasis ,multistart (daugiastartis)
rezimas. Kadangi mokant svoriai auga, tai ir gradientas mazéja. Dél
Sios priezasties mokymo zingsnis mokymo metu turéty buti didina-
mas. Bet ¢ia gali ,,i8ljsti kiti pavojai, pvz., galime perSokti i kita mi-
nimuma. Daznai vietoj gradienta minimizuojan¢io mokymo algoritmo
naudojami sudétingesni, antros eilés, metodai (zr. Matlab’o neuroni-
niy tinkly paketa). Tada mokymas pagreitéja, bet atsiranda dar didesné
galimybé paklititi 1 lokalini minimuma. D¢l tos priezasties greites-
niems, antros eilés, metodams multistart rezimas reikalingas labiau.

4.4. Spinduliniy baziniy funkcijy ir mokymo vektoriy
kvantavimo neuroniniai tinklai

4.4.1. Mokymo vektoriy kvantavimo neuroniniai tinklai

Vieno artimiausio kaimyno klasifikavimo taisykléje sprendimas
priimamas pagal klasifikuojamo vektoriaus X atstuma iki artimiausio
mokymo vektoriaus Ximiausias- Vektoriy X priskiriame tai klasei, kuriai
priklauso vektorius Xaimiausias- Kal mokymo vektoriy # labai daug, at-
pazinimo procesas yra létas: reikia suskaiciuoti n atstumy. Vienas i$
biidy — tai mokymo vektorius sugrupuoti kompaktiskomis grupémis,
kuriose vektoriai i$sidéste arti vienas kito. Tarkime, grupiu kiekis vi-
sose klasése bus r (r << n). Juy centrus pazymésime C;, C,, ... , C..
Kiekvienai klasei priklausancius centrus galime rasti taikydami bloki-
niy analizés metodus. Vektoriaus X klasifikacija (prognozavima taip
pat) atliksime pagal artimiausio jam centro klasés numerj. Paprasta.

Gretimus skirtingoms klaséms priklausancius centrus skirsime hi-
perplokstumomis (faktiskai euklidinio atstumo klasifikatoriais). Tad
atlikdami sprendimo priémimo procesa jau minétu btidu turésime ga-
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balais tiesinj klasifikatoriy. 25 paveiksle dvimatéje specialiai sudaryty
pozymiy erdvéje pavaizdavome 200+200 gery ir blogy elektros varik-
liy vibracijas atspindin¢iy vektoriy ir blokiniy analizés btuidu surastus
centrus, pazymétus skrituliukais. I[pareigojame skaitytoja pazZyméti
klases skiriancia, i$ tiesiy sudaryta lauzting linija.

@

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

25 pav. Dvi elektros varikliy klasés ir blokiniy analizés metu rasti centrai
klasése

Pateiktame pavyzdyje ieSkant centry nebuvo kreipiamas démesys i
klasiy atskiriamuma. Mokymo vektoriy kvantavimo neuroniniai tin-
klai tai daro. Naudodami specialiag nuostoliy funkcija jie tiksliau randa
centrus ir leidzia gauti geresnij klasifikatoriy. Minéti centrai suskirsto
daugiamatg pozymiy erdve i atskiras, hiperplokStumomis apréztas
sritis — kvantus. Todél jie ir vadinami §iuo vardu. Matlab’o neuroniniy
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tinkly pakete yra programos, leidZianCios sudaryti mokymo vektoriu
kvantavimo neuroninius tinklus.

4.4.2. Spinduliniy baziniy funkcijy neuroniniai tinklai

25 paveiksle matyti, kad kai kurie centrai i$ blogyju elektros mo-
tory (raudoni taskai) patenka tarp tankiai i§sidés¢iusiy geryju motory
(mélyni taskai). Mokymo vektoriy neuroninis tinklas nekreipia déme-
sio i vektoriy kiekius kiekvienoje grupéje, ju spindulius (tiirius). Spin-
duliniy baziniy funkciju (angl. Radial Basic Functions) neuroninis
tinklas tai daro. Cia kiekvieno testinio vektoriaus indélis i klasifikavi-
mo procesa priklauso ne tik nuo grupés centro padéties, bet ir nuo to,
kiek vektoriy yra grupéje, koks vektoriaus X atstumas iki grupés centro
C.

Spinduliniy baziniy funkcijy (SBF) neuroninio tinklo i$éjimo
sluoksnyje kiekvienai klasei skai¢iuojama pasvertoji suma:

1 Y
i§éjimas,— (X) = — ZV” eXp(- (X - Cif) (X - Cl-j)r/l,-j), (45)
N, j=1 Y

kur N; yra centry skaicius i-tosios klasés j-tojoje grupéje, o parametrai
Cj, A ir v; su indeksas ,,ij* atitinkamai charakterizuoja ij-tosios grupés
»centra®, ,.spinduli ir ,,aprioring tikimybg*.

Norint rasti neZzinomas parametry C;, A;irv; i = 1,2, ... K;j =1,
2, ..., N;) reikSmes, spinduliniy baziniy funkciju neuroninis tinklas
mokomas iteraciniu biidu minimizuojant pasirinkta nuostoliy funkcija.
Pradinés neZinomy parametry reik§més randamos blokiniy analizés
biidu. Blokiniy centrai charakterizuoja pradines C; reikSmes, vektoriy
kiekis grupéje — parametra v;, o mokymo vektoriy grupéje vidutinis
nuokrypis nuo ,,centro“ C; — parametra A;. Matlab’o neuroniniy tinkly
paketas turi tam reikalinga programing jranga.

Viena vertus, spinduliniy baziniy funkciju neuroninis tinklas pana-
Sus i Parzeno lango klasifikatoriy, kadangi skai¢iuoja ,,branduolio
funkcija® exp(-atstumas(X, C;). Kadangi centry maziau nei mokymo
vektoriy, tai atpazinimo fazéje SBF daug greitesnis nei Parzeno lango
klasifikatorius, taciau SBF reikalauja daug daugiau kompiuteriniy
iStekliy parametrams iSmokti. Uz viska reikia mokéti. Masiny moky-
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mo (machine learning) ir dirbtiniy neuroniniy tinkly mokslinése ben-
druomenése yra netgi toks sparnuotas posakis ,,there is no free lunch.
Yra netgi teorema, teigianti, kad neturédamas informacijos manipulia-
cijomis jos neiSgausi. Lygindami SBF ir mokymo vektoriaus kvanta-
vimo neuroninius tinklus matome, kad abu naudoja centrus Cj, taciau
SBF tinklai yra ,,subtilesni“ — papildomai vertina parametrus A; ir v;;
bei vektoriaus X atstumg nuo centro Cy, taip pat kity, gretimy, grupiy
itaka. Todél jie létesni.

4.5. Sprendimo medziai

Sprendimo medZiai yra vieni i§ pagrindiniy instrumenty analizuo-
jant didelius empiriniy duomeny masyvus. Jie gali biti taikomi klasi-
fikavimo ir prognozavimo uzdaviniams spresti. Ju veikimo principas
paprastas, todél juos labai mégsta taikomuyjy sri¢iy mokslininkai: bio-
logai, medikai, ekonomistai ir netgi filologai.

26 paveiksle pavaizdavome labai paprasta binarini — i$ binariniy
Saky sudaryta — sprendimy medj, kur kiekviename mazge sprendimas
Sakojasi dviem kryptimis.

ml

26 pav. Binarinis sprendimy medis

Medis sudarytas, kai pozymiai binariniai — arba ,nulis“, arba
»vienetas®. Apacioje, medzio kamiene, pirmajame i$siSakojime (maz-
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ge), sprendima priima ,,galingiausias®, reikSmingiausias pozymis x;.
Jeigu x; = 1, tai sprendimas perduodamas deSinéje esancioms medzio
Sakoms, $iuo konkreciu atveju — pozymiui x3. Jeigu x; = 1, tai daromas
galutinis sprendimas: X priklauso klasei I1; (tai pirmasis medzio /a-
pas). Jeigu x; = 0 arba 2, tai daromas galutinis sprendimas: X priklauso
klasei IT,.

Jeigu x; = 0, sprendimas perduodamas kairéje esanc¢ioms medZzio
Sakoms. Pradzioje sprendimas atlickamas pagal pozymi x,. Jeigu
x; = 1, tai daromas galutinis sprendimas: X priklauso klasei I1;. Jeigu
x, = 0, sprendimas perduodamas dar kairiau esan¢ioms medzio $a-
koms, biitent pozymiui x;. Lipant medziu dar auksciau, vél daromi
galutiniai sprendimai: X priklauso klasei I1;, jeigu x; = 2, ir X priklauso
klasei I,, jeigu x3 =0 arba 1.

Pavaizduotame sprendimy medyje poZzymiai x;, x,, X3 priima dis-
kretines reik§mes 0, 1, 2. Sprendimy medziai naudojami ir tais atve-
jais, kai pozymiai priima tolydines reikSmes. Pvz., j-tajam poZymiui
priskiriama reikSmé ,,nulis®, jei x; < ;. Tam paciam poZymiui priski-
riama reikSmé ,,vienetas, jei a; < x; < b;. Reik§mé ,,dvejetas* priski-
riama, jei x; > b, Sprendimo medzio architektira, slenksCiy a;, b;,
j=1,2, .. reikSmés turi biiti nustatomos medzio sudarymo metu.
Paminétina, kad tie patys pozymiai gali dalyvauti skirtinguose medzio
mazguose. Slenksciai gali skirtis. Atskiruose mazguose sprendimus
priiminéti gali net atskiros pozymiy grupés. Pavyzdziui, kazkuriame i$
svarbiy mazgy galime panaudoti vienasluoksni perceptrona, paremta
septyniais poZymiais.

Sudarant sprendimy medj labai svarbus klausimas — jo dydis.
Esant fiksuotam mokymo duomeny kiekiui visada galime sukurti toki
sprendimy medi, kuris suskirstys visus mokymo vektorius be klaidy.
Labiausiai tikétina, kad toks medis bus blogas ji testuojant kitais, mo-
kymo procese nenaudotais, duomenimis. Todél ,,aukso vidurio* pro-
blema ¢ia neiSvengiama. Kaip ir kituose duomeny analizés uzdavi-
niuose, kad biity nustatyta optimali medzio architektiira (medzio auks-
tis, Saky kiekis, lapu kiekis ir t.t.), tenka naudoti nepriklausomus,
ankstesniame mokymo procese nenaudotus, validavimo duomenis
(zr. 5.1 poskyri).
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Sprendimy medis gali btiti naudojamas ne tik klasifikavimo (atpa-
zinimo) uzdaviniams spresti, bet ir prognozavimo taisykléms sudaryti.
Daugelio autoriy tyrimai parodé, kad tinkamai sudaryti sprendimy
medziai dazniausiai pralenkia kitus klasifikavimo ar prognozavimo
metodus. Jie labai aiskis tiek savo sudarymo koncepcija, tick gauto
rezultato interpretacija. Matlab’o pakete irgi yra programiné jranga
sprendimo medziams sudaryti.

4.6. Bendrieji pozymiy kiekio, imties tiirio ir
tikslumo klausimai

2.1.2 ir 3.1.5 poskyriuose kalbéjome apie pozymiy, mokymo
duomeny kiekio ir prognozavimo arba klasifikavimo taisykliy tikslu-
mo sary$j. Vienas nuo kito priklauso: augant mokymo imties triui
laukiama klasifikavimo (arba prognozavimo) klaida mazéja, o augant
pozymiy kiekiui — auga ir klaida (Zinoma, jei pozymiy sistemos in-
formatyvumas nesikeicia). Naudojant netiesinius algoritmus — tas pats.
Pavyzdziui, naudojant daugiamaciu normaliuoju tankiu paremta kvad-
rating diskriminacing funkcija Q, vertinamy kiekvienos klasés para-
metry kiekis yra proporcingas ne pozymiy skaiciui p, o ju kvadratui
p*, o laukiamos klasifikavimo klaidos augimas yra susijes su p*. Todél
kvadratinis klasifikatorius yra labai jautrus pozymiu kiekiui. Esant
dideliam pozymiy kiekiui jo naudoti nereikéty. Panasi situacija ir nau-
dojant neparametrinj, Parzeno tankiu paremta, klasifikatoriy. Teoriniai
iSvedziojimai rodo, kad tada laukiama klasifikavimo klaida auga eks-
ponentiskai su pozymiy kiekiu p. Tai bloga Sio klasifikatoriaus savy-
bé. Laimé, teoriniai iSvedziojimai gauti tuo atveju, kai duomenys vi-
somis kryptimis turi vienoda iSsibarstyma. IS tikryju duomeny issi-
barstymas dazniausiai biina didelis tik keliose kryptyse. Kitose kryp-
tyse iSsibarstymas mazas, tad faktiskai tikrasis §io tipo klasifikatoriy
dimensiSkumas yra Zenkliai mazesnis nei pozZymiy kiekis p. Bet vis
tiek, esat ypa¢ dideliam pozymiy kiekiui, Sio tipo klasifikatoriy nau-
dingumas yra problemiskas.

Siuo pozitiriu spinduliniy baziniy funkcijy ir mokymo vektoriy
kvantavimo neuroniniai tinklai turi privalumy. Klasifikavimo metu
kiekvieni du gretimi prieSingy klasiy centrai formuoja euklidinio at-
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stumo klasifikatorius. Jei juos modifikuotume taip, kad tie centrai ne-
buty sudaromi i§ daugelio kiekvienos klasés mokymo vektoriy, tai
mazo mokymo vektoriy problema susvelnéty, nereikéty jos taip bijoti.
PanaSiy problemy kyla ir dél daugiasluoksnio perceptrono. DaZnai
DsP veikia gerai nepaisant labai pesimistiniy teoriniy prognoziy, tei-
gianc¢iy, kad mokymo duomeny kiekis turi biiti panaSus ar net virSyti
perceptrono svoriy kieki. Kaip sakoma, ,,ne toks velnias baisus, kaip
jis pieSiamas®. Aktyvaciju funkciju netiesiSkumai, esant dideliems
svoriams, stabdo perceptrono sudétingumo augima, dél to tik DsP
i8¢jimo sluoksnio neurony kiekis daugiausia ir nusako perceptrono
sudétinguma. Daugelis Siame poskyryje minéty problemy néra pakan-
kamai gerai teorisSkai i§nagrinétos ir laukia savo sprendéju.
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PENKTAS SKYRIUS. POZYMIU SISTEMOS
FORMAVIMAS

5.1. Klasifikavimo ir prognozavimo tikslumo
vertinimo metodai

5.1.1. Tikslumo vertinimo problema

Parenkant tinkamiausig nagrinéjamam uzdaviniui spresti klasifika-
vimo ar prognozavimo metoda, nustatant optimaly perceptrono moky-
mo iteracijy kieki, iSrenkant pozymius biitina {vertinti gauto duomeny
analizés algoritmo darbo tiksluma. Praktiskai duomenys retai biina
normalieji. Todél pasinaudoti teoriniais rezultatais ne visada galima.
Teorija reikalingiausia bendram problemos supratimui. Konkretiems
tikslumo jvertinimams atlikti reikia praktikos. Kalbant konkreciau, tu-
rint jau sudaryta klasifikavimo ar prognozavimo taisykle reikia ja is-
bandyti praktiskai. O tai imanoma tiktai turint realius duomenis.

2.1.2 poskyryje kalbédami apie parametrus, naudojamus progno-
zavimo tikslumui jvertinti, parodéme, kad tikslumo jverciai, gauti ant-
rakart naudojant mokymo vektorius prognozavimo paklaidai jvertinti,
btina smarkiai pasislinke (optimistiniai, rodantys geriau nei i$ tikryju),
jeigu pozymiy kiekis yra artimas mokymui panaudoty vektoriy kie-
kiui. Tas pats prisiderinimo prie mokymo duomeny efektas stebimas ir
klasifikavimo uzdavinyje. Todél Sis tikslumo vertinimo btdas laiko-
mas nepatikimu ir Siuo metu taikomas retai. ISimtis galéty buti uzda-
viniai, kuriuose mokymo duomeny i$ tikryjy yra labai daug.

Kad biity patikimai jvertintos klasifikavimo arba prognozavimo
klaidos, reikia naujy, iki tol né karto nenaudoty, duomenu. Jie vadi-
nami validavimo (tikrinimo) duomenimis. Cia jokiy problemy neisky-
la, jeigu duomeny validavimui turime pakankamai daug. Problemy
atsiranda, kai duomenuy néra daug, ir tyrinétojas turi suskaidyti juos i
dvi dalis: mokymo ir validavimo. Tikslumo vertinimo metodas, kai
juos skaidome i mokymo ir validavimo, angliSkai vadinamas cross
validation. Kai kur jis dar tebevadinamas hodl-out metodu. Turimus
duomenis suskaidzius i dvi dalis, mokymo duomeny kiekis sumazéja.
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Ju pradeda nebeuztekti sudétingam algoritmui sudaryti. Tada kyla
butinybé dali charakteristiky (pozymiy) atmesti. O tam vél reikia
duomeny. Uzburtas ratas! Tod¢l siame skyriuje pakalbésime apie jvai-
rias ,,gudrybes®, pasitilytas iSvengti minéto skaidymo.

5.1.2. Klasifikavimo klaidos vertinimo tikslumas

Tarkime, validavimo imtyje yra n., vektoriy, o tikroji jau sukurto

klasifikatoriaus klasifikavimo klaidos tikimybé yra PnA. Tarkime,

klaid

atlikus n,, vektoriy klasifikavima, i,

i§ juy atpazinti neteisingai.

Tokiu atveju klasifikavimo klaidos jvertis bus toks:

nklaid
ph = (5.1)
n

val

kur stogelis vir§ vertinamo parametro iSraiSkos pabrézia, kad tai ne
tikslus dydis, o i§ eksperimentiniy duomeny gautas jvertis.

Lvertis f’nA yra gautas i§ atsitiktinai surinkty validavimo (tikrini-
mo) duomeny. Todél jis laikytinas atsitiktiniu dydziu. Jei mokymo ir
validavimo duomenys statistiSkai nepriklausomi, tai I3nA yra nepa-

klaid

slinktas P jvertis: P matematiné viltis lygi P. Kadangi n\,

yra taip pat atsitiktinis dydis, pasiskirstgs pagal binominj pasiskirsty-
ma, tai jvercio f’nA dispersija tokia:

PA1-PY)

n

Var (PM)= (5.2)

val

ISraiska (5.2) rodo, kad kuo didesné validavimo imtis, tuo tiksles-
nis P* ivertinimas. Praktiskai P* nezinome, todél norédami jvertinti
vercio PnA tiksluma vietoj P esame priversti naudotis atsitiktiniu

n
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dydziu — paciu jverciu 13nA. Dél tos priezasties klasifikavimo klaidos
tikimybeés jvercio tikslumas gaunamas faktiskai Zemesnis, nei nurody-
ta formule (5.2). Tikslumas sumazéja dar ir todél, kad nemazoje dalyje
praktiniy atvejy validavimo ir mokymo imtys nebiina statistiSkai ne-
priklausomos.

Grizkime prie prognozavimo uzdavinio. Tarkime, tikroji progno-
zavimo lygties z'v paklaida yra Gi. Panagrinékime atveji, kuriame

validavimo duomenys naudojami jau i§ mokymo duomeny sudarytos
prognozavimo lygties kvadratinei paklaidai jvertinti:

 vali 1 Myaia
6, = —— 2 (v, —zjv)* . (5.3)
nva]id J=1 J

Tada jvercio (5.3) dispersija tokia:

- 2c,)”

val

Var ((6') (5.4)

5.1.3. Duomeny masyvo skaidymas { mokymo ir
validavimo imtis

Turimus duomenis suskaidzius i dvi dalis, sumazéja tiek mokymo,
tiek ir validavimo imtys. Kai duomeny nedaug, ju skaidymas tampa
skausminga problema. Turint galingus skai¢iavimo iSteklius duomeny
skaidymo problema galima i§ dalies ,,apeiti* taikant kryZminio skai-
dymo metoda (angl. k-fold crosss validation). Vadovaujantis $iuo me-
todu, n turimy vektoriy atsitiktinai ,,sumaiSomi* ir padalijami i &
daugmaz lygiy daliy. Klasifikavimo ar prognozavimo algoritmo mo-
kymas atlieckamas sujungus (k-1) daliy i laikinaja mokymo imtj. Vali-
davimas (klasifikavimo ar prognozavimo klaidos vertinimas) atlieka-
mas naudojant likusia (nepanaudota mokymui) duomeny dalj. Toks
eksperimentas atliekamas & karty, kaskart keiciant validavimui naudo-
ty duomeny dali. Taigi mokymui naudojami kaskart beveik visi turimi
vektoriai (jei k didelis), o jvertinant tiksluma taip pat dalyvauja visi n
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turimy vektoriy. Ribiniu atveju, kai norima kiek jmanoma padidinti
mokymo imties tiiri, £ = n. Tada Sis metodas vadinamas slenkanciuoju
egzaminu.

Reikéty paminéti, kad klasifikavimo arba prognozavimo tikslumo
vertinimas labai priklauso nuo duomeny sumaiSymo pacioje eksperi-
mento pradzioje. Tai ypac pastebima, kai k = 2. Tad prognozavimo ar
klasifikavimo algoritmo tikslumo vertinimo tikslumui pakelti reko-
menduotina maiSyma atlikti daug (deSimtis ar net Simtus) karty. At-
kreipiame skaitytoju démesi i tai, kad Siame sakinyje zodis tikslumas
pavartotas du kartus: mes vertiname tikslumo rodiklio tikslumgq.

5.1.4. Asimptotiniy klasifikavimo ir prognozavimo
klaidy vertinimas

ISrenkant svarbiausius, tiriamaji reiskini veikiancius, poZymius ar
parenkant klasifikavimo arba prognozavimo algoritmo tipa, kyla klau-
simas, ar galima jvertinti ne tik laukiama, bet ir asimptoting algoritmo
klaida. Atsakymas yra teigiamas: taip, galima. Tam reikia dar kartg
zvilgteléti i 7 paveiksla ir formules (2.6) bei (2.7). Matome, kad esant

gan dideliems mokymo imties tiiriams (kai / & <1,5) laukiamos ir
n-—p

isivaizduojamos prognozavimo klaidos grafikai darosi simetriski lini-
jos o = constant atzvilgiu. Panasus simetriSkumas stebimas ir klasifi-
kavimo uzdavinyje. Pavyzdziui, tiesinio FiSerio klasifikatoriaus isi-
vaizduojamos (empirinés) klasifikavimo klaidos

klaid
pF isivaizd _ N ok
n

n

, (5.5)

mok

gautos 1§ n,x mokymo imties vektoriy, matematiné viltis gali biiti
rasta pagal formulg

Ao 1
E&Flslvalzd =o(— 56 /( Tnu Tnz ), (5.6)

kur koeficientai 7" ir T, nz apibrézti (3.11) ir (3.12) formulémis.
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Kitas biidas, kaip turint tik empiring klasifikavimo klaida P’ ™"**¢
analitiniais skaiCiavimais ivertinti FiSerio klasifikatoriaus generaliza-
vimo paklaida, yra aprasytas 7.2 poskyrio pabaigoje.

Vadovaujantis simetriSkumo prielaida, FiSerio klasifikatoriaus
asimptotinés klasifikavimo klaidos jvertinimu galéty biti toks vidur-
kis:

ﬁ; _ (}A)nF‘i‘ISnFiSivaiZd )’ (57)

N | =

AR . A Fisivai . e e . . .
kur Plir PI® yra laukiamos ir isivaizduojamos klasifikavimo

klaidos jverciai, gauti taikant kryzminio skaidymo metoda (k-fold
crosss validation), kai k= 2.

Vietoj kryZzminio skaidymo metodo su k = 2, IA’nF vertinimui gali-
ma naudoti slenkantjji egzaming (k = 2), o isivaizduojama klaida

A Fisivaizd .. . P . ..
P, vertinti eksperimentu, kai visi duomenys buvo naudojami ir

mokant, ir testuojant. Varianty daug. Asimptotinés klaidos vertinimai,
analogiski ka tik aprasytajam, gali bliti naudojami ir taikant kitus kla-
sifikavimo metodus, prognozavimo lygties sudarymo biidus.

5.2. Dimensiskumo mazinimas. Pozymiy iSrinkimo
metodai

Kaip minéta, atliekant désningumy paieska empiriniuose duome-
nyse labai svarbus duomeny analizés algoritmo sudétingumo ir mo-
kymo duomeny kiekio rySys. Algoritmo sudétingumas i§ esmés pri-
klauso nuo nagrinéjamy pozymiy (rodikliy, charakteristiky) kiekio.
Kuo daugiau poZymiy nagrinésime, tuo sudétingesnis statistine pras-
me bus duomeny analizés algoritmas. Kai kuriuose praktikoje pasi-
taikan¢iuose uzdaviniuose (pavyzdziui, genu iSraiSkos (angl. gene
expression), didelés rezoliucijos spektry) pozymiy yra tikstanciai ar
net desimtys tikstanéiy. Sio tipo uzdaviniuose stebéjimo vektoriy kar-
tais bina netgi visai mazai. Tad kyla kausimas, kaip pozymiy kieki
sumazinti neprarandant vertingos informacijos. Sis uzdavinys yra la-
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bai sunkus. Ypac kai reikia jrodyti, kad duomeny analizés metu gautos
iSvados yra patikimos.

Kalbédami apie dimensiSkumo mazinima atkreipsime démesi i
skirtuma tarp pozymiy iSrinkimo (feature selection) ir poZymiy i$sky-
rimo (feature extraction). Pirmuoju atveju i§ p pozymiy atrenkamas
mazesnis kiekis, sakykim, 7 (» < p arba r << p) ,labiausiai informaty-
viy“ pozymiy. Siuo atveju realizuojant atpaZinimo algoritma i§matuoti
reikia tik » poZymiy. Antruoju atveju sukonstruojama r skirtingy
funkciju Xnajas; = fi(X) G =1, 2, ..., r). Pastaruoju atveju realizuojant
atpazinimo algoritma iSmatuoti reikia visus p poZymiu.

Matuojamos charakteristikos (pozZymiai) paprastai biina statistiSkai
priklausomos, taigi idealiai iSrinkti pozymius imanoma tik perzitiréjus
visas imanomas kombinacijas, sudarytas i§ » pozymiy, o ju daug:

! .. . . . . N
c=-—r Pavyzdziui, norint i§ 30 poZzymiy iSrinkti

P (p-r)'r!
10 geriausiy, reikétuy perzitréti 30 045 015 kombinacijy. Tai nejma-
noma. Todé¢l tai atliekama paprastinimo biidu.

Nuoseklaus prid¢jimo metodo (angl. forward selection) pirmame
etape perzilirima p pozymiy individualiai ir iSrenkamas geriausias.
Paskui perzitirima p-1 poZymiy pory, kur vienas pozymis jau iSrinktas.
ISrenkama ,,geriausia pora“. TreCiame etape perzilrima p-2 pozZymiy
trejetuky. Procesas tgsiamas iki 7 pozymiuy.

Nuoseklaus atmetimo metodo pradzioje perrenkama p pozymiy rin-
kiniy, kuriuose triiksta vieno i§ p poZymiy. ISrenkamas ir fiksuojamas
geriausias p-1 pozymiy rinkinys. Kitame etape iS Sio (geriausio) rinkinio
p-1 karty atimama po viena pozymi ir vél iSrenkamas geriausias rinki-
nys. Procesas tgsiamas tol, kol suformuojamas » pozymiy rinkinys.
Akivaizdu, kad Sis metodas netinka, jei p ypac didelis. Galimi ir ,,kom-
binuoti variantai®, kai paeiliui po viena du poZymius pridedama arba
atimama. Tokiy, kombinatorika paremty, algoritmy yra daug.

Be kombinatorika pagristy pozymiy iSrinkimo algoritmy, galime
taikyti ,,atsitikting paieska“, kur daug karty atsitiktinai generuojama
r pozymiy ir iSrenkamas geriausias variantas. Nepaisant paprastumo,
$is metodas yra efektyvus. Sio metodo efektyvumas iSauga, jei kokiu
nors biidu pasiseka nustatyti keleta ar keliolika ,.tikrai gery pozymiy®,
kurie jtraukiami i visus atsitiktinai generuojamus pozymiy rinkinius.
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5.3. Duomeny projektavimas { zemo dimensiskumo
erdveg taikant statistinius metodus ir naudojant
neuroninius tinklus

5.3.1. Dimensiskumo mazinimo problema

Jei atskiri poZymiai tarpusavyje statistiSkai priklausomi, kai kada
neimanoma atrinkti maza informatyviy pozymiu kieki. Tad be pozy-
miy iSrinkimo, pozymiy i$skyrimas vaidina svarby vaidmenj spren-
dziant duomeny analizés ir désningumy paieskos uzdavinius. ISski-
riant pozymius specialiai sudaromas mazas kiekis nauju pozZymiy,
kuriy erdvéje klasifikavimo, prognozavimo ar klasterizavimo uzdavi-
niai tampa daug paprastesni. Ypac placiai pozymiy iSskyrimas taiko-
mas ,.tirlamojoje duomeny analizéje™ (angl. exploratory data analy-
sis), kai norima i duomenis ,,pazvelgti i§ Salies®, projektuojant juos i
dvimatg arba trimat¢ erdves, kad biity galima ivairiais rakursais juos
pamatyti kompiuterio ekrane. Formaliis kriterijai, realizuoti naudojant
duomeny analizés programing jranga, ne visada iSsprendzia duomeny
analizatoriaus keliamus reikalavimus, todél pastarasis ir noréty, zvelg-
damas i kompiuterio ekrana, pamatyti, ar klasés skiriasi, o jei skiriasi,
tai ar tiesiSkai, ar ne; nustatyti, ar rySys tarp poZymiy tiesinis ar ne;
kaip smarkiai klasés kertasi. Pavieniais atvejais vizuali, preliminari
duomeny analizé padeda suskirstyti duomenis i klases, konstatuoti neti-
piniy stebéjimy buvima ir dar daugeli i§ anksto nenumatyty dalyky.

Pozymiy i$skyrimo ir ju duomeny projektavimo i dvimatg ar trima-
tg erdves metody yra labai daug. Panagrinésime keleta i$ ju.

5.3.2. Pagrindiniy komponen¢iy metodas

Tai pats seniausias ir populiariausias metodas. Pagal §i metoda
duomeny vektoriai yra ,,pasukami (padauginami i§ ortogonalios mat-
ricos G)

Xnauji = X G (58)
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tam, kad viename naujame pozymyje duomeny dispersija (iSsibarsty-
mas) 012 bty didziausia. Priminsime, kad ortogonali dydzio pxp mat-
rica G turi tokia savybe:

1 0 .. O
ce’=c'g=|" ' - | (5.9)
0 0 1

Pagal §i metoda antrasis poZymis (nauja kryptis) turi biiti statme-
nas (ortogonalus) pirmajam ir turéti maksimalia dispersija c% i§ to
duomeny variabiliSkumo, kuris dar liko atmetus pirmaja krypti. Taip
einama tolyn dispersijos mazé¢jimo kryptimi. Ortogonaliai duomeny
pasukimo matricai (naujoms duomenuy kryptims, naujiems pozy-
miams) rasti taikomas pagrindiniy komponenciy metodas. Randama
duomeny kovariaciné matrica S, kuri i§skaidoma i ortogonaliaja pasu-
kimo matrica G ir diagonaling duomeny dispersijy matrica:

o, 0 0
2
A=l %2 - Y s_gag” (5.10)
0 0 o)

Siam metodui pailiustruoti 27 paveiksle pateikiame penkiy risiy
kvie¢iy duomenis, pagrindiniy komponenc¢iy metodu suprojektuotus i§
12-matés erdvés i dvimate. Kiekviena kvieciy rusis pavaizduota skir-
tingais zenklais ir spalvomis. Paveikslélis rodo, kurios klasés skiriasi
labiau, kurios maziau. Klasés Siek tiek skyrési ir originaliy pozymiy
erdvé¢je, taciau duomenis pasukus ju atsiskyrimas tapo geriau pastebi-
mas.
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27 pav. Penkiy klasiy kvie¢iy duomenys, suprojektuoti i dvimat¢ erdve

5.3.3. Pozymiy iSskyrimas naudojant daugiasluoksnius
perceptronus

Gan populiarus biidas sumazinti pozZymiy erdve yra vadinamasis
asociatyvinis dirbtinis neuroninis tinklas (ADNT), sudarytas naudo-
jant daugiasluoksnj perceptrona. PaprasCiausiame variante ADNT —
tai prognozavimui naudojamas DsP (jo i¢jimuose esanciuose VsP ak-
tyvacijos funkcijos yra tiesinés) su vienu pasléptuoju sluoksniu, turin-
tis p i&jimuy, p i8¢jimy ir  pasléptyju neurony. Primename, kad r — tai
naujyjy, iSskirtyju, pozymiy skaicius. Kad suprojektuotume duomenis
i mazesnio dimensiSkumo erdve, perceptrona mokome su turimais
p-maciais duomenimis kaip trok$tamy i$éjimy vektorius naudodami
tuos pacius j€jimo vektorius. Tad Siuo atveju: y; =X, j=1,2, ..., n.

Pasléptojo sluoksnio neuronai suskaiCiuoja pasvertasias sumas,
aprasomas lygtimis (4.4). Ju i8¢jimai, kaip minéta 4.3 poskyryje pa-
tenka i aktyvacijos funkciju i€jimus (zr. formule (3.15)), kur jie netie-
siskai transformuojami ir tampa DsP i$¢jimo sluoksnio i¢jimais. Ap-
mokius perceptrona pasléptajame sluoksnyje gauti iS€¢jimai

P
Sy= XX, Wy, j=1,2,..r
v=1
ir yra naujieji, ka tik i$skirtieji, poZymiai.
Tai tiesinis pozymiy i$skyrimas, taciau kriterijus, pagal kurj skai-
¢iuojama pozymiy iSskyrimo kokybés funkcija, yra netiesinis (paslép-
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tajame sluoksnyje skaic¢iuojant mokymo kokybés kriterijaus reikSmes
naudojamos netiesinés aktyvavimo funkcijos). Siuo metodu p origina-
liyjy pozymiy yra ,,suspaudziami* iki 7 jy, o paskui i§¢jimo sluoksnis
bando juos atstatyti iki p pozZymiy. Jau buvome apraS¢ perceptrona,
turintj vieng pasléptaji sluoksni. Be Sio varianto, kai kada dar naudo-
jamas ir sudétingesnis, kur turime tris pasléptuosius sluoksnius. Kiek-
vieno i$ juy neuronai turi netiesing aktyvavimo funkcija. Tuomet ir
pozymiy iSskyrimas tampa netiesinis. Reikia paminéti, kad Siuo atveju
perceptrono mokymas tampa daug sunkesnis, reikalaujantis gerokai
daugiau mokymo iteraciju. Yra daug didesnis pavojus pakliditi i mi-
nimizuojamos nuostoliy funkcijos ,,bloga“ lokalini minimuma. Todél
mokymo procesas kartojamas daugelj karty, kiekviena karta pradedant
nuo skirtingy pradiniy svoriy vektoriy. Tokio tipo pozymiams iSskirti
reikia naudoti gana daug mokymo vektoriy. Jei ju bus per mazai, ga-
lime pernelyg smarkiai prisiderinti prie mokymo duomeny, dél to toks
pozymiy iSskyrimas gali tapti visiSkai nepatikimas. Apie §i prisideri-
nimo prie mokymo duomeny efekta dar kalbésime $io poskyrio pabai-
goje.

ApraSytuose pozymiy iskyrimo metoduose klasiy indeksai nebuvo
naudojami. Siuos metodus buvo galima taikyti tiek klasifikavimo, tiek
prognozavimo uzdaviniams. Dabar paminésime metoda, panasy i aso-
ciatyvini DNT, kur klasiy indeksai vaidina esmini vaidmenij — jie val-
do pozymiy i$skyrimo procesa. PoZymiams, reikalingiems sprendziant
K klasiy atpazinimo uzdavini, iSskirti naudokime daugiasluoksni per-
ceptrona su » paslépty netiesiniy VsP. Skirtingai nuo asociatyvinio
DNT, perceptrono i$¢jimuose esantys neuronai turés netiesing aktyva-
cijos funkcija. Skirtingai nuo asociatyvinio DNT, mokymo signalas
bus nebe vektorius y; = X;, o vektorius, sudarytas i§ vienetuky ir nuliu-
ky, kaip priimta tradiciniame klasifikavimui naudojamame DsP. Vie-
netukai bus tik tose i§ K pozicijy, kurios atitinka i perceptrona paten-
kan¢io mokymo vektoriaus X klasés numerj. Kaip ir asociatyviniame
DNT, $iuo atveju pozymiy iSskyrimas bus tiesinis (kaip nauji pozZy-
miai naudojamos sumos S = fxvlv + Wy,

j=1,2,...r), o minimizuojamas kriterijus — netiesinis.
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28 paveikslo kair¢je pavaizdavome daugiasluoksnio perceptrono su
trimis pasléptais neuronais skiriamaji pavir$iy trimatéje nauju pozy-
miy erdvéje. Matome, kad pavirsius yra sudétingos formos, netiesinis.

100

50

=50t

-100p . ) . Ve
-150 -100 -50 0 50 100

28 pav. Klases skiriancios ribos trimatéje ir dvimatéje erdvése su DsP
gauty pozymiy
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Statiniu rezimu trimatéje erdvéje sunku pavaizduoti duomenis,
kad buty lengva juos analizuoti, tyrinéti jvairiausiais rakursais. Todél
Sio paveikslo desinéje, naudodami VsP su dviem pasléptais neuronais,
suprojektavome duomenis | dvimate erdve. Matome, kad dvi klasés
(salygos, kai naftos kaina augs, — pirmoji klasé, ir salygos, kai naftos
kainos mazés, — antroji klase¢) skiriasi gerai. Paprastesné skiriamoji
riba (briik$neliais) gauta mokant perceptrong trumpiau, sudétingesné
riba (taskais) gaunama mokant perceptrona ilgiau. Matome, kad ir
pozymiy iSskyrimo uzdavinyje permokymo efekto neiSvengiame. Tad
atsargiems reikia bati ir Cia.

Pozymius iSskiriant | nauja pozymiuy erdve projektuojantis algo-
ritmas yra paremtas informacija, esan¢ia mokymo duomenyse. Todél
vertinant pozymiy iSskyrimo procediiros efektyvuma, reikia stebéti
klasiy vektoriy i$sidéstyma ne tik mokymo, bet ir validavimo duome-
nyse. Taip iSvengsime pernelyg optimistiniy i§vady, nes DsP vis délto
yra gan sudétingas, daugeliu parametry (svoriy) apraSomas modelis.

Toliau pateikiame deSimties klasiy mokyma ir testiniy vektoriy is-
sidéstyma dvieju nauju, gauty pagal ka tik apraSytaja metodika, po-
7ymiy erdvéje. Siame uzdavinyje buvo nagrinéjami 10 klasiy
1500 spektriniy pozymiy duomenys, charakterizuojantys desSimcia
skirtingy ligy uzkrésty mieliy bandinius. Nepaisant labai paprastos
daugiasluoksnio perceptrono architektiiros (tik du paslépti neuronai),
pradiniy pozymiy kiekis (1500) palyginti su 500 vektoriy, naudojamy
perceptrono mokymui, vis délto buvo per didelis. Tuo ir paaiskinamas
faktas, kad testiniuose (validavimo) duomenyse klasiy struktiiros ne-
bematome.

Sis pavyzdys pateiktas specialiai, kad parodyty, jog i§vadomis, pa-
remtomis naudojant tik mokymo duomenis, ne visada galime tikeéti.

Sis pavyzdys pateikiamas ir dél to, kad duomeny analitikas visada
turéety galvoje, jog egzistuoja realus pavojus rasti ne tik duomenyse
esanius désningumus, bet ir juose nesandius désningumus. Stai
29 paveikslo virSutinis pieSinys akivaizdziai rodo ryskia duomeny
strukttira. Patikrinus su validavimo duomenimis, jos jau nebematome.
Su Siais duomenimis dar karta susidursime 8 skyriuje, skirtame teori-
nei medziagai isisavinti praktiskai.
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29 pav. 500 mokymo ir 501 testiniy vektoriy projekcijos i
dvimatg daugiasluoksniu perceptronu gauty pozymiy erdve
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SESTAS SKYRIUS. DESNINGUMU PAIESKA
BESIKEICIANCIOJE APLINKOJE

6.1. Genetiniai mokymo algoritmai

Tradiciniais pirmosios ar antrosios eilés optimizavimo metodais
paremty daugiasluoksniy perceptrony, spinduliniy baziniy funkcijy,
mokymo vektoriy kvantavimo neuroniniy tinkly mokymas labai jaut-
rus lokaliniams minimumams. Genetiniai optimizavimo algoritmai —
tai patobulinti atsitiktinés paieskos algoritmai. Savo veikimo principa
jie ,,pasiskolino® i§ gamtos. Palyginti su pirmosios ar antrosios eilés
optimizavimo metodais, genetiniai algoritmai daug létesni, taciau jie
sékmingiau sprendzia lokaliniy minimumy problemas. Augant kom-
piuteriy skai¢iavimo grei¢iams, jie tampa vis populiaresni. Jie taip pat
naudojami ir duomeny analizés uzdaviniuose. Siame poskyryje i$na-
grinésime ju veikimo principa.

Mokant dirbtini neuroninj tinkla reikia nustatyti jo svoriy wy, w;,
..., wp reikSmes. Akivaizdu, kad Siu svoriy reikSmes galime uZzrasyti
naudodami ne tik deSimtaing, bet ir dvejetaing sistemas. Pastaruoju
atveju svoriai wy, wy, ..., wp gali biiti uzkoduoti ilga vienetuky ir nu-
liuky seka. Pavyzdys:

110100010110100001011100110100011110060
10111010

Sia ilga seka suskirstykime i dalis:

1101000 101101 00001 011100 11010060
11110 0010 111010

Remdamiesi genetikos terminais, visa seka pavadinkime genetiniu
kodu, o atskiras to kodo dalis — genomomis. Viena ar dvi genomos
galéty aprasyti vieng dirbtinio neuroninio tinklo svorj. Kaip ir papras-
Ciausiu atsitiktinés paieskos optimizavimo metodu i$ pradziy sugene-
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ruokim aibg, sakykim, 7y, genetiniy kody. Turédami mokymo duo-
menis, apskai¢iuokime nuostoliy funkcija, kuri galéty buti viena i$
nagrinétyjy Sioje knygoje. Genetiniy algoritmy teorijoje §i minimizuo-
jamoji (arba maksimizuojamoji) funkcija vadinama tvirtumo (fitness)
vardu. Surikiuokime tvirtumo funkcijos reikSmes pagal dydj ir isrin-
kime n, geriausiy. Tai grupé genetiniy kody, kuriems bus leista gene-
ruoti naujus genetinius kodus — ,,vaikus®“. I$ dvieju geriausiy grupiy
parinkty kodu genomuy, atsitiktinai parink¢ ju numerius, sudarome
nauja genetini koda. Toliau pateiktas pavyzdys — du skirtingi geneti-
niai kodai.

1101000 101101 00100 011101 1101000

11000 1010 100010

1101011 100000 00101 011111 1101000
11110 1010 100101

Stai du i3 ankstesniujy atsitiktinai surinkty koduy:
1101000 100000 00100 011111 1101000
11000 1010 100101

1101011 100000 00101 011101 1101000
11110 1010 100010

Si operacija vadinama ,kryzminimu* (angl. cross-over). Gamtos
pavyzdziu dar jvedama mutacija, kuri palengvina isbristi i$ blogu lo-
kaliniy ekstremumuy (minimumy — miisy nagrinéjamu atveju). Toliau
pateiktas pavyzdys, kuriame mutacijos pazymétos juodu Sriftu.
1101001 100000 00100 011011 1101000

11010 1010 100101
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1101011 100100 00101 011101 1101010
11110 1010 100010

Taip sudaroma nauja genetiniy kody grupé. Ja nagrinéjant kitame
(antrame) mokymosi proceso cikle vél jvertinamos tvirtumo funkcijos
reik§meés, atrenkami geriausi genetiniai kodai, vykdomos kryzminimo
operacijos, vél atsitiktinai generuojamos mutacijos. Taip mokymosi
procesas tgsiasi. Jo metu tvirtumo funkcijos reikSmé auga, svoriai vis
tikslinami. Jei mokymosi algoritmo parametrai yra ngen, Hger, Mmutacijy
daznis ir kiti nustatomi neteisingai, procesas gali sustoti ir anks¢iau.

Mes apraiéme papras¢iausia varianta. Si algoritma tobulindami
galétume | parametrus, kuriuos reikéty iSmokti, jtraukti ir zgen, 7ger
bei mutaciju daznj ir suskirstyti genetinius kodus i grupes, kuriose
kryzminimo operacija vyksta tik tarp toje grupéje esanciy genetiniy
kody. Retais atvejais kryzminimo operacija biity leidziama ir tarp
genetiniy kody, esanéiy skirtingose grupése. Tai irgi gamtos evoliuci-
jos pasiilyta idéja. Kai kuriose genetiniy algoritmuy modifikacijose
vietoj vieno tvirtumo kriterijaus naudojama keletas. Kad biity patekta i
geriausiyjy grupe, genetinis kodas turi patenkinti ne viena, o keleta ar
net visus kriterijus. Pavyzdziui, sprendziant atpazinimo uzdavini krite-
rijai galéty buti:
pirmosios rusies klaidos tikimybé (zr. 3.1.1 poskyri),
antrosios rusies klaidos tikimybé,
mokymosi laikas,
atpazinimo laikas,
kompiuterio atmintis, reikalinga tarpiniams rezultatams, duo-
menims saugoti.

Per pastaraji deSimtmeti atsirado kombinuotieji mokymo meto-
dai (angl. memetic algorithms), kur mokymo procese kartu dalyvauja
ir genetiniai, ir gradientiniai, arba antrosios eilés, optimizavimo algo-
ritmai. Po kiekvieno genetinio mokymo ciklo ivyksta adaptacinis mo-
kymosi ciklas. Tvirtumo funkcija(-os) skai¢iuojama tik po ivykusio
adaptacinio mokymosi. Paveldimos tik genetinio mokymosi metu igy-
tos svoriy reik§més. Tai gamtos evoliucijos inspiruota idéja.
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6.2. Daugiaagentés sistemos. Kintan¢iy désningumuy
radimas

Veikiamas netiesiniy, chaotisky, gamtos ir Zzmogaus tikinés veik-
los sukelty procesu, pasaulis nuolat, kasdien, kas metai keiciasi. Tai
tapo pastebima naudojant naujas technologijas, juolab kad jos minéta
kitima gerokai ir lemia. Tapo biitina tuos kitimus analizuoti, progno-
zuoti jy tendencijas. Kintant aplinkai, kinta ir matuojamos charakteris-
tikos, jas apraSantys pozymiai. Dél Sios priezasties duomenys tampa
nebehomogeniski, ir ju kiekio didinimas, paremtas ilgesniu stebé&jimo
laiku, lemia tai, kad stebimi désningumai gali biiti prarasti. Pats kitimo
procesas vyksta netolygiai, nevienodu grei¢iu. Pazymétina, kad skir-
tingos charakteristikos gali kisti jvairiu grei¢iu. Tad tampa neimanoma
nustatyti optimalaus daugiamaciy stebéjimy surinkimo laiko intervalo.

Tokiomis aplinkybémis, vienu metu galime kurti keleta duomeny
analizés modeliy, besiskirian¢iy ne tik stebéjimo laikotarpiu, bet ir
pozymiais, pagal kuriuos atliekama tiriamy reiskiniy prognozé arba
klasifikavimas. Kalbant dirbtinio intelekto terminais, kiekvienq adap-
tyvig, mokoma pagal riboto kiekio mokymo duomeny kiekj klasifika-
vimo ar prognozavimo ,.sistemq‘ galima biity laikyti adaptyviu inte-
lektualiu agentu. Siuo principu veikianéia duomeny analizés sistema
galima bty vadinti daugiaagente sistema. Juk pagal neformaly api-
brézima, daugiaagentémis vadinamos i§ daugelio intelektualiy agenty
sudarytos sistemos, kurios veikia kartu, siekdamos bendro tikslo.

Siame poskyryje aprasysime viena i§ galimy pacios gamtos evo-
liucijos proceso inspiruota daugiaagente duomeny analizés ir désnin-
gumy radimo duomenyse sistema. Kadangi aplinka keiciasi, tai nebe-
galime naudoti optimalumo kriterijy, kuriuos naudojome auksciau
aprasytose statinése klasifikavimo ir prognozavimo sistemose. Gamto-
je veikia tik i3likimo kriterijus. Mes ji ir naudosime. Siame poskyryje
apsiribosime klasifikavimo uzdavinio analize.

Tarkime minéto tipo daugiaagente sistema (DAS) sudaro maksi-
maliai L vieno tipo adaptyviy intelektualiy agenty. Jie turi mokytis
spresti klasifikavimo i dvi kategorijas (klases) uzdavinius. IS daugelio
zinomy klasifikavimo uzdaviniui spresti skirty metody pasirinkome
vienasluoksni perceptrona. Pasirinkimo argumentai tokie:
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a) VsP yra adaptyvus algoritmas,

b) jis turi daugelj universalumo savybiy,

¢) klasifikuodamas netiesiskai transformuotoje pozymiy erdvéje,
jis gali spresti ir labai sudétingus atpazinimo uzdavinius.

Skaicius L apribotas ,,i§ virSaus“. Tai simbolizuoja, kad pasamo-
néje, kurdami §ia daugiaagente¢ atpaZinimo sistema, mes galvojame,
jog gamtos iStekliai yra riboti. Manoma, kad kas tam tikrg laiko tarpa
(tam tikra momenty skaiciy) aplinka keiciasi. Modelyje klasifikavimo
uzdavinys pakeiciamas nauju (zr. 30 paveiksla).

l-as uzdavinys */o N .
+ , ‘+‘+ ¢

’ Abu L
. FEPSPNE i o]

uzdaviniai w5

wF "
-~ +

30 pav. Atpazinimo uzdaviniy seka. Uzdaviniui pasikeitus, kurj laika
perceptronas mokomas naudojant tiek naujus, tiek ir senus mokymo
duomenis (,,Abu uzdaviniai“, desinéje)

J 2-asuzdavinys
i

Kad islikty, agentas privalo per trumpa laika, sakykim, per iter .y
iteracijy, iSmokti spresti klasifikavimo uzdavinj, darydamas maziau
nei Pieisinas Klasifikavimo klaidy. Kiekvienas agentas sprendzia prak-
tiskai beveik ta pati ismokimo ir islikimo uzdavinj. Skirtingi agentai
sprendzia tik Siek tiek skirtingus uzdavinius. Be to, kiekvienas i§ agen-
ty mokymui naudoja savo individualius mokymosi algoritmo paramet-
rus. Kad populiacija (daugiaagenté sistema) nezity, ilga laika vyks-
tanCio aplinkos keitimosi (atpazinimo uzdaviniy kaitaliojimo) metu
zuvus agentui, jis pakei¢iamas nauju. Naujas agentas pradedamas mo-
kyti nuo ,,nuliniy“ svoriy, taciau i$ atsitiktinai parinkto ,,labai sékmin-
go® agento jis paveldi pastarojo ,,mokymosi stiliy” (mokymosi algo-
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ritmo parametrus). Be to, naujo agento (vaiko) leistinas mokymosi
laikas pailginamas iki ByaiiXitermax iteraciju (Byaix > 1).
Mokymosi stilius ir yra tai, kuo adaptyviis intelektuallis agentai
tarpusavyje skiriasi:
a) mokymo duomeny sekos ilgiu (s-tasis agentas mokomas #; il-
gio, laiko atzvilgiu i$ paties paskutinio laikotarpio, daugiama-
Ciais stebéjimo vektoriais),
b) pozymiais, naudojamais klasifikuojant (tiek ju dimensisSkumu,
tiek ju sudétimi),
¢) reguliarizavimo parametru (kad agentas grei¢iau mokytysi ir jo
svoriai neaugty pernelyg greitai; tokiu atveju agentas galéty
sparCiau prisitaikyti prie pasikeitusiy aplinkos salygy. Dalies
o, atsitiktinai parinkty mokymo vektoriy trokstamy i$€jimy
reikSmés turéty biiti sukeistos),
d) skirtumu tarp troksStamy i$éjimy A¢ = ¢, - ¢, kuris taip pat lemia
perceptrono svoriy augima ir jo persimokymo greitj.

Daliai agenty nespéjus laiku iSmokti savo uzdavinio, jie ziiva. Il-
gos aplinkos pasikeitimy serijos metu vieni agentai vis pakeiiami
naujais. Kolektyviai besimokydama daugiaagenté sistema sprendzia
savo iSlikimo klausima. Tam ji turi iSmokti klasifikuoti atpazinimo
uzdavinius su mazesne nei Pleisinas Klasifikavimo klaidy tikimybe. Tad
iSliekan¢iy agenty mokymosi stiliaus charakteristikos laikui bégant
prisitaiko prie pokycCiy dinamikos. Tokios sistemos veikimo rezultata
pateikiame 31 paveiksle:

a) laikotarpiy tarp atpazinimo uzdaviniy keitimosi grafikas;

b) neteisingy mokymo direktyvuy dalies, parametro o, vidutinis
kitimas (standartiniy nuokrypiy, pazyméta mélynai) 330-ties
atpazinimo uzdaviniy keitimosi laikotarpiu;

¢) vidutinis kiekvieno agento mokymosi laiko kitimas;

d) bendras ,,gyvy“ agenty daugiaagentéje sistemoje (juoda) ir
naujy, dar ,,vaikais® esanciy, agenty (zalia) kiekio kitimas.
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31 pav. Daugiaagentés atpazinimo sistemos dinamika 330-ties aplinkos
pasikeitimy metu

Kad galétume aiskiau atskleisti paveldimy mokymosi stiliaus cha-
rakteristiky priklausomybeg nuo aplinkos pokyciy stiprumo, apraSo-
mame eksperimente laikas fyikeir tarp dvieju vienas po kito einanciy
atpazinimo uzdaviniy pasikeitimy keitési pagal i§ anksto nustatyta
désninguma, kaip pavaizduota virSutiniame 31 paveikslo grafike.
Matome, kad paveldimos mokymosi stiliaus charakteristikos kinta
priklausomai nuo laiko fgikei. Taip pat matome, kad esant didesniems
aplinkos pasikeitimams daugiau agenty ziiva, populiacija tampa ma-
zesné, daugiau turime agenty-vaiky.

Daugiaagenciy sistemy modeliavimas parodé, kad agenty populia-
ciju atsparumas didesniems aplinkos pokyc¢iams nemazai priklauso
nuo agenty kiekio ju populiacijoje. Kuo didesné populiacija, tuo dau-
giau galimybiy ji turi iSgyventi pacius stipriausius aplinkos (atpaZzini-
mo uzdavinio) pokycCius. Todél pagal gamtos evoliucijos inspiruotas
idéjas ,,savaime susiformuoja‘“ optimizavimo kriterijus. Tai populiaci-
jos dydis didziausiu aplinkos pokyciu laikotarpiu.
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Apraséme vieng 1§ paprasCiausiy grupinio mokymosi stiliumi pa-
remtos daugiaagentés sistemos modeliy. DAS tampa atsparesné dides-
niems aplinkos pokyciams, jei jos agentai pasiskirsto | nevienodo dy-
dzio grupes, kuriose jie vienas kitam padeda islikti. Bendravimas tarp
grupiy labai ribotas: tik esant kritinei situacijai, pati stipriausia grupé
padeda jau beziistanciai, ypa¢ negausiai, grupei tuo, kad vienas ar keli
i§ jos labai sékmingy agenty perduoda savo mokymosi stiliaus para-
metrus nesékmingoje grupéje daromiems agentams-vaikams. Todél
agenty grupés populiacijoje nebeztiva.

Aprasytoji mokymosi ir duomeny analizés metodologija taikytina
nestacionariy dinaminiy seku analizéje, kur statiniai duomeny analizés
metodai tampa nebeveiksmingi.
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SEPTINTAS SKYRIUS. DUOMENU ANALIZES
TIKSLUMAS IR NAUDINGUMAS

Vykdant duomeny analiz¢ daugiamaciuose duomeny masyvuo-
se, be daugelio metody gero teorinio iSmanymo, reikia mokéti at-
pazinti galimus ,,paklydimus®, kurie gali niekais paversti visas idé-
tas pastangas. Apie dauguma Sio tipo problemy jau kalbéjome. Tai
buvo:

1) klasifikavimo arba prognozavimo klaidos augimas, jeigu mo-

kymui buvo naudojamas nepakankamas duomeny kiekis
(2.1.2, 3.1.5 posk.),

2) Kklasifikavimo arba prognozavimo algoritmy prisiderinimas
prie mokymo duomeny ir neteisingas klasifikavimo ar prog-
nozavimo klaidos ivertinimas, jeigu tam buvo naudojami
mokymo duomenys (2.1.2, 5.1.2 posk.),

3) poreikis naudoti nepriklausomus, mokymo procese nedalyva-
vusius, validavimo duomenis, siekiant teisingai jvertinti klasi-
fikavimo, prognozavimo arba pozymiy iSskyrimo algoritmy
darbo tiksluma (5.1.3 posk.),

4) poreikis naudoti paprastesnius klasifikavimo, prognozavimo
ar pozymiy i$skyrimo algoritmus, kai turime nedaug duomeny
(2.1.3, 2.2.3,3.1.5, 3.1.6, 5.3.3 posk.),

5) perceptrono persimokymo reiskinys ir dél to kylanti mokymo
proceso stabdymo problema (3.2 posk.).

Siame, baigiamajame, teorijos skyriuje pakalbésime apie generali-
zavimo klaidos mazéjima ir augima didéjant pozymiy kiekiui, kai mo-
kymui naudojamy duomeny kiekis yra ribotas. Taip pat aptarsime
rezultaty patikimumo problemas, kylancias vieng ir ta pacia validavi-
mo imtj naudojant daugelj karty ir dél to prie jos (validavimo imties)
prisiderinant, o Siems duomenims faktiSkai tampant mokymo duome-
nimis.
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7.1. Optimalus pozymiy kiekis

Kalbédami apie standartinés minimaliy kvadraty regresijos pa-
naudojima prognozavimo uzdaviniams spresti, formule (2.7) pateiké-
me prognozavimo tikslumo lygti, kuria Cia dar karta pakartosime:

n
Ggeneralizavimo ~ Op ) (7 1)
n—p

kur

co — asimptotinis (idealus) tikslumas (vidutiné kvadratiné paklaida)
tuo atveju, kai mokymo vektoriy kiekis # yra ,,begalinis“, o pozymiy
kiekis p yra fiksuotas;

G generalizavimo — geNeralizavimo tikslumas (vidutiné kvadratiné paklai-
da), jei i$ n mokymo vektoriy sudaryta prognozavimo lygti naudosime
naujiems, mokymo procese dar nenaudotiems, duomenis prognozuoti.

Anksciau pateikta formulé rodo, kad tais atvejais, kai pozymiy
daug, o mokymo duomeny kiekis néra didelis, generalizavimo klaida
gali tiek smarkiai iSaugti, kad ir prognozavimo lygti sudaryti tapty
nebetikslinga. Kad i§vengtume §ios problemos, pozymiy kieki galime
mazinti, naudoti reguliarizuota regresija arba perceptrona, mokyta
specialiu biidu, bet trumpiau. 5.2 poskyryje kalbéjome apie pozymiu
iSrinkimo metodus, reikalingus pozymiy kiekiui sumazinti, kai mo-
kymo duomeny néra pakankamai daug.

Dél to, kas buvo ka tik paminéta, kyla poreikis panagrinéti, kas da-
rosi, kai pozymiy kiekis kinta, o mokymo duomenuy kiekis lieka tas
pats. Spresdami prognozavimo uzdavini, $iai analizei galime taikyti
(7.1) formule, kurioje, priklausomai nuo pozymiy kiekio p, parametras
oo kinta. Beveik akivaizdu, kad kuo daugiau pozymiy imsime, tuo
labiau didés idealus tikslumas, t. y. parametras G, mazés. Jeigu pozy-
mius parinkti sektysi neblogai, tai pirmiausia parinktume pacius ge-
riausius, o tik véliau pridétume vis blogesnius pozymius. Tai biity
idealus variantas. Panagrinékime ji.

Darykime prielaida, kad rySys tarp idealaus prognozavimo tikslu-
mo oy (p) ir pozymiy kiekio p gali buti apraSomas tokia lygtimi:
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G0 (p) = 6o+ B/ (1+ 00 x (p-1)) (7.2)

kur koeficientas Gz nusako ribinj idealy tiksluma, kuri biity galima
teoriSkai gauti, kai pozymiy ir mokymo duomeny kiekiai artéja prie
begalybés. Parametry B ir cz suma nusako pirmojo pozymio indélj {
prognozavimo paklaidos sumazgjima, t.y. vieno (pirmojo, geriausio)
pozymio kokybe (prognozavimo tiksluma, gaunama, jei regresijos
lygciai sudaryti naudosime tik §i viena pozymi). Koeficientas o nusa-
ko, kaip Zenkliai ideali prognozavimo paklaida mazéja pridedant po
viena nauja pozymi.

Pavyzdys. Tarkime G:; =4,=2,0=0,5.
Tada 6o (p) =4 +2 /(1+ 0,5 x (p-1)).

32 paveiksle pateikiame idealaus tikslumo o, priklausomybés nuo
pozymiuy kiekio grafika (juoda su taskais kreivé), kuris rodo, kad iS pat
pradziy ideali prognozavimo paklaida mazéja sparciai, taciau véliau
§is mazéjimas sulétéja ir tampa vos pastebimas.

Visiskai kitoks vaizdas gaunamas, kai mokymo duomeny kiekis
yra ribotas. Skai¢iavimai pagal formule (7.1) rodo, kad situacijoje, kai
mokymo vektoriy 7 yra 500, prognozavimo paklaida pradzioje mazé-
ja, véliau nusistovi ir mazdaug pozymiy kiekiui virSijus 30 pradeda
augti (mélyna kreivé). Kai n = 200, Sis augimas prasideda nuo 20-ojo
pozymio (zalia kreivé), o kai n = 120, dar anks¢iau — net nuo 15-0jo
pozymio (raudona kreive). Vadinasi, turint 500 mokymui skirty vekto-
riy, reikéty imti 20—40 pozymiu. Taciau jei mokymo vektoriy yra ma-
ziau, pavyzdziui, 200, reikéty apsiriboti tik geriausiais 10-20 pozy-
miy. Cia mes samoningai nenurodome tikslaus optimalaus pozymio
kiekio, norédami pabrézti tokius pozymio kiekio nustatymo aspektus:

1. Kreiviy paklaida = funkcija® (pozymiy kiekis) ,,dugnas“ labai
1ékstas, tad ir tikslus pozymiy kiekis néra labai svarbus. Svarbiausia,
kad tyrinétojas atkreipia démesi i minima reiskini ir nenaudoja per
mazai ar per daug pozymiu.
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2. Optimalus pozymiu kiekis labai priklauso nuo kreiviy ,,ideali
paklaida = funkcija® (poZymiy kiekis) pobadzio (tuoj tai parodysime).
Faktiskai tos priklausomybés nezinome. Jos néra fiksuotos, o priklau-
so nuo biido, kaip pozymiai buvo parenkami (zr. 5.2 poskyri), taip pat
nuo atskiry pozymiy ar ju rinkiniy kokybés jvertinimo tikslumo. Pa-
prastai pozymiy kokybé vertinama naudojant eksperimentinius duo-
menis (Zr. 5.1.4 poskyri). Tad ka tik minéta funkcija® i§ principo nega-
li bati tiksliai jvertinta.

10

9

prognozavimo paklaida

AAAAAAAAAAAAAAA

4 - 1 T
0 20 40 60 80 100
pozymiy kickis

32 pav. Prognozavimo paklaidos priklausomybé nuo pozymiy ir
mokymo duomeny kiekio

Kad parodytume finkcijos® ivertinimo tikslumo itaka optimalaus
pozymio kiekio jvertinimo rezultatui, tarkime, kad anksc¢iau minétame
pavyzdyje pozymiy surikiavimo tikslumas maZesnis, t.y. f =1,0,
o = 0,1. Be to, ,,nezinodami* vietoj G:; = 4, mes naudosime G:; =4,5.

Tokiu atveju miisy spéjama priklausomybé bus:

o () =4,5+1,0 / (1+ 0,1 x (p-1)).
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Pagal formule (7.1) gauname nauja kreiviy sistema, kur ka tik nu-
brézty kreiviy spalva atitinka ankstesniasias, taciau jos pavaizduotos
storesnémis linijomis (zr. 33 paveiksla). Palyginimui pateikiame
32 paveiksle matytas punktyrinémis linijomis nuzymétas kreives. Ais-
kumo délei, kiekvienos kreivés minimumas pazymétas tasku.

12

11}
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poZymiy kiekis

33 pav. Prognozavimo paklaidos priklausomybé nuo pozymiy ir mokymo
duomeny kiekio: pozymiy rikiavimo jtaka optimalaus pozymiy kiekio
nustatymo tikslumui

33 paveiksle storesnémis linijomis pavaizduotos kreivés rodo, kad
optimalaus poZymio kiekio p, ivertinimai pasislinko. Nepaisant gan
didelio parametry GZ, B, a pasikeitimo, po, reikSmes pakito labai
nedaug. Tai patvirtina ankstesng minti: svarbiausia, kad tyrinétojas
atkreipia démesi | minimq reiskinj, i tai, kad mokymo duomeny kiekis
ribotas, ir nenaudoja per mazai ar per daug pozymiy.

Panasiy problemy kyla ir sprendziant klasifikavimo uzdavinius.
Toliau pateikiamuose grafikuose (zr. 34 paveiksla) turime Bajeso kla-
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sifikavimo klaidos tikimybés kitimo priklausomai nuo naudojamy
pozymiy kreive. Tai apatiné (juoda) kreivé.
0.22

0,2

0,18
0.16
0,14

0.12

Bajesine

=

=

[}
T

1 1 1 1 L 1 1 1

( 10 20 30 40 50 60 70 80

34 pav. Klasifikavimo klaidos priklausomybé nuo pozymiy kiekio
tiesiniame ir kvadratiniame klasifikatoriuose

Duomenys: du daugiamaciai normalieji (Gauso) pasiskirstymai
faktiskai su vienodomis kovariacinémis matricomis. Augant poZymiy
kiekiui Bajeso klasifikavimo klaidos tikimybé vis mazéja. Naudojant
tiesinj FiSerio klasifikatoriy, mokyta su ribotos apimties duomenimis,
po Simta vektoriy i§ kiekvienos klasés, klasifikavimo klaidos grafikas
(vidurinis, mélyna kreivé) ,,iSsilenkia: i§ pat pradziy klasifikavimo
klaidos tikimybé mazéja, pasiekia minimuma ir pradeda vél augti.
Priezastis ta pati, kaip ir ka tik nagrinétame prognozavimo uzdavinyje:
kai pozymiy kiekis virSija 18, kiti poZymiai nebesuteikia naujos nau-
dingos, klaséms atskirti reikalingos informacijos daugiau, nei gauna-
me ,.triuk§mo*®, t.y. paklaidy, susikaupusiy vertinant klasifikavimo
taisyklés parametrus pagal gana nedideli mokymo duomeny kiekij. Kai
naudojame kvadratinj klasifikatoriy, koeficienty, vertinamy pagal mo-
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kymo duomenis, yra beveik dvigubai daugiau. Dél to Siame uzdaviny-
je klasifikavimo klaidos tikimybé yra 1,5 karto didesné, o optimalus
pozymiy kiekis yra Zenkliai mazesnis — po, = 4. Tai virSutiné (raudo-
na) kreivé.

Prognozavimo ir klasifikavimo algoritmy sudétingumo, naudoty
duomeny kiekio ir gaunamo tikslumo rySys yra vienas i$§ svarbiausiy
klausimy praktiniame Ziniy iSgavimo i§ empiriniy duomeny darbe.
Optimalaus pozymio kiekio nustatymo problema paprastai sprendzia-
me klaidy ir bandymuy metodu. I$nagrinéty klasifikatoriy (Fiserio,
kvadratinio) asimptotinés klasifikavimo klaidos tikimybés priklauso-
mybe galima jvertinti empiriSkai pagal pozymiu kieki, o véliau ban-
dyti skaiciuoti tikéting klasifikavimo klaida pagal teoriskai iSvestas
formules.

7.2. Problemos, kylancios daugeli karty naudojant
validavimo duomenis

Spresdami duomeny analizés uzdavinius, tikrojo duomeny mode-
lio nezinome. Todél reikia rinktis i§ daugelio galimy alternatyvu. To-
kiais atvejais tikslumo jvertinimo uzdavinj tenka spresti daugeli karty.
Kaip minéjome, kad patikimiau ivertintume klasifikavimo, prognoza-
vimo arba pozymiu iSskyrimo/iSrinkimo uzdaviniy tiksluma, reikia
naudoti papildomus, anks¢iau mokymo procese nedalyvavusius, vali-
davimo (tikrinimo) duomenis. Praktikoje lyginant daugelio potencia-
liai gery modeliu tiksluma paprastai naudojama tik viena validavimo
(tikrinimo) imtis. Stai ¢ia ir kyla modelio parinkimo tikslumo proble-
ma, kurios esmg ir paaiskinsime pavyzdziu.

Nagrinéjamas pavyzdys yra susijes su svarbiu praktikai uzdaviniu.
Tai informatyviausiy poZymiy parinkimas sprendziant susirgimo leu-
koze prognozavimo uzdavini. Turint 72 dviem klaséms (sveiki ir ser-
gantys leukoze zmonés) priklausancius 7129-macius geny iSraiskos
vektorius reikéjo sudaryti klasifikavimo taisykle, naudojancia labai
nedideli geny israiskos pozymiy kieki. I§ 72 vektoriy renkant atsitikti-
nai buvo sudaryti mokymo ir testavimo (validavimo) duomenys. Kaip
minéta, pradiniy poZymiy yra ypa¢ daug. Ju net 7129. Kad dimen-
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siSkumas biity mazinamas efektyviau, pozymiu sistemy formavimas
buvo atliktas dviem etapais.

Pirmame etape buvo sudaryta Simtas tikstanciy atsitiktiniy geny
(pozymiy) rinkiniy. Kiekvienas i rinkiniy buvo sudarytas i$ astuoniy
pradiniy genuy. I§ $iy rinkiniy buvo atrinkta tiikstantis geriausiy. ISnag-
ringjus geny, patekusiy tarp 1000-Cio geriausiyjy, pasirodymo daznius,
pozymiy kiekis buvo dar karta sumazintas. Vél buvo atrinkta 200 daz-
niausiai juose pasitaikanciu genu (pozymiu). IS ty 200 pozymiy atsi-
tiktiniu biidu buvo sudaryti trys milijonai astuonmaciy pozymiy rinki-
niy. 7.1 lentelés antroje eilutéje pateikiame devyniy tiesiniy FiSerio
klasifikatoriy, sudaryty naudojant skirtingus pozZymiy rinkinius, klasi-
fikavimo klaidos jvertinimus, gautus naudojant tik validavimui skirtus
36 vektorius. Zemutinéje eilutéje yra klasifikavo klaidy kiekis, gautas
pozymiy rinkiniy kokybe vertinant pagal dar kitus, testiniais laikomus,
duomenis. Pozymiy parinkimas buvo atlickamas naudojant validavi-
mo duomenis. ISrinkto (geriausio, daranc¢io maziausiai klaidy) pozy-
miy rinkinio tikslumas vertinamas naudojant testinius duomenis. Kla-
sifikavimo dazniai, atitinkantys devynis nagrinétus pozZymiy rinkinius,
pateikti kaip 2-matis devyniy tasky pasiskirstymas 35 paveiksle.

7.1 lentele

Klasifikavimo klaidy kiekis, gautas naudojant validavimo ir
testinius duomenis

Rinkinio numeris 1 |2 |3 4 |5 |6 7 |8 9
Validavimo klaida 2 |4 ]6 519 |11 4 10
Testiné/tikroji klaida 3 18 |2 8 |5 |12 15 |4

—

Sprendziant pagal validavimo imties jvertinimus, geriausias po-
Zymiy rinkinys yra septintas, jo klasifikavimo klaidos jvertis yra 1/32,
t.y. 3,13% klaidy. Sj klasifikavimo klaidos jvertj vadinsime jsivaiz-
duojama klasifikavimo klaida parenkant poZymius ir Zymésime Pi;.
vaiza- Faktingé septintojo pozymiy rinkinio klaidos tikimybé yra 5/32,
t.y. 15,63% klaidy. Si klasifikavimo klaidos ivertj vadinsime tikrgja
klasifikavimo klaida parenkat poZymius ir Zymésime Pijioji-
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I8 tikryjuy geriausias pozymiu rinkinys yra trec¢iasis. Jo tikroji klasi-
fikavimo klaida yra 2/32, t. y. 6,25% klaidy. Si klasifikavimo klaidos
iverti vadinsime idealia klasifikavimo klaida parenkant poZymius ir
zymeésime Pigeq; (Z1r. 35 paveiksla).
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35 pav. Devyniy pozymiy rinkiniy klasifikavimo klaidos dazniy
pasiskirstymas dvimatéje erdvéje

35 paveikslas rodo, kad isivaizduojama klasifikavimo klaidos ti-
kimybeé gali biiti gerokai maZesné nei tikroji. Cia nieko keista. Parink-
dami pozymius, klasifikatoriaus ar prognozavimo algoritmo modelj,
prisideriname prie validavimo duomeny — §ie faktiSkai tampa antrai-
siais mokymo duomenimis. Tik mokymo metodas ¢ia kitoks — geriau-
sio varianto parinkimas. Jei geriausia modelj rinksime ne i§ devyniy,
o, sakykim, i$ keliy milijony varianty, tai ir prisiderinimo prie valida-
vimo duomeny efektas bus dar labiau pastebimas.

Dabar parodysime, kaip prisiderinimo prie validavimo duomeny
efekta jvertinti sprendziant ,,geny raiSkos duomeny (angl. microarray
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gene expression data) analizés uzdavini. Kadangi duomeny labai ma-
zai (tik 72 dvieju klasiuy vektoriai), pusé buvo naudoti mokymui, kita
pusé — validavimui. Testavimui turimy duomeny nebeliko. Kadangi
mokymo metu klasifikavimo taisyklé prie duomenu prisiderina, tai
analizuojant duomenis paprastai reikalaujama, kad testiniai duomenys
buty nenaudojami mokymui. Si reikalavima »apeisime® analitiskai
,pataisydami“ empirinius, kiekviena pozymiy rinkinj charakterizuo-
jancius klasifikavimo klaidos jvercius.

Stai analitiniais skai¢iavimais paremta generalizavimo klaidos
jvertinimo procedira. Siuo tikslu buvo panaudotos laukiamos gene-
ralizavimo, EP, ir mokymo (empirinés), EPg, FiSerio klasifikatoriaus
klasifikavimo klaidy iSraiskos, anks¢iau minétos 3.1.5 ir 5.1.4 posky-
riuose:

EP,=®(- % 8/ Tyg), (7.3)
EPy = ®(- 15 8 x Tyg), (7.4)
2N
kur Tz= (1+—(1+—) )
s2° N 6 IN-p’

0 — Mahalanob’io atstumas tarp klasiy,
— pozymiy kiekis (Siame konkre¢iame uzdavinyje p = 8),
N — mokymo vektoriy kiekis vienoje klaséje (Siame konkreciame uz-
davinyje N = 18).

Siekdami empirinius, i§ mokymo duomeny gautus, klasifikavimo
klaidos jvercius ,,pataisyti ir gauti nepasislinkusius generalizavimo
klaidos ivercius, pirmiausia parinkome toki atstumo tarp klasiy o kiti-
mo intervalg [0,001: 0,01: 5]. Paskui kiekvienos §io intervalo reik§més
atzvilgiu pagal formules (7.3 ir 7.4) apskai¢iavome EP, ir EPy
reikSmes (Zr. virSutini 36 paveikslo brézinj), kurias véliau naudojome
generalizavimo kreivei ,,atstatyti.
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36 pav. VirSuje — mokymo ir generalizavimo klasifikavimo klaidy priklau-
somybé nuo atstumo J; apacioje — atstatyta (pataisyta) generalizavimo klaida
kaip empirinés klasifikavimo klaidos funkcija
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Zinant empiriniy klasifikavimo klaidy reikimes (apatiné violetiné
kreive), nesunku rasti jg atitinkancias generalizavimo klaidos reik§mes
(virSutiné juoda kreivé), kaip parodyta raudona rodykle virSutiniame
36 paveikslo brézinyje (punktyriné rodyklé rodo ,,pataisymo® dydj).
Praktiskai i§ Siy dvieju grafiky sudaréme viena, kur abscisiy asyje
vietoj empirinés klasifikavimo klaidos buvo naudojamas i§ validavimo
imties jvertintas neteisingai klasifikuoty mokymo vektoriy skaicius, o
ordinaciy asyje — pagal mokymo duomenis teoriSkai atstatytos generali-
zavimo klaidos reikSmés (Zr. apatini 36 paveikslo brézinj).

Devyniy tasky, pavaizduoty 35 paveiksle, ordinates anksc¢iau taip
pat buvome apskaiCiave Siuo biidu. Pavaizduoti triju milijonu tasky
iSsibarstyma dvimatéje erdvéje praktiSkai nejmanoma, nes jie ,,uzlipa“
vienas ant kito. Todél 37 paveiksle turime 3 000 000 tasky (Pres,
Pierciai) pasiskirstymo dvimatéje erdvéje histograma. Kad geriau maty-
tume statisting priklausomybg tarp {verciu Pie it Piyerciai, 37 paveikslo
apacioje pateikéme ,.kontliring diagrama*. Tai uzdaros elipsés formos
kreivés, kur dvimacio pasiskirstymo tankis vienodas. I§ diagramos
matome, kad augant tikrajai klasifikavimo klaidai, taip pat auga ir
klasifikavimo klaidos iver¢io vidurkis bei jo dispersija. Koreliacija
(statistinis rySys) tarp {verciy Pies It Piyeriai néra didelé. Tai dél to,
kad tiek Pieg, tiek Piverciai buvo jvertinti naudojant mazus duomeny
kiekius. Jei klasifikavimo klaidos biity vertinamos naudojant didelius
statistiniy duomeny kiekius, koreliacija biity artima vienetui. Kontiiri-
né diagrama rodo, kad mokymo duomeny transformavimas i valida-
vimo (poslinkio, atsirandan¢io dél mazo mokymo duomenu kiekio,
eliminavimas) atliktas daugmaz teisingai: tiek vidurkiai, tiek dispersi-
jos kryptimis Pieg it Pjyeriai apytiksliai atitinka vienas kita.

Turédami gan didelj vektoriy Pies, Piverciai masyva, galime iStirti,
kaip

a) gsivaizduojama klasifikavimo klaida parenkant pozymius

Pisivaizds

b) tikroji klasifikavimo klaida parenkant poZymius P it

¢) ideali klasifikavimo klaida parenkant pozymius Pigea;

priklauso nuo pozymiy rinkiniy, i§ kuriy iSrenkamas geriausias pozy-
miy rinkinys, kiekio m.
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37 pav. Trijy milijony Pieg, Piverciai t€1kSmiy, atitinkan¢iy tris milijonus as-
tuonmaciy pozymiy rinkiniy, pasiskirstymas dvimatéje erdvéje

35 paveiksle nagringjome devynis poZymiy rinkinius. Dabar nag-

rinéjame M = 3 000 000 pozymiy rinkiniy. I§ M = 3 000 000 poZymiuy
rinkiniy galime sudaryti
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m!

r
p (M - m)!m! (7.5)
kombinaciju po m pozymiy rinkiniy, i$ kuriy iSrenkamas geriausias
rinkinys. Vadovaudamiesi §ia kombinatorikos formule, nesunkiai ga-
lime sudaryti greita skaiiavimo algoritma vidutinéms Piixroji, Pideali i
Pisivaiza TeikSméms skaiCiuoti (Sis algoritmas pateikiamas autoriaus
knygos Statistical and Neural Classifiers. London: Springer-Verlag,
2001 pabaigoje).

38 paveiksle pateikiame grafika, rodanti, kaip tikroji klasifikavi-
mo klaida, parenkant poZymius Py.ji, priklauso nuo nagrinéjamy po-
zymiy rinkiniy kiekio m. Matome, kad kol nagrinéjamy pozymiy rin-
kiniy kiekis m néra didelis, tikroji klasifikavimo klaida parenkant po-
Zymius mazgja, taciau véliau mazéjimas sulétéja. Dar véliau tikroji
klaida pradeda augti.

0,19

0,185

0.18

geriausio™ varianto klasifikavimo klaida

1 1 L 1 1
0.2 04 006 038 1 .2 14 16 18
pozymiy rinkiniy kiekis (milijonais) x106

# 0,175k 1

38 pav. Tikrosios klasifikavimo klaidos, kylancios dél pozymiy
Piiroji pasirinkimo, priklausomybé nuo nagrinéjamy poZymiy rinkiniy
kiekio m

116



Vél gauname persimokymo efekta, stebéta mokant perceptronus,
klasifikatorius, nustatant optimaly pozymiu kieki (zr. 7.1 poskyrj). Cia
nieko keista. Parinkdami pozymius prisiderinome prie validavimo
duomeny, ir §ie tapo mokymo duomenimis, kur, kaip minéta, stebimas
,.persimokymo efektas. Cia § efekta ,,aptikome* dar karta.

Panasus pernelyg stipraus prisiderinimo prie validavimo duomeny
efektas gaunamas ir parenkant prognozavimo pozymius, klasifikavimo
ar prognozavimo algoritmo tipa, ju architektiirg (pvz., daugiasluoksnio
perceptrono paslépty neurony kieki), sprendziant pozymiy iSskyrimo
uzdavini. Prisiderinimo prie validavimo duomeny efekto ignoruoti
negalima, nes tai lemia neteisinga duomenuy analizés rezultaty jverti-
nima, kas gali biiti susij¢ su dideliais laiko ir materialiniais nuostoliais
véliau.
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ASTUNTAS SKYRIUS. PRAKTINIU UZDAVINIU
SPRENDIMAS

Duomeny analizé — tai praktiné disciplina, kurios esmé — pazvelgti
1 duomenis nauju rakursu, siekiant iSryskinti juose esancius désnin-
gumus. Todél vien tik teoriskai iSmanyti duomeny analizés metodus
neuZtenka. Biitina gerai ivaldyti auksS¢iau apraSytus ir kitus duomeny
analizés metodus, igyti nemaza praktinio darbo patirtj. Autoriaus prak-
tika tokia: vos ne kas treCiame uzdavinyje susidurdavome su nauja, iki
tol nei$spresta duomeny analizés problema. Taigi duomeny analizé —
ne tik praktinis, bet ir kiirybinis darbas, kur reikia isigilinti { spren-
dziama uzdavinj, bandyti atspéti galimus désningumus ir paskui juos
rasti. Labai svarbu véliau jrodyti, kad rasti désningumai tikrai tuose
duomenyse yra. Siame poskyryje pateiksime keleta praktiniy uzdavi-
niy sprendimo pavyzdziy. Pradésime nuo vienos i§ vartotojui patogiy
programiniy priemoniu — Matlab’o programinés sistemos. Véliau at-
liksime prognozavimo ir klasifikavimo uzdavinius, tikrinsime duome-
ny analizés ,,mokslines problemas.

8.1. Matlab’o pradziamokslis

Ankstesniuose poskyriuose buvo minéta, kad k-artimiausiy kai-
myny taisykle ir Parzeno lango klasifikatoriy arba prognozavimo algo-
ritma galime taikyti ir situacijose, kai mokymo vektoriy kiekis labai
mazas. Parzeno lango algoritmai ir k-artimiausiy kaimyny taisykle —
tai mokymas pagal pavyzdzius. Jokie parametriniai metodai, tokie kaip
FiSerio ar kvadratinis klasifikatoriai, standartiné minimaliyjy kvadraty
regresija, neveiks, jei mokymo duomeny kiekis pernelyg mazas.

Remiantis nuostata, kad praktika, sekimas pavyzdziu yra geriau-
sias mokytojas pradinéje stadijoje, bandydami iSaisSkinti Matlab’o
naudojimo principus, iSkart pateiksime keleta uzduociy, kurios padés
studijuojanciajam, zitrint { labai trumpas programéles ir naudojantis
Matlab’o komandomis ,,help*, pajusti Matlab’o kalbos struktira. Kol
kas studijuojanciajam prireiks tik Matlab Simulink — tai pagrindiné
Matlab’o programa, kuri ,,daro viska“. Véliau reikés ir Neural Net-
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works Toolbox, kai spresdami duomeny analizés uzdavinius pradésime
naudoti sudétingesnius dirbtinius neuroninius tinklus.

Pirmas Zingsnis
a) savo kompiuteryje turime instaliuoti Matlab programa;
b) pasidaryti savo biisimy programy aplanka (angl. folder), nors gali-
ma dirbti ir standartiniame Matlab o aplanke Work.
Savo aplanko pavadinimg ir vieta, kur jis jdétas, reikia nurodyti:

File — Set path,
kitaip jusy programa nebus randama. [ minéta aplanka isirasykite ir
pateikite dvi programéles: gausas.m ir fidensity.m. Véliau Cia laikysite
ir jiisy paciy pasidarytas programéles.

% x=fi(t); tai standartinio normalojo N(0,1) tankio reik§més radimas
function x=fidensity(t)

x=exp(-t.*t/2)/sqrt(2*pi);

return

function X = gausas(n,C,M) % n daugiamaciy,

% nomaliai pasiskirsCiusiy vektoriy generavimas.

[V D] = eig(C) ; % C yra kovariacine matrica, M yra vidurkiy vektorius.
V =real(V);D = real(D);p=size(C,1);

X = randn(n,p)*sqrt(D)*V' + ones(n,1) * reshape(M,1,p);

return

Antras Zingsnis
Stai paprasGiausia programélé, kuria galite leisti tiesiai i§ Matlab
Command window:
>> t=[-4:0.01:4]; x=fidensity(t);
figure(1);clf; axis([-4 12 0 0.405]));
hold on; plot(t,x,'r-',2*t+4,0.5*x,'b-")
t=[-4.0.01:4];x=fidensity(t);
figure(2);clf;axis([-4 12 0 0.405]);hold on;
plot(t,0.5*x,'r-',2*t+4,0.75*X,'b-")
Sioje uzduotyje:
t=[-4:0.01:4]; % suformuojam vienmatj masyvq t.
x=fidensity(t);
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% suskaiciavom "standartini: (vidurkis 0, dispersija 1) normalyji tan-
ki intervale t.

figure(1);clf;

% nurodém piesinio numery, isvalém ankstesnius piesinius.

axis([-4 12 0 0.405]) % nurodém x ir y aSiy réZius, kur bus pieSiama
hold on; % pasakém, kad jau nubréztq grafikq reikés atsiminti. Sis
nurodymas Y% reikalingas, jei ant virsaus, naudodami kitq komandg,
piesime dar kq nors.

plot(t,x,'r-',2*t+4,0.5*x,'b-")

% nupiesia vienq tanki raudonai (‘r-°), o kitq — mélynai (’b-").

Jei kas neaisku, zitrékit >> help plot. Antra programélés eiluté
analogiska. 39 paveiksle matysite dvi normaliyjy tankiy poras, i kurias
ziurédami prisiminsite, kas yra vidurkis ir dispersija.

041
035}
0,3}
025¢
02}
0,15}
0,1}
0,05}
0
0,4t
0,35
0.3F

025
021
0,15
01F
0,05 f
T2 0 2 4 6 8 10 I
39 pav. Normalieji tankiai, besiskiriantys vidurkiais ir dispersijomis bei
apriorinémis klasiy tikimybémis
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Rekomenduotume patiems pakaitalioti vidurki, dispersija ir i$si-
aiskinti, ka kiekviena eiluté atlieka, kaip, pakeitus vidurkj ar/ir disper-
sija, pasiskirstymo tankio funkcijos atrodo vizualiai. Siame vadovélyje
déstomo kurso apimtyje tankiai ir jy supratimas bus reikalingi, kai
kalbésime apie klasifikavimo uzdavini, aiSkinsimés optimalias Bajeso
klasifikavimo taisykles.

Dar viena uzduotélé:

N=20;D=gausas(N,[1,-0.8;-0.8,1], [4,2]);
Dnorm=D-ones(N,1)*mean(D);

% is sugeneruoty duomeny atimam jy vidurkiy vektoriy
S=cov(Dnorm); % suskaiciuojam kovariacine matricq
Sxx=S(1,1);Syx=S(2,1);

% isskiriam kovariacinés matricos elementus (reikés véliau)
W=inv(Sxx)*Syx;

% apverciam kovariacine matricq ir padauginam jq is kovariacijy
Syx

yprognoze=Dnorm(:,1)*w; % suskaiciavom prognoze

figu-
re(3);plot(Dnorm(:,1),Dnorm(:,2),'r.",Dnorm(:,1),yprognoze,'bo")
N=20;D=gausas(N,[1,-0.8;-0.8,1], [4,2]);

% N — vektoriy kiekis, D — sugeneruoti duomenys, kur pirmas stulpelis —
., iksas

% o antras stulpelis — ,y-grekas “, — tai kintamasis, kurj ir reikia
prognozuoti

% [1,0.8;0.8,1] — kovariaciné matrica, kur dispersijos 1, o koreliaci-
jos—0,8, % [4,2] yra duomeny vidurkis
Dnorm=D-ones(N,1)*mean(D);

% is sugeneruoty duomeny atimam jy vidurkj,

S=cov(Dnorm); % suskaiciuojam kovariacine matricq
Sxx=S(1,1);Syx=S(2,1); w=inv(Sxx)*Syx;

% iSskiriam kovariacinés matricos elementus (reikés ateityje)

% suskaiciuojam prognozavimo lygties Y=W*X svoriy vektoriy W

% kadangi duomeny vidurkj padaréem nulj, tai ir w0=0
yprognoze=Dnorm(:,1)*w;
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% suskaiciavom visy duomeny prognoze, Dnorm(:,1)
figu-
re(3);plot(Dnorm(:,1),Dnorm(:,2),r.",Dnorm(:,1),yprognoze,'bo’);
% nupiesém ir duomenis, ir prognoze (mélyni rutuliukai)
xlabel(‘iksai');ylabel ('y-grikai, mokymo duomenys ir prognoze -
melyni rutuliukai')
% treciame piesinyje (figure(3)) pazyméjom, kas yra aSyse.

Tolesnis mokymosi Zingsnis: bandom sudaryti tiesing regresijos
lygti atveju, kai x yra p-matis vektorius. Stai minéta uzduot] realizuo-
janti programa.

N=30;p=6;D=gausas(N, 0.4*eye(p+1)+ones(p+1,p+1),
3+ones(1,p+1));

% N — vektoriy kiekis, D — sugeneruoti duomenys, kur pirmi p stulpe-
liy ,,iksas* %, o (p+1)- mas — ,,y-grekas“, prognozuojamasis kinta-
masis

% 0.4 eye(p+1)+ones(p+1,p+1), — misy paciy nusistatyta kovaria-
ciné

% matrica, kurioje dispersijos 1.4, o kovariacijos 1.0;

% 3+ ones(1,6) — tai lygu [3 3 3 3 3 3 3] — miisy generuojamy

% duomeny vidurkis.

Dnorm=D-ones(N,1)*mean(D);

% is sugeneruoty duomeny atémeém jy imties vidurki.
S=cov(Dnorm); % suskaiciavom kovariacine matricq.
Sxx=S(1:p,1:p);Syx=S(1:p,p+1);

% isskyréem kovariacinés matricos elementus

W=inv(SxX)*Syx; % suskaiciavom prognozavimo lygties Yy=W*X svo-
riy

% vektoriy W. Kadangi duomeny vidurki padarém nulj, tai slenkstis
w0=0
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40 pav. Prognozuojancio (iksai) ir prognozuojamo (y-grekai —
taskai (raudoni)) rodikliy pasiskirstymas. Prognozuotosios reikSmés — rutu-
liukai (mélyni)

yprognoze=Dnorm(:,1:p)*w; % suskaiciavom prognoze
figure(4);plot(Dnorm(:,p+1),yprognoze,'rd’)

% daugiamaciu atveju pavaizdavome: y asyje — prognoze

% x asyje — tikrgsias prognozuojamas reikSmes, t. y. (p+1)-ji stulpelj,
xlabel('tikrosios y reiksmes');ylabel('prognozuotos y reiksmes')
disp(corrcoef([Dnorm(:,p+1),yprognoze]));disp('cia suskaiciavo
koreliacijos koeficienta tarp y ir y-prognozes')

Stai suskaiciuotasis koreliacijos koeficientas

1.0000 0.8734
0.8734 1.0000
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tikrosios y reik§meés
41 pav. Tikryjy ir prognozés reikSmiy pasiskirstymas (iSsibarstymas)

Tai, kas iSdéstyta 8.1 poskyryje, biitinai kiekvienam reikia padary-
ti, iSvargti paciam.

Be ,,vargo*“, savarankisko ,,apmagstymo *
gyvenime nieko nepasieksime.
Tai gyvenimo credo.

Atlikus pateiktas uzduotis ir jas isisavinus, bus daug lengviau su-
prasti teorija. Bus nebesunku ,,skaityti“ pateikiamas programas, iskils
maZiau neaiskumy. Zmogaus mokymasis panasus i dirbtiniy neuroni-
niy tinkly mokyma — padidinus mokymo zingsnj perSokama gerokai i
prieki, bet véliau pakliivama | bloga lokalini minimuma, i§ kurio
sunku ,,i8lipti*,

Atlikus paprastesnes uzduotis, galima pereiti prie sudétingesniy
uzdaviniy: regresijos lygties, klasifikavimo taisyklés sudarymo, vie-
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nasluoksnio perceptrono ir daugiasluoksniy neuroniniy tinkly. Toles-
niuose poskyriuose aprasant minéty uzdaviniy sprendimg bus daroma
prielaida, kad studijuojantysis tikrai atliko ka tik minétus praktinius
darbus ir Matlab o uzduotis skaityti jau moka.

8.2. Darbas Nr. 1. Tiesiné prognozavimo lygtis

Darbo tikslas — i$siaiskinti prognozavimo uzdavinio esmg, iSmokti
naudotis standartinémis minimaliyjy kvadraty regresijos sudarymo
programomis, iSbandyti jas sprendziant dirbtinai sugeneruotus ir rea-
laus pasaulio uzdavinio duomenis, iSmokti jvertinti prognozavimo
tiksluma. Trumpai tariant, — isisavinti programing iranga ir ja naudo-
jantis analizuoti duomenis, pritaikyti ankstesniuose skyriuose pateikta
teoring medziaga. Naudojant dirbtinius ir realaus pasaulio (angl. real
world) duomenis bus sudaroma prognozavimo lygtis, taikant statisti-
nius metodus ir vienasluoksnj perceptrona. Ypatingas démesys ski-
riamas prognozavimo tikslumui jvertinti, duomenims skirstyti { mo-
kymo, testavimo ir tikrinimo (validavimo) duomenis, kur nustatomas
optimalus neuroninio tinklo mokymo iteraciju kiekis. Studijuojantysis
turéty atlikti nemaza modeliavimo eksperimenty skaiciy, kur bus ti-
riama pozymiy kiekio, mokymo sekos ilgio itaka prognozavimo tiks-
lumui.

Dalis medziagos jau buvo aptarta 8.1 poskyryje, kur buvo pateik-
tas budas ir programa, kaip sudaryti tiesing regresijos lygti pagal turi-
ma ,,iksy“ ir ,,y-grekuy* duomeny masyva. Dabar visas regresijos lyg-
¢iai gauti reikalingas eilutes, 8.1 poskyryje leistas tiesiog i§ Matlab’o
Command window, iforminsime kaip funkcija:

function [w,w0]=kv_regresija(D)

M=mean(D); % randam vidurkji

[N, r]=size(D); % randam duomeny masyvo dydzius.

p=r-1; % p — tai prognozuojancio vektoriaus, x, elementy (pozymiy)
kiekis

Dnorm=D-ones(N,1)*M; % is sugeneruoty duomeny atimam jy vi-
durkj

S=cov(Dnorm); % suskaic¢iuojam kovariacine matricq

125



Sxx=S(1:p,1:p);Syx=S(1:p,p+1); % isskiriam kov. matricos elemen-
tus

w=(inv(Sxx)*Syx)'; wO=M(end)-M(1:end-1)*w';

% suskaiciuojam prognozavimo lygties svorius

return

Sudaryta programa dedame i aplanka (ang. folder) ir i§ Command
window leidZiame:
>>[W,w0]=kv_regresija(D);figure(5);
plot(D(:,end),D(:,1:end-1)*W'+wO0,'kd")

Gauname jau anksciau pateikta generuoty ir prognozuoty paramet-
ro y reikSmiy pasiskirstyma. Zemiau pateiksime programelg, skirta
tiesinei prognozavimo lygciai sudaryti su VsP pagalba.

Robastinés regresijos programos tekstas:

% su VsP pagalba rasti dideliems nukrypimams atsparia

% tiesing prognozavimo lygti

% autorius ~ Sariinas Raudys <raudys@ktl.mii.lt>

% A — mokymo duomeny (iksy) Nxp masyvas (N yra eiluciy skaicius,
% p — stulpeliy)

% Y — mokymo duomeny (y-griky) Nx1 masyvas

% (N yra eiluciy skaicius, 1 — stulpeliu)

% At — testiniy (validavimo) duomeny Ntxp masyvas

% Yt — testiniy duomeny (y-greky) Ntx1 masyvas

% iter — ,,batch® iteracijy skaicius

% step — mokymo Zingsnis

% Wstart — 1x(p+1) startinis svoriy vektorius, Wi Wy, .... , Wy, Wy.
% Tai vektorius-eiluté

% Cmax — ,,apversto varpo“ plotis pacioje mokymo pradzioje

% Cmin — ,,apversto varpo* plotis mokymo pabaigoje

% gama — parametras, nustatantis ,,apversto varpo® siauréjimo greitj
% augant iteracijy skai¢iui

% W - 1*(p+1) — dimensijy galutinis svoriy vektorius

% W - 1x(p+1) galutinis svoriy vektorius (statistingje regresijoje ji
% zyméjome [W,wO0]), kur prognozuojant pirmos p komponenciy turi biiti
% dauginamos i8 p j€¢jimo vektoriaus x komponenciy,

% o paskutinis (p+1)-mas elementas — tai slenkstis w0.
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% et — paklaida, iSmatuota naudojant test duomenis, At, Yt.

% prie§ mokant rekomenduojame i§ A, Atir Y,Yt

% atimti masyvu A, Y vidurkius

% — pradéti mokyti nuo Wstart = zeros(1,p+1);

% BETA — robastiskuma valdancio parametro beta kitimas mokymo metu
% ROm, Rot — koreliacijos koeficienty kitimas

% mokymo ir testavimo (validavimo) procese

% KIEK - faktiskai mokymo procese dalyvavusiy vektoriy kitimas mokymo
metu

function [W,Wbest,er,et, BETA,ROm,ROt,KIEK]=
RobSLPCminmax(A,Y,At,Yt,iter,step, Wstart, Cmin,Cmax,gama)

[N, p]=size(A ); Nt =size(At,1);

% randam mokymo ir testiniy vektoriy bei pozymiy kieki

W=Wstart; Wbest=Wstart; emin=99;
D=(Cmin*iter"gama-Cmax)/(Cmax-Cmin);C=Cmax*(D+1);

% emin — tai minimali prognozavimo paklaida.

% pirmosios mokymo epochos atveju ji buvo nustatyta labai didelé
(emin=99).

AA=[A, ones(N,1)];AAt=[At, ones(Nt,1)];

% pridedam po stulpeli, sudaryta i§ vienetuky

for i=1:iter % ciklas iki iteraciju skaiCiaus

dist=Y- AA * W'; % skirtumas tarp prognozés, AA * W' ir tikrojo ,,y-greko*
beta=C/(i"gama+D);if i<10 beta=Cmax;end,

% koeficientas, nurodantis ,,robastisSkuma‘.

% pirmasias 9 epochas ,,beta” yra pastovus, o paskui vis mazéja
PIbeta=pi*beta; BETA(i)=Plbeta;

% varpo plotis — maksimali paklaida, kai patys tolimiausi steb¢jimai

% dar nebuvo ignoruojami

ind=find(abs(dist)<Plbeta); KIEK(i)=size(ind,1);

% randame eilés numerius ty mokymo vektoriy, kuriy paklaida dist

% telpa i ,,varpo ploti

W=W+step*sin(dist(ind))"* AA(ind',:); % svoriy pataisymas

Pt=AAt*W'; dt=Pt-Yt;z=corrcoef([Pt,Yt]);ROt(1)=z(1,2);

% suskaic¢iuojamos ir ivertinamos

% prognozavimo reikSmés ir paklaidos validavimo (testiniuose) duomenyse
et(i)=sum(abs(dt))/Nt;if et(i)<emin emin=et(i); Wbest=W;end

% atsimenam geriausia rezultata

Pm=AA*W',dr=Pm-

Y ;z=corrcoef([Pm,Y]);ROm(i)=z(1,2);er(i)=sum(abs(dr))/N;

% suskaiCiuojamos ir jvertinamos prognozavimo reikSmeés ir paklaidos
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% mokymo duomenyse
end % ciklo pagal iteracijy skaiCiy pabaiga
return

Komentarai. Kad programa biity trumpesné ir galétume dar pa-
greitinti skaiCiavima (Matlab skirtas dirbti su matricomis), prie mo-
kymo ir testiniy duomeny vektoriy pridedame po stulpelj, sudaryta i$
vienety, ones(N,1).

Prie§ mokant perceptrong rekomenduotina:

a) 18 mokymo ir testiniy duomeny A, Y ir At, Yt (tiek ,,iksy®,

tiek ,,y-greky) atimti mokymo duomeny vidurkius;

b) pradinj svoriy vektoriy sudaryti i§ ,,nuliuky‘:

Wstart = zeros(1,p+1).
Londono birZos uZdarymo indekso prognozavimas

Tikslas — panaudoti standarting minimaliyjy kvadraty regresija
Londono birzos uzdarymo kitos dienos pokyéiui prognozuoti. Siam
darbui turime 1383 dieny 11 pozymiy duomeny masyva, kur pirmasis
pozymis ir yra tas indeksas, kurio pokyti vienos dienos laikotarpiu ir
reikéty prognozuoti.

Stai pirmas programos, kuri bus tam naudojama, etapas.

1) load Mbirzele % pakrauname duomenis
>>whos %. Cia ,,whos* yra patikrinimas, ,,ar jvykdé“.
Paklauséme, kokius turime duomenis. Matlab parodé:

Name Size Bytes Class Attributes
Mbirzele  1383x11 121704 double

T. y. duomenys Mbirzele, 1383 vektoriai-eilutés, po 11 elementy
kiekvienas. Tolesni programos darbo etapai nurodyti programos tekste
kaip komentarai.

% ML _Birza PROGNOZE autorius:
% Sartinas Raudys raudys@ktl.mii.lt,
% Vienasluoksnio perceptrono taikymas prognozavimo uzdaviniui
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% LEISTI: Cmin=0.012;Cmax=2;gama=0.8;iter=1000;

% ML _Birza PROGNOZE(351,450,451,1370, [1 11],iter,0.001,
Cmin,Cmax,gama);

% nml, nm2 — mokymo vektoriy pradzia ir pabaiga

% ntl, nt2 — testiniy vektoriy pradzia ir pabaiga

% fea — pozymiai, kurie naudojami prognozavimui (iksai)

% iter — kiek iteracijy bus mokomas vienasluoksnis perceptronas (SLP, angl.)

% eta — VsP mokymo Zingsnis

% Cmax — ,,apversto varpo“ plotis pacioje mokymo pradzioje

% Cmin — leistinas ,,apversto varpo* plotis mokymo pabaigoje

% gama — parametras, nustatantis ,,apversto varpo® siaur¢jimo greitj

% augant iteracijy skaiciui

function

L Birza PROGNOZE(nm1,nm2,ntl,nt2,fea,iter,eta,Cmin,Cmax,gama)
load Mbirzele % ikraunu duomenis

B=Mbirzele(1:end,fea); clear birza

% kad biity trumpiau, duomenis pavadinu B, t. y. tik viena raide.
y=B(4:end-1,1)-B(3:end-2,1);

% prognozuojamas pozymis, skirtumas B(t,1)-B(t-1,1),

% ¢ia bandom prognozuoti VIENA diena i prieki

% b=[B(1:end-4,:),B(2:end-3,:),B(3:end-2,:)];

% taip biity, jei prognozuodami naudotume 3 dieny istorija;

% galite pabandyti prognozuoti dvi ar tris dienas { prieki. Gal jums pasiseks?
b=[B(2:end-3,:),B(3:end-2,:)];

% ¢ia suformuojam ,,iksus* (prognozuojanc¢iy poZymiy vektoriy)

% 18 2 dieny istorijos (vakar ir Siandien). Tad jei naudoju pozymius x1 ir
% x11, tai prognozuojanciy pozymiy kiekis p=4.

[nm,p]=size(b);b=[b,y];

% suformuoti iSeities duomenys pirmiausia eina ,,iksai“ (masyvas b),

% o pats deSinysis — ,,y-grekas® — tai prognozuojamas parametras
c=(b-ones(nm,1)*mean(b(nm1:nm2,:)))./(ones(nm,1)*std(b(nm1:nm2,:)));
clear b

% iSmetam b, kad kompiuterio atmintyje neuzimty vietos;

% atémém mokymo duomeny vidurkj ir padalijom i§

% mokymo duomeny standartinio nuokrypio,

% tai darom ir ,,iksams®, ir ,,y-grekams*.

% Be to, dar ir dél skai¢iavimuy tikslumo

% surandam ,,iksy‘“ kovariacing matrica, S1, randam

% jos nuosavas reikSmes D ir vektorius T:
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Sl=cov(c(nml:nm2,1:p));[T,D,V]=svd(S1);
Tr=T*inv(sqrtm(D+0.01*eye(p)));

% ortogonali matrica T duomenis pasuka taip,

% kad naujos komponentés biity nekoreliuotos,

% matrica D™"? normalizuoja naujas kryptis taip,

% kad visy naujy krypciy dispersija bty VIENETAS;

% Del visa ko prie diagonaliniy elementy pridedam po 0,01 tam,

% kad jei kuria nors, naujai suformuota, kryptimi duomeny iSsibarstymas
% (dispersija naujoje kryptyje, t. y.

% nuosava reik§mé = diagonalinés matricos ,,D* elementas) biity nulis arba
% artimas nuliui, tai normalizuodami nebegalétume bandyti dalyti i§ ,,nulio®,
% ir tos krypties per daug nesureikSmintume
C=[c(:,1:p)*Tr,c(:,p+1)];

% pasukam prognozuojancius pozymius taip, kad naujy (pasukty) pozymiuy
% erdvéje jie buity nekoreliuoti ir turéty (mazdaug) vienetines dispersijas;
% knygeléje anksciau kalbéjome, kad tada perceptronas grei¢iau mokosi

% ir kad po pirmosios iteracijos jau gali iSeiti visiSkai nebloga prognozg,
% ypac, jei ,,iksai* tarpusavyje mazai koreliuoti.
am=C(nml:nm2,1:p);ym=C(nml:nm2,p+1);
at=C(ntl:nt2,1:p);yt=C(nt1:nt2,p+1);

% suformuoti mokymo ir test duomenys

[Wslp,Wbest,erl,et], BETA,ROm,ROt,KIEK]=
RobSLPCminmaxNEW (am,ym,at,yt,iter,eta,zeros(1,p+1),Cmin,Cmax,gama);
% mokome vienasluoksnj perceptrona,

% skirta tiesinés prognozavimo lygties svoriams rasti
figure(1);clf;hold off;plot([1:iter],erl,'g:",[ 1:iter],etl,'k-");

% mokymo ir testavimo prognozavimo paklaidy kitimas
ym_SLPprognoze = am*Whbest(1:p)'+Whbest(p+1);

% suskai¢iuojam prognoz¢ mokymo duomeny
figure(2);plot([nm1:nm2],ym,'g-",[nm1:nm2],ym_SLPprognoze,'b-");

% mokymo duomeny tikros (Zalios) ir prognozuotos (mélynos) reik§més
yt_SLPprognoze = at*Wbest(1:p)'+Wbest(p+1);

% suskai¢iuojam testiniy duomeny prognoze¢
figure(3);plot([nt1:nt2],yt,'g-",[ntl:nt2],yt SLPprognoze,'b-") ;

% testiniy duomeny tikros (zalios) ir prognozuotos (mélynos) reikSmés
disp(corrcoef([yt(1:end-1,1),yt(2:end,1)]))

% suskai¢iuojam ir atspausdinam koreliacijos koeficientus

% tarp Sios ir rytdienos ,,y-greky*

figure(4);plot(yt,yt SLPprognoze,'b."

% tikros versus prognozuoty SLP reik§més testiniy duomeny
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figure(5);plot([nt1:nt2],yt-yt SLPprognoze,'r-') ;
% paklaida jvertinta testiniams duomenims;
figure(6);plot([nm1:nm2],ym-ym_SLPprognoze,'r-') ;
% mokymo duomeny paklaida
figure(7);clf;hold off;plot([ 1:iter],ROt,'k-",[ 1:iter], ROm,'g--",'linewidth',3);
% koreliacijy mokymo ir validavimo procese kitimas per iter mokymo epo-
chy
figure(8);clf;hold off;plot([1:iter], KIEK,'k-',"linewidth',1.6);
% mokant dalyvavusiy vektoriy skai¢iaus kitimas per iter mokymo epochy
[W,w0]=kv_regresija([am,ym]);ymP=am*W'+w0;
% sudarom standarting minimaliy kvadraty regresija,
% skirta tiesinés prognozavimo lygties svoriams rasti
figure(9);plot(ym,ymP,'kd")
% grafiskai parodom tikslumo, jvertinto su mokymo duomenimis, kitima
ytP=at*W'+wO0;figure(10);plot(yt,ytP,'kd")
% Cia prognozuojami testiniai, mokymo procese nedalyvavg vektoriai
figure(11);plot(yt(2:end,1),yt(1:end-1,1),'ro")
% ,,bukas“ POKYCIO prognozavimas: atseit ryt bus taip kaip Siandien.
disp([corrcoef([yt(1:end-1,1),yt(2:end,1)]),
corrcoef([yt,ytP]), corrcoef([yt,yt SLPprognoze]),
[min(et]);min(erl)],[sqrt(sum((yt-ytP).”2)/(nt2-nt1+1));
sqrt(sum((ym-ymP).”2)/(nm2-nm1+1))],
[sum(abs(yt-ytP))/(nt2-nt1+1);sum(abs(yt-yt SLPprognoze ))/(nt2-nt1+1)]]);
% S$ios penkios eilutés programoje turi biti pateikiamos kaip viena
% spausdinu TEST koreliacijas:
% a) koreliacijos koeficientas tarp Sios ir rytdienos ,,y-greky*
% b) su standartine regresija,

¢) su VsPc;
% taip pat spausdinu su VsP gautas
% absoliutiniy (7-ame ir 8-ame stulpeliuose) kvadratiniy paklaidy reik§miy
% vidurkius, apskaiCiuotus pagal testinius (virSuje) ir mokymo (apacioje)
% duomenis, o 9-ame stulpelyje — su standartine regresija gauti kvadratiniy
% paklaidy reik$miy vidurkiai teste (virSuje) ir mokymo procese (apacioje)
v1=min(yt);v2=max(yt);
figure(12);plot(yt,ytP,'k.",yt,yt SLPprognoze,'b."[v]l v2],[v] v2],r:")
% ¢ia parodyta testiniy vektoriy prognoze su standartine regresija (juodai)
% ir su perceptronu (mélynai) raudona punktyriné linija — taip buty,
% jei prognoze biity idealiai tiksli
return
% programos ML_Birza PROGNOZE PABAIGA
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Programa ML Birza PROGNOZE turéty biti tik ,,pavyzdys®, kur
uzrasyta keliasdesimt eiluciy, t.y. ,,uzduotéliy®, ir pakomentuota, ka
kiekviena i§ ju atlieka. Minéta programa jkrové duomenis, suformavo
dvieju dieny i§ dviejy ,,svarbiausiy“ birzos indeksy sudaryty duomeny
masyva, kad biity galima prognozuoti birzos indekso pokyti viena
diena i priekj. Prognozavimas atliekamas pagal dvieju dieny (vakar ir
Siandien) dvieju poZymiy, pirmo (pats birzos pokytis) ir vienuolikto,
informacija. Tad prognozuojant naudojami tik keturi pozymiai. Beje,
tai yra geriausias poZymiy rinkinys, kurj pasiseké rasti. Buvo bando-
ma prognozuoti naudojant ir triju—septyniy dienuy istorija, naudoti
daugiau rodikliy, bet geresnio tikslumo prognozuojant gauti nepavy-
ko. Gali biiti, kad studijuojantysis gaus ir geresni rezultata. Gal biity
verta pabandyti?

Kad perceptronas mokytysi greiciau ir jau i§ pat pradziy pasiekty
gera rezultata, suformuotieji duomenys buvo modifikuoti. I§ kiekvieno
pozymio buvo atimtas mokymo duomeny vidurkis, kiekvienas pozy-
mis normalizuotas taip, kad jo vidutinis kvadratinis nuokrypis tapty
artimas vienetui. Be to, prognozuojantys pozymiai (iksai) buvo ,,deko-
reliuoti (pasukti taip, kad koreliacijos tarp ju tapty artimos nuliui) ir
ju vidutiniai kvadratiniai nuokrypiai dar karta buvo normalizuoti, kad
tapty artimi vienetui. Prognozuojamas pozymis (,,y-grekas®) taip pat
buvo normalizuotas, bet nebuvo ,,pasuktas®.

Kitame etape perceptronas yra mokomas, pradedant i$ nuliuky su-
daryty svoriy vektoriumi zeros(1,p+1). Kad biity galima ignoruoti
nestandartinius, netipiSkus mokymo vektorius, buvo naudojama robas-
tiné, vienasluoksniu perceptronu paremta regresija (zr. 2.1.4 ir
2.2.4 poskyrius). Kad perceptronui biity ,,pasakyta®, kas yra ,,netipinis
stebé&jimas®, turi biiti nustatyti net trys valdantieji parametrai: Cmin,
Cmax ir gama. Pirmasis is jy, Cmax, — tai maksimali prognozavimo
paklaida (toliausiai nuo prognozavimo hiperplokstumos esan¢io mo-
kymo imties vektoriaus) pacioje mokymo pradzioje, Cmin — tai mak-
simali ,,leidZziama“ prognozavimo paklaida. Tai toliausio, dar neigno-
ruoto vektoriaus atstumas nuo hiperplok§tumos mokymo pabaigoje.
Parametras gama valdo kaip ,,leistinas atstumas“, C mazéja prade-
dant nuo Cmax iki galimos ribos Cmin. Kaip atstumas C turéty biiti
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valdomas, kol kas dar néra iStirta, ir tai galéty biti bisimy tyrimy (ir
tyréjuy) tikslas.

Kaip minéta, formuluojant sau keliamus darbo su tiesinémis prog-
nozavimo lygtimis uzdavinius, pirmiausia reikia gerai isisavinti Mat-
lab’o kalba, 1§ anks¢iau pateikty komentary suprasti, ka kiekviena
programos eiluté daro ir kam joje nurodyti skaiiavimai yra reikalingi.
Tik isisaving paprastesnes programéles, naudodami ,.komanda*“ help
papildomai informacijai rasti ir perskaite teorija, galime Zengti pirmyn
— prie sudétingesniy uzdaviniy. Bandymas ,,perSokti“ kai kuriuos dar-
bo etapus sukels nesupratima, nereikalingg sutrikima ir netgi nepasiti-
kéjima savimi.

Programa ML Birza PROGNOZE leidziama i§ Matlab Command
window

>>Cmin=0.012;Cmax=2;gama=0.8;iter=1000;
ML_Birza_PROGNOZE
(351,450,451,1370,[1 11],iter,0.001,Cmin,Cmax,gama);
Rezultaty spausdinimo komanda

disp([corrcoef([yt(1:end-1,1),yt(2:end,1)]),corrcoef([yt,ytP]),
corrcoef([yt,yt_SLPprog]), [min(etl")',min(erl)7,
[sqrt(sum((yt-ytP).~2)/(nt2-nt1+1));
sqrt(sum((ym-ymP).”2)/(nm2-nm1+1))]]);
pateikia:

a) koreliacijos koeficientg tarp Sios ir rytdienos ,y-greky“. Tai
,buka® prognoze. IS tikryju matome, kad Siuo atveju koreliacijos koe-
ficientas netgi neigiamas (-0,495). O tai reiskia, kad jei Siandien bir-
zos indeksas pakilo, tai rytoj tikriausiai nukris. Ir atvirkséiai.

1.0000 -0.4951
-0.4951 1.0000

b) koreliacijos koeficienta tarp tikrosios ir prognozuoty ,,y-greky‘
reikS§miuy, jei prognozuojant naudojama standartiné regresija, koreliaci-
jos koeficientas p=0,9188:

1.0000 0.9188
0.9188  1.0000
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¢) koreliacijos koeficienta tarp tikrosios ir prognozuoty ,,y-greky‘
reik§miy, kai prognozuojant buvo panaudota robastiné VsP paremta
regresija. Siuo atveju koreliacijos koeficientas turbiit aukstesnis —
p=0,9765:

1.0000 0.9765
0.9765 1.0000

d) tolesniuose dviejuose stulpeliuose pateikiami su VsP gauti ab-
soliutiniy (septintame) ir (aStuntame) kvadratiniy paklaidy reik§miy
vidurkiai, apskaiCiuoti pagal testinius (virSuje) ir mokymo (apacioje)
duomenis:

0.0622 0.0835
0.1839 0.4138

e) devintame stulpelyje pateikiami su standartine regresija gauti
kvadratiniy paklaidy reikSmiy vidurkiai, apskaiciuoti pagal testinius
(virSuje) ir mokymo (apacioje) duomenis:

0.2445
0.2880

Ka parodé minéta programa atlikti eksperimentai?

Reikia pazymeti, kad $i karta parodéme ypac sé¢kminga robastinés
regresijos testavimo rezultata: 42 paveikslo virSuje pateiktas birzos
indekso tikryjy reikSmiuy pokycio grafikas rodo, kad 415-440-ties die-
ny laikotarpiu birza ypa¢ (nestandartiskai) svyruoja.

Mokymo duomenys buvo specialiai parinkti taip, kad i juos bty
itraukti netipiniai steb&jimai. Testavimo laikotarpiu (apacioje) tokiy
dideliy svyravimy beveik néra. Tad visais metodais gautas prognoza-
vimo tikslumas testiniuose duomenyse yra aukstesnis. Apskritai prog-
nozavimo tikslumas gana aukstas, todél 42 paveiksle prognozuotosios
ir prognozuojamosios reik§més beveik sutampa. Vél primename, kad
geriau pamatyti skirtumus padéty spalvoty grafiky analizavimas kom-
piuterio ekrane. Juos galima rasti minétame KU tinklalapyje.
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42 pav. Birzos indekso tikryju reikSmiy pokycio (matyti tik patys didziausi
svyravimai) ir VsP apskaiciuotos prognozés (mazesni svyravimai) kitimas
mokymui ir testavimui parinkty dieny laikotarpiais

Kartojant eksperimentus keliolika karty, robastinés regresijos mo-
kymo procesa valdantis parametry Cmin, Cmax ir gama ,, komplek-
tas* taip pat buvo labai sékmingai parinktas, dél to pasiseké beveik
idealiai ,,ignoruoti‘ netipinius steb&jimus ir gauti palyginti labai auks-
ta tiksluma. Tas ypa¢ matoma lyginant VsP ir standartines minimaliy
kvadraty biidu gautas regresijas: VsP, matyt, gaunamos aukstesnés
koreliacijos ir mazesnés prognozavimo paklaidos (tiek absoliutiné,
tiek kvadratiné). Pateiktoje programoje idéta keletas gauty rezultaty
tiksluma charakterizuojanciy rodikliy. Jie pavaizduoti 2D iSsibarstymo
diagramose. Pateikta programa galima, o galbiit ir reikéty, modifikuo-
ti, jtraukiant naujus spausdinimus (kaip tai daryti — programoje yra
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daug pavyzdziy), braizant papildomus grafikus, charakterizuojancius
ne tik VsP darba, bet ir standartine regresija skai¢iuojamas prognozes.
Reikeéty bandyti prognozuoti ne viena, o daugiau dieny i prieki. Reike-
ty naudoti daugiau rodikliy, galbiit ne dviejy, o triju ar net keturiy
dieny birzos indeksy kitimo istorijas.

Analizuojant eksperimentinius duomenis ir ieSkant juose désnin-
gumy, svarbiausia ne tiek patys skaiciavimai, kiek jy interpretavimas.
Stai keletas is galimy isvady:

1. Yra prasmé prognozuoti ne pati birzos indeksa, o jo pokyti.

2. Palyginti su ,,buka®“ prognoze ,,ryt bus taip, kaip ir Siandien®,
prognozuodami perceptronu ar standartine regresija gavome zenkliai
aukstesnj tiksluma. Siame konkregiame uzdavinyje gautas tikslumas
visiSkai neblogas.

3. Koreliacijos koeficientas ir minimali vidutiné¢ kvadratiné pa-
klaida yra du skirtingi prognozavimo tiksluma nusakantys rodikliai.

4. Jei turime testinius (ar validavimo) duomenis, prasminga kaip
galutini rezultata rinktis ta perceptrono svoriy vektoriy, kuris gauna-
mas ,,minimumo* (vertinant pagal testinius duomenis, jvertintus dau-
gelio mokymo iteracijy metu) taske.

Norédami paskatinti studijuojanc¢iuosius pacius analizuoti gautus
rezultatus, palickame tolesnes iSvadas bandyti formuluoti patiems.

Per laboratorinius ir namy darbus studentas ar savarankiSkai studi-
juojantysis pirmiausia turi iSbandyti déstytojo pateiktas programéles ir
i8siaiskinti, ka kiekviena i§ programos eiluciy atlieka, ka reiskia kiek-
vienas atspausdintas rezultatas, nupiesStas grafikas. ISanalizaves pro-
gramele, studijuojantysis turi pabandyti ka nors savarankiskai pakeisti,
ir svarbiausia, — suprasti, ka jis keicia (ar poZymiy rinkini, ar mokymo
duomeny kieki, ar mokymo algoritmo parametrus ir t. t.). Déstytojo (ir
studijuojanciojo taip pat) tikslas, kad studijuojantysis iSmokty sava-
rankiskai formuluoti uzdavinius, numatyti ju sprendimo btidus, nuspéti
gautus tyrimo rezultatus ir atlikti tiriamaji darba. ISmokimas savaran-
kiskai formuluoti sau keliamus uzdavinius, juos spresti ir jvertinti gau-
tq rezultatq yra BUTINAS praktiniame darbe.

Pirmoje pirmojo darbo dalyje dirbama su mazais, pagal norma-
luji pasiskirstyma dirbtinai generuotais duomenimis. Siuo atveju leng-
viau i8siaiSkinti pagrindinius tiesinés regresijos sudarymo ir gauty
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rezultaty jvertinimo principus. Sprendziant §j uzdavini reikia susigene-
ruoti mokymo bei testinius duomenis ir atlikti su jais nemaza eksperi-
menty, iliustruojanciy ivairius paties studijuojanciojo pasirinktus
prognozavimo uzdavinio aspektus.

Stai keletas galimy tyrimo krypéiy uzduodiy:

1. Nagrinéti prognozavimo tiksluma, jvertinamg naudojant moky-
mo ir testinius duomenis.

2. Nagrinéti, kaip mokymo duomeny kiekis veikia gaunama prog-
nozavimo tiksluma.

3. Nagrinéti, kaip pozymiy kiekis veikia prognozavimo tiksluma ir
kokia jtaka tai daro mokymo duomeny kiekiui.

4. Bandyti keisti programa gausas.m generuojamy duomeny kova-
riacing matrica, priklausomybes tarp prognozuojamojo ir prognozuo-
janc¢iyju pozymiy. Nagrinéti ju itaka prognozavimo tikslumui.

5. Sioje darbo dalyje galima bandyti savarankiskai keisti vieno ar
keleto mokymo vektoriy kai kuriy poZymiy reikSmes (dirbtinai, ranki-
niu biidu), i generuotus duomenis ivedant triukSma, t. y. didelius nuo-
krypius, pvz., po D=gausas(N,[1,-0.8;-0.8,1], [4,2]); pridedame:
D(13,2)=6;). Taip S§is tryliktasis stebé&jimas tampa ,.tolimu nuokry-
piu“. Tai atlikg, galime nagrinéti, kaip robastiné regresija juos (tuos
tolimus nuokrypius) ignoruoja. Bandyti analizuoti, kaip robastiskuma
valdantys parametrai gali biiti panaudoti robastiskumui stiprinti.

Antra pirmojo darbo dalis turéty buti atlikta su realiais duome-
nimis. Auksc¢iau buvo pateikta programélé

ML_Birza_ PROGNOZE.m,
kur nurodyta nemaza komandiniy eiluciy, galin¢iy buti naudingy ti-
riant realius duomenis. Studijuojantysis gali pasirinkti ir kitus duome-
nis.

Antros namy darbo dalies tikslas — iSmokti analizuoti realius duo-
menis, gauti kuo geresn¢ prognozavimo lygti, rasti svarbiausius, ti-
riamam reiskiniui jtakos turinius pozymius, sugebéti kritiskai jvertin-
ti darbo rezultata. Darbo su generuotais normaliniais duomenimis da-
lyje buvo akcentuojami prognozuojancios lygties gavimo biidai, pro-
blemos, susijusios su mokymu, prognozavimo tikslumo jvertinimu.
Antroje dalyje, atlickamoje su realiais duomenimis, akcentuojame
praktini darbo aspekta — naudingos informacijos iSgavima i§ duomeny
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masyvo ir jos panaudojima. Cia vél néra i§vardyti i§ anksto nustatyto
darbo etapai. Keic¢iant mokymo duomenis (imties tiirj, pozymiy rinki-
ni, prognozuojamy dieny skaiiy, perceptrono parametrus) reikia pa-
bandyti pagerinti prognozavimo su realiais duomenimis tiksluma.
Uzdaviniy formuluociy gali biti ir daugiau. Daugelis jy buvo mi-
nétos apraSant duomeny analizés metodus. Dalis bus iSvardyta 8.5
poskyrio pabaigoje. Sitilome studijuojanciajam iSplésti ju grupg.

8.3. Darbas Nr. 2. Tiesiné klasifikavimo lygtis

Darbo tikslas — i8analizuoti klasifikavimo uzdavinio esmg, iSmokti
naudotis standartine tiesine diskriminantine FiSerio funkcija ir vienas-
luoksniu perceptronu, iSbandyti $iuos du metodus sprendziant dirbtinai
generuotus ir realaus pasaulio duomeny analizés uzdaviniy duomenis,
iSmokti jvertinti gauta klasifikavimo tiksluma. Kaip ir regresijos uz-
davinio atveju, uzduotis — jsisavinti programing iranga, iSmokti ja mo-
difikuoti ir ja naudojant analizuoti iSmoktas teorines Zinias.

Tiesiniai statistiniai klasifikatoriai. Programy tekstai:

Pirmiausia pateiksime programéle, skirta tiesinei klasifikavimo
lygéiai sudaryti naudojant vienasluoksni perceptrona. Programa gauna
mokymo duomeny masyvus, klases — A ir B. Kiekvienas i§ masyvy
sudarytas ir ma eiluciy, & pozicijy (elementy, komponenciy, pozymiy)
kiekviena.

Pagalbinés programos (ju smulkiai aiSkintis nebttina, bet gali-
ma)

Standartinés tiesinés diskriminantinés FiSerio funkcijos gavi-
mas (viena komandiné eiluté)

M1=mean(A);M2=mean(B);WFisher=[(M1-M2)*inv(cov(A)+cov(B)),0];

Suskaic¢iavome dviejy klasiy vidurkius:
M1=mean(A); M2=mean(B),

kovariacines matricas cov(A)+cov(B) ir svoriy vektoriy WFisher.
Slenksti wO laikome lygiu NULIUI, kadangi manome, kad mokymo
duomeny vidurkis yra ,,nustumtas‘ i nulinj taska, t. y. M1+M2=0.
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Tiesinés diskriminantinés funkcijos gavimas vienasluoksniu per-
ceptronu slperceptron_as.m

% Tiesinés diskriminantinés funkcijos gavimas su VsP pagalba
% Autorius: Sariinas Raudys raudys@ktl.mii.lt
% A, B—mokymo duomeny masyvai
% n — mokymo iteracijy (epochy) skaiéius
% step — mokymo zingsnis
% at, bt — testiniai (arba validavimo) duomenys
% gama = 1,001 ar 1,03 — valdo mokymo zingsnio augima mokymo metu;
% po kiekvienos epochos mokymo zingsnis step padauginamas i$ gama,
% tad, jei gama=1,001 ir mokymo iteracijy — tikstantis, tai
% mokymo metu mokymo Zingsnis iSauga 1.001°1000 = 2,7 karto.
% LL, R2 — antireguliarizacijos parametrai, naudotini valdant svoriy dydzius
function [WMIN,etest,etrain,swtest,cost]=
slperceptron_as(A,B,n,step,target, Wstart,at,bt,gama,L.L,R2)
swtest=[[1:min(n,10)],[12:2:min(n,30)],[35:5:min(n,100)],
[110:10:min(n,300)],[320:20:min(n,500)],[550:50:min(n,1000000)]];
% swtest — iteracijy numeriai, kada bus skai¢iuojamos klasifikavimo klaidos,
% t. y. siekiant taupyti vieta ir laika nurodomi epochy numeriai,
% kada bus jvertintas klasifikavimo tikslumas
SWIP=1;minerror=1.0;
% minerror — nusistatoma minimalios klaidos pradiné reik§Sme
[ma k] = size(A); [mb k] = size(B);k1=k+1;mtab=size(at,1)+size(bt,1);
W=Wstart; WMIN=W;cost=[]; stepz=step/(ma+mb);
ta = (1-target) * ones(ma,1);
tb = target * ones(mb,1);
oa = ones(ma,1);AA=[A,0a]; ob = ones(mb,1);BB=[B,ob];
for i=1:n % ciklas iki n iteracijy
da=AA * W';db = BB * W';fa = oa./(oa+exp(-da));fb = ob./(ob+exp(-db));
za = ((ta-fa).* (fa - fa.*fa))'*AA,;
zb = ((tb-fb).* (fb - b.*{b))'*BB;
W =W +stepz * (za + zb)-LL*(W*W'-R2)*W;
if i==swtest(SWIP)
errt=size([find(W(1:k)*at'+W(k1)<0),find(W(1:k)*bt'+W(k1)>0)],2)/mtab;
etest(SWIP)=errt;
errm=size([find(W(1:k)*A'+W(k1)<0),
find(W(1:k)*B'+W(k1)>0)],2)/(ma+mb);
etrain(SWIP)=errm;
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da=AA *W'"db=BB * W';
fa = oa./(0oatexp(-da));fb = ob./(ob+exp(-db));
cost(SWIP)=sqrt(((ta-fa)"*(ta-fa)+(tb-fb)"*(tb-fb))/(ma+mb));
SWIP=SWIP+1; if errt < minerror minerror = errt; WMIN=W;
end;
end; stepz=stepz*gama;

end % ciklo iki n iteraciju pabaiga

swtest=swtest(1:SWIP-1);

return

Dvi klases skiriancios tiesés pieSimas dvimatéje erdvéje
plot_ LDF(V,w,s).m

% plot LDF([V(1),V(2),V(3),V(4)],w,'k-")

% srityje, apibréziamoje x1 ir x2-uoju koordinatémis V,

% nupiesia skiriamaji pavirsiy (tiesg)

% w(1:2)*(x1,x2)"+w(3)=0, Cia tiesés lygtis

% s —nurodo, kokia spalva ir kokia linija piesti dvi klases skiriancia tiesg

function plot LDF(V,w,s)
wl =w(1:2); w0 =w(3);
x = sort([V(1),V(2),(-w1(2)*V(3)-w0)/w1(1),(-w1(2)*V(4)-w0)/w1(1)]);
x =x(2:3);
y = (-wl(1)*x-w0)/w1(2);
plot(x,y.s);
return

Pseudovalidavimo duomeny masyvo padarymas i§ mokymo
duomeny ColoredGAUSnoise.m

Programa i§ mokymo duomeny padaro pseudovalidavimo duome-
nis, reikalingus siekiant nustatyti, kada biity reikéje sustabdyti percep-
trono mokyma. Kiekvienam mokymo vektoriui ji suranda KN (sitlau
du arba tris) artimiausius kaimynus ir jy kryptimi sugeneruoja Nnoise
naujus vektorius. Taip duomeny kiekis ,iSauga“ Nnoise kartuy.
,»Triuk§mo* dispersija valdoma parametru NoiseSD. Nauji duomenys
gali buti naudojami ne tik testuojant (nustatant optimaly mokymo ite-
racijy skaiciy, parenkant geriausia pozymiy rinkinj ir pan.), bet ir mo-
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kant vienasluoksnj arba daugiasluoksni perceptronus. Pastaruoju atve-
ju mokymo procese naudojame naujus, su triuk§mu sugeneruotus duo-
menis, 0 testuojame su originaliaisiais, t. y. ,,mokymo*, duomenimis.
Kai kas teigia, kad taip iSeina netgi geriau, bet vadovélio autorius tuo
néra isitikings. Sio klausimo tyrimas galéty biti savarankisko tyrimo
darbo Nr. 4 objektas. Tai galéty tapti ir rimto mokslinio tyrimo tema.

% k-NN DIRECTED (COLORED) NOISE INJECTION

% Autorius: Ausra Saudargiené, o

% Sartinas Raudys <raudys@ktl.mii.lt> programa modifikavo.

% IS kiekvieno mokymo vektoriaus X padaroma “Nnoise” naujy vektoriy,

% vektoriaus X komponentes atsitiktinai pastumiant (ten-atgal) KN jo

% artimiausiy kaimyny kryptimis. Atsitiktinis POSTUMIS pasiskirstes pagal
% normaluji désni, kurio vidurkis 0, ir standartinis nuokrypis “NoiseSD”,

% padaugintas 1§ atstumo iki artimiausio kaimyno, ka kryptimi.

% Teorija — paskaity konspekte, straipsnyje ir knygoje:

% Skurichina M., Raudys S., Duin R. P. W. K-nearest neighbors directed

% noise injection in multilayer perceptron training, I[EEE Trans. on Neural
% Networks, 11:504-511, 2000, taip pat knygoje Raudys S. Statistical and
% Neural Classifiers: An integrated approach to design. Springer, 2001.

% Si triuk§mo generavimo idéja véliau panaudota ir “Method and system
% for classifying a halftone pixel based on noise injected halftone frequency
% estimation. United States Patent 6185336. Issued on Feb. 6, 2001

% Programos jéjimai:

% A — duomeny masyvas Na vektoriy-eilu¢iy po p poZymiy.

% KN — artimiausiy kaimyny skaicius: rekomenduotina du arba trys.

% Nnoise — naujy vektoriy, dirbtinai sugeneruoty i§ vieno mokymo

% vektoriaus, kiekis. Jei duomeny nedaug, galima imti Nnoise=10;

% NoiseSD — uzdedamo triuk§mo standartinis nuokrypis

% Programos i§éjimai:

% NOISDATA — ,,uztriuk§mintas® ir “Nnoise” karty padidintas mokymo

% duomeny masyvas

function NOISDATA=ColoredGAUSnoise(A,KN,Nnoise,NoiseSD);
[Na,p]=size(A);AT=A";% standartinis triuk§mo nuokrypis
NOISDATA=[];ONESV=ones(KN,1); ONESH=ones(1,p);
ONESDATA=ones(1,Na);
for i=1:Na

dd=A(i,:)*ONESDATA-AT;d=sum(dd.*dd);
% atstumy tarp vektoriaus A(i,:) ir visy tos klasés mokymo vektoriy,

141


http://www.patentstorm.us/patents-by-date/2001/0206-1.html

% masyvas AT, skaiCiavimas

[ds,ind]=sort(d); % surikiuoja atstumus pagal dydi
neg=A([ind(2:KN+1)],:);% randa KN artimiausius kaimynus
DISTANCES=NoiseSD*(neg-ONESV*A(i,:));

% atstumai iki KN artimiausiy kaimyny

% dabar bus ciklas iki generuojamy vektoriy kiekio, kur prideda triukSma
for nv=1:Nnoise deltam=(randn(KN,1)*ONESH).*DISTANCES;

% atsitiktinai sugeneruoti atstumai noism(nv,:)=A(i,:)+(sum(deltam));
% prie vektoriaus A(i,:) pridedame KN artimiausiy vektoriy vidurkius
end

NOISDATA=[NOISDATA;noism];

end

return

Stai trys eilutés, skirtos paties metodo ir triukmo pridéjimo programai tes-
tuoti ir suprasti. Sias eilutes paleidg, lengviau suprasite programos veikimo
principus.

a=randn(20,2);A=[a(:,1),0.1*a(:,2)+a(:,1).”2];
BN=ColoredGAUSnoise(A,2,3,1);
figure(1);plot(A:, 1),A(:,2),70' BN(:;,1),BN(:,2),g.).

Pagrindinés programos (jas analizuoti biitina)

Tiesiniy diskriminantiniy funkcijy, gauty su perceptrono pagalba,
tyrimas naudojant dvimacius normalinius (Gauso) duomenis

KeliKlasifikatoriai.m Programa generuoja dvimadcius, pagal
normalyji (Gauso) pasiskirstyma pasiskirs¢iusius mokymo ir testinius
duomenis, moko perceptrona, parodo, kaip kinta klases skirianti tiesé
mokymo metu, jvertina klasifikavimo tiksluma. Kad perceptronas
mokytysi greiciau, i§ pat pradziy randamas mokymo duomeny vidur-
kis (vektorius MM), jis atimamas kiekvienoje klaséje tiek i§ mokymo,
tiek ir i$ testiniy duomenu. Tada, pradéje perceptrona mokyti nuo ,,nu-
liniy“ svoriy, po pirmos iteracijos gauname euklidinio atstumo klasifi-
katorius, o tai yra labai gera pradzia. Tai rodo ir juoda britksnine linija
pazymeéta tiesé, visiSkai neblogai skirianti mokymo duomenis (Figu-
re 2, Matlab o programoje arba 43 pav.). Paskui vél kartojame percep-
trono mokyma pradédami nuo nuliniy svoriy dvideSimt, du Simtus,
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tiikstant iteraciju. Po kiekvieno mokymo su programa plot LDF kas-
kart skirtingomis spalvomis pieSiame klases skiriancias tieses (zr. Fi-
gure 2, Matlab o programoje arba 43 paveiksla).

.5 (J) 5
E - po pirmos epochos, F - Fiseris, P - pati mokymo pabaiga

43 pav. Dviejy klasiy duomenys ir jas skiriancios tiesés,
gautos ivairiais biidais

Vienasluoksnis perceptronas gali realizuoti standarting tiesing dis-
kriminanting FiSerio funkcija, taigi ja ir bandome gauti mokydami
perceptrona. Dvi eilutés

M1=mean(am);M2=mean(bm);

WFisher=[(M1-M2)*inv(cov(am)+cov(bm)),0];

suskai¢iuoja svoriy vektoriy WFisher. Paskui nubréziame FiSerio kla-
sifikatoriaus rasta skiriamaja tiesg:

plot LDF([-5 5 -5 5],WFisher,'’k-"); % juoda linija 43 paveiksle

Misy pavyzdyje klasés atsiskiria palyginti gerai, todél klasifika-
vimo klaidos tikimybé yra maza. Jei trokStami i$¢jimai yra NULIS
arba VIENETAS, tai perceptrono svoriai greitai iSauga, o tai apsunki-
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na gauti FiSerio klasifikatoriy. Kad svoriai neiSaugty ir galétume paro-
dyti, jog Fiserio klasifikatorius i§ tikryjy gali biiti gautas, perceptrono
mokyma specialiai modifikuojame. Tam naudojame mazai besiski-
riancius trokStamus i$¢jimus: 0,4 ir 0,6:

[WMIN( etestf,etrain,SW,cost]=
slperceptron_as(am,bm,16000,1,0.4,Wstart,at,bt,1.0001,0,0).

Rezultatas — 43 paveiksle pateikiama zydra punktyring linija, kuri
praktiskai sutampa su juodaja.

KAIP PIRMA KARTA KREIPTIS [ éIA PROGRAMA:
>> KeliKlasifikatoriai

% autorius: Sartinas Raudys raudys@ktl.mii.lt

% tikslas: 2-maciy 2 klasiy atveju pamatyti, kaip mokosi perceptronas,

% kaip kinta dvi klases skirianti tiesé

% pradedama nuo euklidinio atstumo klasifikatoriaus (po 1-os iteracijos),

% einama link FiSerio, o galiausiai priartéjama prie atraminiy vektoriy

% (support vector) klasifikatoriaus

% kreipimasis: i§ Matlab’o Command window: >> KeliKlasifikatoriai

Nmok=50;Ntest=250;iteraciju=1;step=0.1;target=0; Wstart=[0 0 0]; ga-

ma=1;LL=0;R2=40;randn('seed',12345);

% nustatome atsitiktiniy skai¢iy generatoriy

ml1=[2.6 -1];m2=[-2.2 1];;K1=[1 -1.3;-1.3 4];K2=[1 0.8;0.8,1];

% nusistatomi duomeny vidurkiai ir kovariacinés matricos

am=gausas(Nmok,K 1,m1);bm=gausas(Nmok,K2,m2);MM=mean([am;bm]);

% susigeneruoju mokymo duomenis,

% randu abiejy klasiy bendra vidurkij: 2-matj vektoriy MM

am=am-ones(Nmok, 1)*MM;bm=bm-ones(Nmok,1)*MM;

at=gausas(Ntest,K1,m1);bt=gausas(Ntest,K2,m2);

% sugeneruoju kiekvienoje klaséje Ntest normaliyjy 2-maciy vektoriy

at=at-ones(Ntest,1)*MM;bt=bt-ones(Ntest,1)*MM;

% 18 mokymo ir test duomeny atimu vidurki MM.

[WMIN,etest1,etrain,SW,cost]=slperceptron_as(am,bm,iteraciju,step,target,
Wstart,at,bt,gama,LL,R2);

% mokau perceptrong

MI=mean(am);M2=mean(bm);

figure(2);clf;plot(am(:,1),am(:,2),'bo',bm(:,1),bm(:,2),'ro');hold on;

plot LDF([-5 5 -5 5], WMIN,'k--");

plot(M1(1),M1(2),'bx',M2(1),M2(2),'rx','MarkerSize',15);0,pause(4)
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% nupiesiu mokymo duomenis, parodau jy vidurkius, nupiesiu skiriamaja
% tiesg po 1-os iteracijos. Tai euklidinio atstumo klasifikatorius
[WMIN, etest2,etrain,SW,cost]=slperceptron_as(am,bm,20,step,target, Wstart,
at,bt,gama,LL,R2);plot LDF([-5 5 -5 5], WMIN,'r:") ;1,pause(4)
% po 20 iteracijy skiriamoji tiesé (raudona) pajudéjo vos vos
[WMIN, etest3,etrain,SW,cost]=slperceptron_as(am,bm,200,step,target,
Wstart,at,bt,1.0001,LL,R2);plot LDF([-5 5 -5 5], WMIN,'g-"); pause(.4)
% po 200 iteracijy skiriamoji tiesé (Zalia) taip pat vos vos tepajudéjo, taciau
% ji faktiskai jau ,,uzlipo® ant raudonos
[WMIN, etest4,etrain,SW,cost]=slperceptron_as(am,bm,1000,step,target,
Wstart,at,bt,1.001,LL,R2);plot LDF([-5 5 -5 5],WMIN,'b-');
% po 1000 iteracijy skiriamoji tiesé¢ (mélyna) jau matomai pajudéjo,
% bet visgi dar labai nedaug
[WMIN,etestS,etrain5,SW,cost]=slperceptron_as(am,bm,16000,step,target,
Wistart,at,bt,1.002,LL,R2);plot LDF([-5 5 -5 5], WMIN,'m--');
% mokau perceptrona 16 000 iteracijy, smarkiau didinu mokymo zingsni,
% kad gauciau atraminiy vektoriy klasifikatoriy — briik$ning violeting linija
xlabel('violetine — mokymo pabaiga, juoda — Fiseris")
figure(1);clf;plot(at(:,1),at(:,2),'c.’,bt(:,1),bt(:,2),'m.",
am(:,1),am(:,2),'bo',bm(:,1),bm(:,2),'ro',;m1(1),m1(2),'bx',m2(1),m2(2),'rx")
% piesia mokymo ir testinius duomenis, pazymi tikruosius klasiy centrus
WFisher=[(M1-M2)*inv(cov(am)+cov(bm)),0];
figure(2);plot LDF([-5 5 -5 5],WFisher,'k-");
% bréziu Fiserio klasifikatoriaus skiriamaja ties¢
[WMINT, etestf,etrain,SW,cost]=slperceptron_as(am,bm,16000,1,0.4,
Wstart,at,bt,1.0001,0,0);
plot LDF([-5 5 -5 5], WMIN{,'c:");
disp('taip mokant i§¢jo FiSerio klasifikatoriaus zydra spalva')
% Teko pavargti, siekiant rasti salygas (net 16 000 iteraciju,
% ir mokymo zingsnis po % kiekvienos iteracijos vis buvo
% po 0,1 PROCENTO didinamas), kad skiriamoji
% tiesé (zydra) faktiSkai sutapty su statistinio FiSerio klasifikatoriaus tiese,
% zr. apacioje:
figure(1);hold on;plot LDF([-5 5 -5 5],WMIN,'m--");
plot LDF([-5 5 -5 5],WFisher,'k-");
% bréziu mokymo ir test duomenis bei Fiserio (juoda)
% 1ir perceptrono (violeting) galuting skiriamasias tieses
figure(3);clf;plot(SW,etest5,'m-',.SW etestf,'c:',SW etrain5,'m:");
% braizau klasifikavimo klaidy mazéjima augant mokymo iteracijy skaiciui
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Programélés KeliKlasifikatoriai.m pagrindinis pieSinys — tai moky-
mo duomeny iSsibarstymas dvimatéje erdvéje, FiSerio klasifikatoriaus
skiriamoji ties¢ (juoda) bei kelios abi klases skiriancios tiesés, gutos mo-
kant VsP jvairy iteracijuy skai¢iy. Viena ju (zydra) praktiskai sutampa su
FiSerio sprendiniu (juoda linija). Violetiné tiesé nutolusi mazdaug vieno-
dais atstumais nuo artimiausiy priesingy klasiy mokymo vektoriy ir apy-
tiksliai realizuoja atraminiy vektoriy (support vector) klasifikatoriy.

AtpaZinimo algorimo, skirto atskirti gerus elektros variklius nuo
blogy, sudarymas naudojant vienasluoksnj perceptrona.
Klasifikavimas_suSLP_U.m

% KAIP PIRMA KARTA KREIPTIS [ STA PROGRAMA

% Q=1;N=100;kiek=10;sigma=0.8;iter=500; step=0.1;LL=0.8;

% Klasifikavimas suSLP U % arba

% Q=2;N=100;kiek=10;sigma=0.8;iter=500; step=0.1;LL=0.8;

% Klasifikavimas_suSLP U

% Q=1 VECTORS: 1:2:end - for training, and

% VECTORS: 2:2:end - for testing, Q=2 - vice versa (priesingai)
% kiek — naujy dirbtiniy vektoriy kiekis ,,triuk§mo* pridéjimo programoje
% sigma — standartinis triukSmo nuokrypis

% generuojant pseudovalidavimo duomenis

% iter — batch iteraciju (epochy) skaicius

% autorius: Sartinas Raudys raudys@ktl.mii.lt

% Tai tik ,,standartiné* programa; ja suprat¢ mokétume ja

% modifikuoti ir parodyti VsP pritaikyma gan nelengvam uzdaviniui
load vibration;

% nuskaitom elektros motory vibravimo spektry duomenis

% AO01 ir BO1 (pirma—antra klasés)

[NT, p]=size(A01); % duomeny dydis

Li=1-LL;

% ¢ia LL — reguliarizavimo parametras, nustatantis,

% kaip pasuke pradésim mokyti perceptrong
A=A01(Q:2:NT,1:p);B=B01(Q:2:NT,1:p);

% Q nurodo, kuri duomeny dalis bus naudojama mokymui,

% o kuri — testavimui. Kas antrg imam mokymui,

% o kitus kas antra — testavimui
VID=mean([A;B]);SS=inv(sqrt(0.5*diag(diag(cov(A)+cov(B))+0.02)));
A=(A-ones(N,1)*VID)*SS;B=(B-ones(N,1)*VID)*SS;
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% atimam vidurkj, padalijam i§ standartiniy nuokrypiy
A1=A01(3-Q:2:NT,1:p);B1=B01(3-Q:2:NT,1:p);Al=(Al-
ones(N,1)*VID)*SS;B1=(B1-ones(N,1)*VID)*SS;

% tas pats test duomenims

AN=ColoredGAUSnoise(A,3.kiek,sigma);
BN=KUCcoloredGAUSnoise(B,3,kiek,sigma);

% padarom pseudovalidavimo duomenis,

% prie kiekvieno mokymo vektoriaus pridedami kiek ,,uztriukSminty*
% vektoriy. Pvz., jei kiek=5, padarom penkis naujus vektorius
Kl1=cov(A);K2=cov(B);K=K1*0.5+K2*0.5;[T,D,V]=svd(K);
Tr=T*inv(sqrtm(D*L1+LL*eye(p)));

% randam duomeny pasukimo matrica ,, Tr*.

% Tai darom tod¢l, kad pozymiai tapty nebekoreliuoti ir

% kiekvieno naujo pozymio dispersijos bty artimos VIENETUI
As=A*Tr;Bs=B*Tr;Als=A1*Tr;B1s=B1*Tr;AsSN=AN*Tr;BsN=BN*Tr;
% mokymo, testiniy ir pseudovalidavimo duomeny pasukimas
figure(3);plot(As(:,1),As(:,2),'r.",Bs(:,1),Bs(:,2),'b."

% pazitrim, kaip atrodo klasés dvieju pirmyju pasukty pozymiy erdvéje
Ps=3;Pk=2;figure(4);plot(As(:,Ps),As(:,Pk),r.",Bs(:,Ps),Bs(:,Pk),'b.")

% zitirim, kaip tos klasés atrodo kity laisvai pasirinkty ,,Ps“ ir ,,Pk“ pozymiy
% erdvéje. Studijuojantysis gali pazitiréti, kaip perceptronas mokysis,

% jei duomeny nepasuksim. Tikétina, kad mokymas vyks léciau. Nors
% visko biina. Jei pasukimas ,,blogas® (pvz., ji konstruojame i§ pernelyg mazo
% duomeny kiekio), tai pasukimas gali ir pabloginti. FILOSOFIJA:

% Kiekvienas geras metodas, ji blogai naudojant, gali ir pakenkti.

Wstart=zeros(1,p+1); % startinis svoriy vektorius (nuliai) —

% rekomenduotina pabandyti ir kitokius startus, pvz.,

% Wstart=zeros(1,p+1)+0.2;

[Wlt,etestl etrain,swtest,ct]=

slperceptron_as(As,Bs,iter,step,0,Wstart,Als,B1s,1,0,10);

% mokom su As,Bs+ testuojam su testiniais duomenimis, Als,Bls

Pl=size(find(W1t(1:p)*Als“+W1t(p+1)<0),2);

P2=size(find(W1t(1:p)*B1s+W1t(p+1)>0),2);

% suskai¢iuojam, kiek neteisingai suklasifikavo pirmos (P1) ir

% antros (P2) klasiy testiniy vektoriy

disp([size(Als,1)-P1,P1;P2,size(Bls,1)-P2]);

% klasifikavimo klaidy kiekj atspausdinam kaip lentelg

[W1,etestV etrain,swtest,ct]=
slperceptron_as(As,Bs,iter,step,0,Wstart, AsN,BsN,1,0,10);
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% mokom su mokymo duomenimis,
% bet testuojam su pseudo-validation (,,uztriukSmintais®)
figure(1);clf;plot(swtest,etest],'’k-',swtest,etestV,'r-',swtest,etrain,'g:');
xlabel('iterations');ylabel('red-validation,
black-test, green - training error rates')
disp(‘etestlend min(etest1) etestVend min(etestV)
etrainend min(etrain)  Startas nuliai');
% spausdinant ant ekrano, rezultatas nurodo, kas ka reiskia
disp([etest1(end),min(etestl),etestV(end),min(etestV),
etrain(end),min(etrain)])
% spausdina rezultatus

Wstart=zeros(1,p+1)+0.09;
% pakeiciame startini svoriy vektoriy,
% kad parodytume, jog iSeis blogiau, mokyma kartojame pradédami nebe
nuo
% nuliniy svoriy. Matome, kad i$ tikryjy iSeina blogiau.
[WIT,etestl etrain,swtest,ct]=
slperceptron_as(As,Bs,iter,step,0,Wstart,A1s,B1s,1,0,10);
% kad pamatytume skirtuma tarp pseudovalidavimo ir testiniy duomenuy,
% mokom, kaip ir ankséiau, bet testuojam ne pseudovalidavimo
% duomenimis, bet testiniais
[W1V etestV etrain,swtest,ct]=
slperceptron_as(As,Bs,iter,step,0, Wstart,AsN,BsN, 1,0,1);
% mokom As,Bs bet testuojam su pseudo-validation.
% To reikéty, siekiant jvertinti optimaly
% mokymo iteracijy skaiciy iterValidOpt. Tada imtume perceptrona, mokyta
% “iterValidOpt” epochy. Studijuojanciajam uzdavinj paleisti DU kartus
% (validuojant su testiniais ir % pseudovalidavimo duomenimis)
% reikia tam, kad suprasty (pajausty) persimokymo efekta,
% ir tam, kad naudodamas pseudovalidavimo duomenis, galéty §i efekta
% ivertinti, nors ir nevisiskai tiksliai.
% Taciau suprasti §i efekta yra labai svarbu.
figure(2);clf;plot(swtest,etest1,'’k-',swtest,etestV,'r-',swtest,etrain,'g:");
disp(‘etestlend min(etestl) etestVend minEtestV) etrainend
minEtrain Startas jau nebe nuliai');
% spausdinam teksta, nurodanti, ka Zemiau spausdinsime.
disp([etest1(end),min(etestl),etestV(end),min(etestV),etrain(end),
min(etrain)])
% spausdinam klasifikavimo tiksluma mokant ir testuojant (validuojant).
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Aprasant darba Nr. 2 reikéty pateikti:

A. Darbo tikslg, t.y. i§vardyti, kokie konkretiis teoriniai teiginiai
apie vienasluoksniy perceptrony sudarymo principus, inicializavima,
mokymo parametrus, i§déstyti paskaitose ar rasti savarankiskai studi-
juojant literatiira, bus Siame, studijuojanciojo atliktame, darbe patvir-
tinti/tirti.

B. Darbo eigq, kur bus aprasyti konkrettis eksperimentai, ju atli-
kimo salygos, pateikti rezultatai, nurodyta, kas nauja, lyginant su Sioje
knygoje pateiktomis programélémis, buvo padaryta.

C. Konkrecias isvadas, teiginius. Nurodyti, kokie ivertinimai, gra-
fikai ir kaip patvirtina namy darbo autoriaus formuluojamus teiginius.

Sio tipo ,reikalavimai“ galioja ne tik $iam, bet ir kitiems namy
darbams, taip pat ir kursiniams, magistriniams darbams.

8.4. Darbas Nr. 3.
Daugiasluoksnis perceptronas

Darbo tikslas — iSnagrinéti daugiasluoksnio perceptrono veikimo
esme, susipazinti su jo mokymo ypatybémis, praktiskai susidurti su
mokymo sunkumais, daugiasluoksni perceptrong pritaikyti sprendziant
realaus pasaulio duomeny vaizdavimo, klasifikavimo ir prognozavimo
uzdavinius. Si metoda bandysime naudodami realius duomeny anali-
zés uzdavinius. Mokysimés jvertinti gauta klasifikavimo, poZymiy
iSskyrimo tiksluma. UZduotis — {sisavinti programing jrangg ir ja nau-
dojantis analizuoti anksCiau Siame vadovélyje iSdéstyta teoring me-
dziaga. Naudosime standartines Matlab’o Neural Networks toolbox
esancias programas. I§ daugelio neuroniniy tinkly tipy ir ju mokymo
metody naudosime populiariausia. Tai daugiasluoksnis perceptronas,
mokomas antros eilés Levenberg-Marquardt metodu. Sis algorimas
yra greitas, taCiau daznai pakliiva | lokalinius minimumus. Todél
naudosime ,,multistart* rezima, kai perceptrona mokome ne viena, o
keleta karty ir i$ ju pasirenkame sékmingiausia. Norint jvykdyti ke-
liamas uzduotis, reikia isidiegti Matlab Neural Networks toolbox,
kur yra daugiasluoksnj perceptrona realizuojancios programos.
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Toliau pateiksime pavyzdinj programos, paraSytos Matlab’o kal-
ba, teksta, kur nurodyta nemaza komandy (programos eiluciu), kurias
galima biity panaudoti ka tik minétiems uzdaviniams spresti.

Duomenys. Tiek vienasluoksniame, tiek daugiasluoksniame per-
ceptrone ir mokydami, ir testuodami (arba validuodami) privalome
turéti i€¢jimo vektoriy masyva ir trok$tamy (iSéjimo) vektoriy masyva.
Skirtingai nuo vienasluoksniu perceptrony, p-maciy i€jimo vektoriy
masyvas (pavadinkime ji P), — tai pxn lentelé, sudaryta i§ n stulpeliy,
p komponenciy (elementy) kiekviename i§ ju. Kitaip apibiidinant,
masyvas P — tai p eiluCiy, kurios visos sudarytos i§ n elementy. Pazy-
métina, kad programos VsP ir DsP parengtos ne vieno zmogaus, todél
duomenys jose apibréziami skirtingai (eilutés ir stulpeliai sukeisti).
Trokstami i$éjimai, masyvas T — tai n vektoriy stulpeliy, sudaryty i§
K reikSmiy, kur K — i§éjimo neurony kiekis. Jei sprendziame dvieju
klasiy atpazinimo uzdavini, tai i$¢jimas vienas, t. y. K = 1. Jei klasiy
daugiau nei dvi, tai i$¢jimy skaicius lygus klasiy skaiciui. 1§ K ele-
menty sudarytame stulpelyje K i$ ju lygiis nuliui, o likes vienas (tikroji
klas¢) — vienetui (jei aktyvavimo funkcija sigmoidiné, bitent ,,10g-
sig®). Prognozavimo uzdavinyje i$éjimy skaiCius lygus prognozuo-
jamy parametry kiekiui. Mokant daugiasluoksni perceptrong paprastai
pateikiami mokymo duomenys (masyvai P ir T) ir testiniai (arba vali-
davimo) duomenys.

UZkrésty skirtingo tipo virusais mieliy ekspresatpaZinimas —
tai svarbus ir labai aktualus Siuolaikinis uzdavinys. Analizuojami
duomenys, masyvas MIEL1501, — tai 1001 1501-maciy vektoriy ma-
syvas. Siame masyve pirmosios 1500 iéjimo vektoriy komponenéiy —
tai 1500 spektro atskaitymy. Kiekvienas i§ 1001 mieliy méginio uz-
kréstas kazkuria i§ 10-ties ligy. DeSimtyje klasiy turime 113, 84, 116,
83, 120, 56, 90, 97, 113 arba 129 vektorius. Paskutinis, 1501-asis,
pozymis — tai klasés numeris. Tyrimo tikslas: sudaryti atpazinimo
(klasifikavimo) taisykle, leidziancia pagal 1500 i¢jimo vektoriaus
(spektro atskaitymy) matavimy patikimai nustatyti, kuriai i§ deSimties
klasiy $is vektorius priklauso.
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Toliau pateikiame Matlab’o programéle, skirta duomenims vizua-
lizuoti naudojant daugiasluoksnj perceptrona. Stai keletas komentary.
Jei programélg naudosime klasifikavimo ar prognozavimo uzdavi-
niams spresti, teks ja Siek tiek modifikuoti.

[éjimo pozymiy yra daug — net 1500. Pus¢ turimy vektoriy, t.y.
500, naudosime mokymui, t. y. daugiasluoksnio perceptrono svoriams
rasti. Likusia duomeny pusg (501 vektoriy) naudosime testavimui (tik-
rinimui), t. y. klasifikavimo klaidos dazniui jvertinti, momentui, kada
DsP-no mokymo procesa reikia stabdyti, rasti. [éjimo pozymiy yra
labai daug, taigi DsP svoriams rasti 500 vektoriy yra aiskiai per maza.
Todél iéjimo pozymiy kiekj reikia mazinti. Pirmas biidas sumazinti
pozymiy kieki buvo imti tik kas kelinta pozymj, pvz.:

Pmok=MIEL(1:2:1001),1:rr:1500)".

Siame pavyzdyje imame kas rr-taji pozymi. Jeigu, pavyzdziui,
rr = 20, tai atpazinimo taisykle sudarysime tik i§ 75 poZymiy. Visi
bandymai imti tik kas kelinta pozymij sékmingi nebuvo.

Kitas pozymiy kiekio sumazinimo variantas — tai suvidurkinti rr
paeiliui einanéiy pozymiy. Sis biidas taip pat nebuvo sékmingas.

Trecias buidas sumazinti klasifikavimo taisyklei naudojamy poZzy-
miy kieki — tai euklidinio atstumo klasifikatoriaus panaudojimas pa-
suktoje pozymiy erdvéje. Turédami deSimt klasiy, suskai¢iuojame
desimt pasverty sumy

yx)=x"x,-% X X,,j=1,2,..,10,
kur X, — tai j-tosios klasés vidurkiy vektorius, {vertintas i§ mokymo
imties.

Pozymiai y(x) , y2(x) , ... , y10(x) ir bus naudojami klasifikavimo
taisyklei sudaryti.

Programa sudaryta i§ dviejy daliu. Pirmoje dalyje formuojama po-
zymiy sistema ir tolesniame tyrimo procese naudojamas klasiy rinki-
nys, mokymui ir testavimui naudojamy duomeny rinkiniai. Antroje
dalyje formuojamas ir mokomas daugiasluoksnis perceptronas, patei-
kiami rezultatai.
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Stai kreipimasis | programa

>> clear;STST=24642;rand('state',STST);KIEKiter=[8 32]; FIGU=5; Hid-
den=2; klases=[1 3 5 10]; Yeast MLP_FeatureExtraction;

Kreipiantis { programa nurodoma:

STST=24642;

% tai atsitiktiniy skaiciy generatoriaus pradinis nustatymas,

% daves nebloga rezultata.

KIEKiter=[8 32]; % tai mokymo epochy skai¢ius (32), skai¢ius 8 reiskia, kad
% rezultatai bus spausdinami kas 8 mokymo epochas, kuriy kiekvienoje yra
% tiek iteracijy, kiek yra mokymo vektoriy.

Hidden=2; % tai paslépty neurony kiekis

FIGU=S;

% tai pirmo pieSinio, kur pradedame pateikti duomenis

% dvimatése erdvése numeris. Kartojant eksperimenta galima

% nurodyti kit skaiciy. Tada grafikus galésime lyginti.

% klases=[1 3 5 10]; nurodomas tiriamy klasiy rinkinys. Siame pavyzdyje

% grafiky pieSimo aiSkumui pagerinti nurodytos tik keturios pacios

% gausiausios klasés.

Pateikiamame eksperimente antroji dalis vykdoma daugelj kar-
tu (multistart rezimu), kur kiekviena karta perceptronas mokomas
pradedant skirtingais svoriy vektoriais. Procediira buvo kartojama
daugeli karty tol, kol pasiseké gan neblogai atskirti keturias klases:
2.5% klaidy mokymo ir 11.7% klaidy testavimo metu.

PIRMA uzZduoties dalis: duomeny dimensiSkumo maZinimas.
Klasiy bei mokymo ir testavimo duomeny sudarymas

load MIEL;% nuskaitome duomenis,
nntwarn off;
% anuliuojame komentarus, jei buvo naudota senesné Matlab o versija.

% PIRMAS POZYMIU KIEKIO MAZINIMO IR
% NORMALIZAVIMO ETAPAS
T=[];KlasNr=[];Nklasiu=size(klases,2); p=1500;
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KlasN=round(MIEL(:,end)./100)";

% anksciau, spausdinant duomenis, mums pateiktuose duomenyse klasiy
% numeriai buvo padauginti i§ 100, todél dabar padalijome
M=mean(MIEL(1:2:end,1:p));sdev=std(MIEL(1:2:end,1:p));

% randame pusés duomeny vidurk] ir standartinius nuokrypius
mstD1=mean(sdev)/10;
MIEL=(MIEL(:,1:p)-ones(1001,1)*M)./(mstD1+ones(1001,1)*sdev);

% duomenis ,,normalizavome® atimdami vidurki ir suvienodindami dispersi-
jas

Nkkk=[113 84 116 83 120 56 90 97 113 129];

% vektoriy kiekis klasése

ko=zeros(p,p); for j=1:10 F=find(KlasN==j);
ko=[ko+cov(MIEL(F(1:2:end)))*Nkkk(j)]; end;

% suradom bendra visoms klasés kovariacing matrica ,,ko*
[T,D,V]=svd(ko/1001); Tt=T*sqrtm(inv(D+0.01*eye(p)));

% radom matricos ,,ko‘ nuosavus vektorius ir nuosavas reikSmes

% bei duomeny pasukimo matrica Tt

MIEL=MIEL*Tt(:,1:490);

% duomenis pasukame palikdami tik pirmuosius 490 naujy pozymiy. Tai
% darom tod¢l, kad likusiose 1010-yje kryp¢iu duomeny dispersija NULIS,
% o pozymiy net 1500, tuo tarpu mokymo vektoriy tik 500.

% ANTRAS POZYMIU KIEKIO MAZINIMO IR NORMALIZAVIMO
% ETAPAS

M=[[; TR=[];T=[];

for j=1:10 F=find(KlasN==});M(j,1:490)=mean(MIEL(F,:));end

% suradom klasiy vidurkiy vektorius

for j1=1:10 W=[M,-0.5*sum((M.*M),2)];end,;

% suskai¢iavom deSimt naujy pozymiuy, t. y.

% (desimt euklidinio atstumo klasifikatoriy) daran¢ig matrica W
MIEL=[MIEL,ones(1001,1)]*W"; % padarém 10 naujy poZymiy

for j=1:Nklasiu

F=find(KlasN==klases(j)); T=[T,F];KlasNr=[KlasNr,j*ones(1,size(F,2))];end;
MIEL=MIEL(T,:);Nviso=size(MIEL,1);

% suformavom uzduotyje nurodytas Nklasiu
M=mean(MIEL(1:2:end,1:10));sdev=std(MIEL(1:2:end,1:10));
mstD1=mean(sdev)/10;
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MIEL=(MIEL-ones(Nviso,1)*M)./(mstD1+ones(Nviso,1)*sdev);

% vél normalizavom duomenis

raN1=randperm(Nvis0);% sumai$ém skaicius nuo 1 iki Nviso
Pmok=MIEL(raN1(1:2:Nviso),:)';Pval=MIEL(raN1(2:2:Nviso),:);

% sudarém mokymo ir validavimo (testavimo) duomenis
KlasNr=KlasNr(raN1);

clear MIEL M T TR KlasN sdev mstD1 % clear iStrina tai, ko nebereiks
Kmok=KlasNr(1:2:end);Kval=KlasNr(2:2:end);Nm=size(Pmok,2);

Nv=size(Pval,2);T=zeros(Nklasiu,size(KlasNr,2));

for j=1:Nklasiu T(j,find(KlasNr==j))=1;end;clear KlasNr

Tmok=T(:,1:2:end); Tval=T(:,2:2:end);mima=minmax(Pmok);clear T;pack
% suformavom mokymo ir testavimo (arba validavimo) duomenis ir

% trokStamus i$¢jimus

% mima — kiekvieno duomeny pozymio minimumai ir maksimumai

% ANTRA uzduoties dalis: perceptrono mokymas,

% rezultaty pateikimas ir jvertinimas

% DABAR MOKYSIME DAUGIASLUOKSN] PERCEPTRONA su

% DVIEM pasléptais neuronais tam, kad duomenis projektuotume {

% DVIMATE erdve pasizitiréti,

% ir klasifikavimo uzdavinio sunkumui jvertinti

[wll,bll, w21, b21] = initff(Pmok,Hidden,'logsig',Nklasiu, 'logsig");

% sudarom MLP (daugiasluoksni perceptrona), turintj "Hidden" paslépty
% neurony ir Nklasiu i§¢jimy

[wll,bl1,w21,b21,te,tr]=

trainlm(w11,b11,'logsig',w21,b21,'logsig',Pmok, Tmok, KIEKiter);

% mokom perceptrona KIEKiter epochy

% CIA BUS KLASIFIKAVIMO KLAIDU MATRICOS SKAICIAVIMAS
% Nklasiu klasiy atveju

netO=nnt2ff(mima, {w11,w21},{b11,b21},{'logsig','logsig'});

% naudodami ankstesnio neuroninio tinklo mokymo rezultatus duomenims
% pavaizduoti 2D erdvéje suformuojam daugiasluoksni perceptrona net0
OUTmok=sim(net0,Pmok);OUTval=sim(net0,Pval);

% randam perceptrono net0 i§éjimus mokymo ir test duomenims
EV=zeros(Nklasiu,Nklasiu);ER=EV;

% ER ir EV — tai KLAIDUY KIEKIO MATRICOS
[mx,IND]=max(OUTmok);PerrR=sum(abs(sign(-Kmok+IND)))/Nm;

for i1=1:Nm ER(Kmok(il),IND(il))=ER(Kmok(il),IND(il))+1; end;
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% suraso klasifikavimo rezultatus { masyva ER
[mx,IND]=max(OUTval);PerrV=sum(abs(sign(-Kval+IND)))/Nv;

for i1=1:Nv EV(Kval(i1),IND(i1))=EV(Kval(il),IND(i1))+1; end;

% suraso EV

disp([ER,EV]);disp([PerrR,PerrV]) % kiek kuriai klasei priskyré vektoriy
% cia bus duomeny projektavimas i 2D erdve DVIEJU daugiasluoksnio
% perceptrono paslépty neurony erdvéje (dar pries sigmoiding funkcija)
netl = nnt2ff(mima,{w11},{bl11},{'purelin'});

% netl — tai vieno sluoksnio perceptronas su tiesine aktyvavimo funkcija
Ymok=sim(net1,Pmok);Yval=sim(net1,Pval); % DU nauji pozymiai
PL=[' k.b.y.m.r.c.g.k+r+b+';

% nurodomos spalvos ir Zymekliai klaséms piesti

figure(FIGU);clf;hold on;

for j=1:Nklasiu z=find(Kmok==j); % z — tai j-tosios klasés mokymo vektoriai
plot(Ymok(1,z),Ymok(2,z),PL(1,2*j:2%j+1),'MarkerSize',8);end

% pavaizduojame mokymo duomenis dvimatéje erdvéje
figure(FIGU+1);clf;hold on;

for j=1:Nklasiu z=find(Kval==j); % z — tai j-tosios klasés validavimo vekto-
riai plot(Yval(1,z),Yval(2,z),PL(1,2*j:2*j+1),'MarkerSize',8); end

% pavaizduojame testinius (validavimo) duomenis dvimatéje erdvéje

% Dabar duomenis projektuosime i dvimatg (2D) erdveg

% PAGRINDINIU KOMPONENCIU METODU
[u,d,v]=svd(cov(Pmok"));

% randame nuosavus vektorius ir nuosavas reikSmes.
tra=u*inv(sqrtm(d));

% suskai¢iuojame duomeny pasukimo matricg ,,tra“
Ymok=(Pmok'*tra)';Yval=(Pval'*tra)',

% pasukame mokymo ir testavimo duomenis

figure(FIGU+2);clf;hold on;for j=1:Nklasiu z=find(Kmok==j);
plot(Ymok(1,z),Ymok(2,z),PL(1,2*j:2%j+1),'MarkerSize',8);end;

% pavaizduojame mokymo duomenis dvimatéje erdvéje
figure(FIGU+3);clf;hold on;for j=1:Nklasiu z=find(Kval==j);
plot(Yval(1l,z),Yval(2,z),PL(1,2%j:2*j+1),'MarkerSize',8);end,;

% pavaizduojame validavimo (arba testinius) duomenis dvimatéje erdvéje.
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Stai sekmingo eksperimento rezultatas (jis priklauso nuo atsitikti-
niy skaiCiy generatoriaus startinio skaiciaus).

>>clear;SS=24642;rand('state',SS);KIEKiter=[8 32];FIGU=5;Hidden=2;

TRAINLM:
TRAINLM:
TRAINLM:
TRAINLM:
TRAINLM:
TRAINLM:
TRAINLM:
TRAINLM:
TRAINLM:
TRAINLM:

klases=[1 3 5 10]; Yeast MLP_FEAkovas;
0/64 epochs, mu = 0.001, SSE = 515.868.
8/64 epochs, mu = 1e-005, SSE = 85.1044.
16/64 epochs, mu = 1e-005, SSE = 67.7451.
24/64 epochs, mu = 0.01, SSE = 66.6637.
32/64 epochs, mu = 1e-006, SSE = 65.9845.
40/64 epochs, mu = 0.1, SSE = 51.9992.
48/64 epochs, mu = 0.001, SSE = 47.8448.
56/64 epochs, mu = 0.0001, SSE = 46.9517.
64/64 epochs, mu = 0.1, SSE = 44.7633.
Network error did not reach the error goal.

Stai mokymo ir testavimo klasifikavimo klaidy matricos, kur dia-
gonalése nurodyti teisingai klasifikuoty vektoriy kiekiai, o nediagona-
lése — neteisingai klasifikuoty vektoriy kiekiai.

Mokymas Testavimas
54 0 0 O 50 7 2 O
2 56 2 1 4 46 5 O
0 1 60 O 1 3 54 1
0 0 O 63 0O 5 0 61
0,0251 0,1172
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44 paveiksle pateikiame mokymo ir testiniy duomeny iSsibarsty-
mo dvimatése erdvése diagramas.
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44 pav. Mokymo ir validavimo duomeny i$sibarstymas dviem pasléptais
neuronais suformuotoje erdvéje

Siekiant geriau {Ziuréti skirtumus, reikéty kompiuterio ekrane paanalizuoti
spalvotus grafikus, pateiktus minétame KU tinklalapyje
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45 pav. Mokymo ir validavimo duomeny iSsibarstymas dviem pagrindinémis
komponentémis suformuotoje erdvéje
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Pateiktos diagramos rodo, kad naujai suformuotoje pozymiy erd-
véje klasés mokymo duomenyse aiSkiai skiriasi. Testiniuose duome-
nyse klasés skiriasi daug prasc¢iau. Tai normalu, nes mokymo vektoriy
kiekis néra didelis, o pozymiy vis délto néra labai mazai, — net deSimt.
Jei ju bty buve 1500, testiniy duomeny klasés beveik nesiskirty. Uz-
tat jei DsP nepaklitity i nevykusi lokalini minimuma, biity nesunku
pasiekti, kad mokymo duomeny klasés skirtysi idealiai. Vadovélio
autorius siiilo tai pabandyti.

Darbas susideda i§ dvieju—triju daliy:

Pirma dalis. Pozymiy iSskyrimas ir duomeny pavaizdavimas
dvimatéje erdvéje (zr. anksc¢iau nurodyta programa).

Antra dalis. Klasifikavimo (atpazinimo) uzdavinio sprendimas
naudojant daugiasluoksnj perceptrong. Uzduoties pavyzdys anksciau
jau buvo pateiktas. Siame namy darbo etape reikia siekti geriau atskir-
ti klases testuojant. Galima, o ir reikéty, didinti paslépty neurony
kiekj, tirti, kaip ju kiekis veikia rezultata. Neturime pamirsti, kad eg-
zistuoja lokaliniy minimumy problema, todél tyrimus reikia atlikti
multistart rezimu. Vienas i$ tyrimo aspekty — gauti kuo mazesnj testi-
niy klaidy daznj. SprendZiant §j uzdavinj, naudojama Colored-
GAUSNoise.m programélé — reikéty pasidaryti 10-macius pseudova-
lidavimo duomenis, kurie leisty nustatyti, kiek mokymo epochy mo-
kyti ir kurj i§ daugelio multistart rezimu atlikty mokymuy pasirinkti.
Paskui gauta rezultata reikéty klasifikuoti su testiniais duomenimis
naudojant Matlab’o komandas, anksCiau suraSytas po komentaro:
% CIA BUS KLASIFIKAVIMO KLAIDOS SKAICIAVIMAS.

Reikia paminéti, kad dalijant duomenis { mokymo ir testinius su-
kuriamas nemenkas atsitiktinumuy elementas. Todél praktinéje duome-
ny analizéje eksperimentus su kiekvienu pasléptyju neurony kiekiu
reikéty pakartoti po keleta (sakykim, desimtj) karty, kiekviena i§ atsi-
tiktinai turimy duomeny ,,sumaisius®. Tai nemazai skai¢iavimy reika-
laujantis darbas.
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Trecia dalis. Pritaikyti daugiasluoksni perceptrona prognozavimo
uzdaviniui spresti. Pavyzdys: pakartoti birzos indekso prognozavima
naudojant nebe vienasluoksni, o daugiasluoksnj perceptrona. Progno-
zavimo uzdavinyje i$¢jimo sluoksnyje esanti aktyvavimo funkcija
turéty buti tiesiné.

Darbo tikslus ir apimtj pasirenka studijuojantysis. Cia svarbu: pa-
ties studijuojanciojo apsisprendimas dél namy darbo apimties ir tiksly
neapibréztoje aplinkoje. Realioje duomeny analizéje taip pat niekas i§
anksto, ka ir kaip daryti, nepasakys. Apsispresti reikia pac¢iam. Duo-
meny analizé — tai kuriamasis darbas. Turime duomenis, ir daZnai net
nezinom, ko ieSkom. Nezinom netgi, ar koks nors désningumas Siuose
duomenyse egzistuoja apskritai. Nezinom, ar pakankamas informaty-
viy pozymiy kiekis, ar pakankamai reprezentatyviis duomenys.

8.5. Darbas Nr. 4. Savarankiskas duomeny tyrimas

Tikslas — studijuojanciojo iniciatyvos ir savarankiSkumo ugdymas
formuluojant sau keliamus uzdavinius, $iy uzdaviniy sprendimas, ata-
skaitos, rodanéios gauty rezultaty nauda, parengimas. Siame darbe
studijuojantysis pats pasirenka tiriamajj uZdavinj, susiranda duo-
menis, suformuluoja tyrimo tikslus, bando argumentuoti, kodél Siuos
uzdavinius reikia spresti, darbo pradzioje bando prognozuoti galimas
hipotezes apie duomenis, iSvadas, nurodyti, kam $ios iSvados galéty
biiti naudingos. Darbe galima (o galbiit netgi ir reikia) naudoti igt-
dzius ir programas, isisavintas atliekant ankstesnius namuy darbus
(Nr. 1, 2 ir 3).

SavarankiSkame darbe sprestini uzdaviniai
Auksciau min¢jome nemaza sprestiny klausimy. Tai galéty biti:

a) klasifikavimo/prognozavimo klaidos mazéjimas augant mokymo
duomeny kiekiui,

b) perceptrono persimokymo reiskinys,

¢) pradiniy svoriy jtaka mokymosi greiciui klasifikavimo ir progno-
zavimo uzdaviniuose,
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d)

g)

h)

),
k)

D

p)
o))

optimalaus sustojimo nustatymas naudojant validavimo arba
pseudovalidavimo duomenis,

klasifikavimo/prognozavimo tikslumo jvertinimas,

skaidymo { mokymo ir testing imtis jtaka klasifikavimo/progno-
zavimo algoritmo kokybés jvertinimo tikslumui, duomeny ran-
domizavimo (sumaiSymo vienos klasés viduje) itakos tyrimas,

laipsnio rodiklio nuostolio nuostoliy funkcijoje (2.1) itaka prog-
nozavimo lygties tikslumui,

klasifikavimo/prognozavimo taisykliy tikslumo jvertinimy, pa-
remty testine arba/ir mokymo imtimi, dinamika augant mokymo
imties tiriui,

reguliarizavimo nario jtaka regresijos lygties tikslumui,

reguliarizuoto FiSerio klasifikatoriaus tyrimas, kai mokymo
duomeny yra nedaug,

keliu klasifikavimo taisykliy, panaudoty sprendziant viena ar
kelis uzdavinius, palyginimas,

keliy prognozavimo taisykliy, panaudoty sprendziant viena ar
kelis realaus pasaulio uzdavinius, palyginimas,

dideliy nuokrypiy itaka klasifikavimo/prognozavimo lygties tiks-
lumuti,

daugiasluoksnio perceptrono inicializavimo ir paslépty neuronu
kiekio jtaka klasifikavimo/prognozavimo rezultatui,

vienasluoksniu ir daugiasluoksniu perceptronais paremty klasifi-
katoriy svoriy augimo mokymo metu vaizdavimas, trok§tamy is-
¢jimy jtaka Siam reiskiniui,

Zirkliy efekto vaizdavimas daugiasluoksniy perceptrony atveju,

klasifikavimo taisyklés, paremtos sprendimy medziais ir daugia-
sluoksniu perceptronu, palyginimas sprendziant konkrety atpazi-
nimo uzdavini (Matlab’e yra sprendimy medziy sudarymo tai-
syklés),
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r) duomeny vaizdavimas dvimatése erdvése pagrindiniy kompo-
nen¢iy metodu ir naudojant daugiasluoksnius perceptronus,

s) Kklasifikavimo/prognozavimo taisykliy, gauty dviem buidais: nau-
dojant genetinius algoritmus arba daugiasluoksnius perceptronus,
palyginimas,

t)  klasifikavimo/prognozavimo taisykliy, gauty naudojant vienas-
luoksni ir daugiasluoksnj perceptronus, palyginimas,

u) atraminiais vektoriais (http:/www.csie.ntu.edu.tw/~cjlin/libsvim)
ir vienasluoksniais perceptronais paremty klasifikavimo taisyk-
liy, palyginimas,

v) keliy informatyviy pozymiu sistemy iSrinkimo algoritmuy palygi-
nimas,

w) klasifikavimo/prognozavimo lygties tikslumo priklausomybeés
nuo pozymiy kiekio nustatymas,

x) klasifikavimo/prognozavimo lygties prisiderinimo prie validavi-
mo imties vaizdavimas,

y) Parzeno lango ir RBF neuroniniy tinkly darbo tikslumo palygi-
nimas,

z) genetinio algoritmo realizavimas mokant nesudétinga DsP.

Realis duomenys

Kalifornijos universiteto tinklalapyje “UCI Machine Learning Re-
pository”
http://archive.ics.uci.edu/ml/
http://mlearn.ics.uci.edu/MLRepository.html

galima rasti daugybe eksperimentams tinkamy duomeny, kurie placiai
naudojami tiriant naujai kuriamus duomenu analinés algoritmus.
Mokslingje literatiiroje nurodoma dar daugelis interneto adresy, kur
galima rasti tyrimams reikalingy duomeny. Zemiau pateikiame tik dalj

18 ju.

162


http://www.csie.ntu.edu.tw/%7Ecjlin/libsvm
http://archive.ics.uci.edu/ml/
http://mlearn.ics.uci.edu/MLRepository.html

http://www.cs.cmu.edu/TextLearning/datasets.html.
http://www.uk.research.att.com/facedatabase.html
http://www.daviddlewis.com/resources/testcollections/reuters21578/
http://www.niaad.liacc.up.pt/statlog/datasets.html.
www.research.all.com./~vann/ocr/moist.
http://www.cs.toronto.edu
http://www.yeastgenome.org/
http://www.genome.wi.mit. edu/MPR/data set ALL AML.html.
http://www .nist.gov/srd/nistsd4.htm
http://peipa.essex.ac.uk/ipa/pix/faces/manchester/test-hard/
http://rvll.ecn.purdue.edu/ aleix/aleix face DB.html
http://www.stjuderesearch.org/data/ALL1/.
www.cs.umn.edu/~jieping/Research.html.
http://www.research.att.com/lewis,
http://www.molbio.princeton.edu/colondata.
http://www-genome.wi.mit.edu/mpr/table AML ALL samples.rtf.
http://microarray.princeton.edu/oncology/affydata/index.html.
http://yann.lecun.com/exdb/mnist/index.html
http://trec.nist.gov
http://rvll.ecn.purdue.edu/~aleix/aleix face DB.html
http://peipa.essex.ac.uk/ipa/pix/faces/manchester/test-hard/
http://asi.insa-rouen.fr/~gloosli/coreVSsimple.html
http://www .stat.uni-muenchen.de/service/datenarchiv/welcome e.html.
http://www.cise.u..edu/~cjermain/RiversStocks.html.
http://www-2.cs.cmu.edu/afs/cs.cmu.edu/project/ai-repository/
ai/areas/n% eural/bench/cmu
ftp://ftp.cs.columbia.edu/pub/CAVE/SLAM coil-20 coil-100/coil-100/
coil-100.zip.
http://www-2.cs.cmu.edu/afs/cs/project/theo-4/text-learning/www/
datasets.html.
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BAIGIAMOSIOS PASTABOS

Knygoje aprasyta nemaza klasifikavimo, prognozavimo, pozymiy
i8skyrimo, pozymiy isrinkimo, duomeny blokiniy sudarymo (klasteri-
zavimo) metody, paremty statistiniais metodais ir dirbtiniais neuroni-
niais tinklais. DidZiausia démesi skyréme ne tiek detaliy nagrinéjimui
(jos gana gerai pateiktos laisvai prieinamoje arba perkamoje standarti-
néje duomeny analizés programinéje irangoje), kiek koncepty, glidin-
¢iy $iy metody sudarymo procese, analizavimui, gauty rezultaty inter-
pretavimui ir rezultaty patikimumo jvertinimui.

Norint tinkamai taikyti duomeny analizés metodus, reikia nemazo
patyrimo, praktikos kalbantis su duomenis pateikusiais asmenimis,
uzsakovo sprendziamy problemy supratimo, nuoSirdaus jsigilinimo {
uzsakovo keliamas mokslines / praktines hipotezes, budy, naudoty
renkant bei registruojant empirinius duomenis, iSmanymo. Ypatinga
démesj reikia atkreipti | mokymo, validavimo, testavimo duomeny
formavima, papildomus (neregistruojamus) veiksnius, galéjusius atsi-
rasti duomeny rinkimo metu.

Vienas i§ biidy patikrinti, ar duomenys yra gerai surinkti, ar jie ge-
rai suskirstyti { mokymo, validavimo ir testavimo duomenis, yra duo-
meny sumaiSymas dar kartg ir minéto skirstymo pakartojimas. Jei i$-
vados pasikartoja, tai rezultatais galima pasitikéti labiau. Taciau jei
testavimo duomenys kokiu nors buidu buvo naudoti daugiau karty, tai
duomeny analizés iSvady patikimumas mazéja. Vienas i§ zinomy bu-
vusios Soviety Sajungos mokslininky prof. I. S. Pinskeris klasifika-
vimo uzdaviniams spresti pasiiilé metoda dar karta panaudoti duome-
nis, klasiy numerius samoningai parenkant atsitiktinai. Jei ir vél rezul-
tatai ,,bus geri“, vadinasi, atlikta duomenu analizé nekokybiska ir ja
pasitikéti negalima. Tai paprastas, bet efektyvus biidas nesantiems
duomenyse désningumams rasti.
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DALYKINE RODYKLE

aktyvavimo funkcija

aplinkos keitimasis

apriorinés tikimybés

asimptotiné klasifikavimo klaida
atraminiai vektoriai

Bajeso klasifikavimo klaida
blokiniy (klaster) analizé
daugiaagentés sistemos
daugiasluoksnis perceptronas
empiriné klasifikavimo klaida
euklidinio atstumo klasifikatorius
Fiserio klasifikatorius

genetiniai mokymo metodai
grupinis mokymasis
hiperplokstuma

interneto duomenys

imties tiris

k-artimiausiy kaimyny taisyklé
klasifikavimas

klasifikavimo klaida
klasifikavimo klaidos jvertinimas
koreliacijos koeficientas
kovariaciné matrica

kvadraty suma

laukiama klasifikavimo klaida
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lokalinis minimumas
Mahalanobio atstumas
maksimalaus tarpo klasifikatorius
minimaksiné regresija
minimaliy kvadraty metodas
mokymo duomenys

mokymo vektoriy kvantavimo
neuroniniai tinklai

nuostoliy funkcija

optimalus sustojimas
pagrindiniy komponenciy metodas
Parzeno lango klasifikatorius
pozymiy transformacijos
pozymiy iSrinkimas

pozymiy isskyrimas

pozymiy kiekis
prognozavimas
prognozavimo paklaida
prognozavimo tikslumas
regresijos lygtis
reguliarizuotas klasifikatorius
reguliarizuota regresija
robastiné regresija
skiriamosios kreiveés
skiriamasis pavirsius

skiriancioji plokStuma
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sprendimo medziai

salyginé klasifikavimo klaida

spinduliniy baziniy funkcijy
neuroniniai tinklai

sudétingumas

svoriai

svoriy augimas

validavimo imtis

vartotojo krepselis

vienasluoksnis perceptronas

zirkliy efektas
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