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lvadas

ISvertus iS lotyny kalbos Zodis “diskretusdigcretus lot.) reiSkia “atskirtas”. (NemaiSykite su i$
pranc uzy kalbos kilusiu Zodziu “diskretiSkas”, kuriSk&a “laikantis paslapt|’.) Taigidiskrecioiji
matematikanagrireja objektus kurie yra tam tikra prasme atskirti vienas nitm, pavieniai. Tuo
diskretioji matematika yra prieSpastatoma tolydzigjai matékaat kurios nagrigjami objektai
yra tolyd'us, vientisi, ir kur didZiausia vaidmenj vaigiribos ir tolydumo savokos. Paptasisi
diskret us objektai yra baigés ir skatiosios ailes, pavyzdziui, aie {0, 1}, naturaliyjy skéiy
aibe N ir racionaliyjy skatiy ailke Q. TolydZiy objekty pavyzdziai yra realiyjy skaj aibe R bei
kompleksiniy skaiiy aibe C.

Remiantis tokiu nagrieiamy objekty skirstymu, diski@i matematikai pléigja Sios savokos
suvokimo prasme galima b'uty priskirti gera puse maikosa algebra, skaiy teorija, tikimy-
biy teorija, matematine logika ir t.t. Kadangi retinmokslai iSsivyst | savarankiSkas matemati-
kos Sakas, tai tradiciSkai diski@jai matematikai priskiriamos matematikos sritys magarcios
baigtinius objektusju skatiavima, sarySius tarp ju bei paptésusias operacijas su jais:

e Kombinatorika;

Grafy teorija;

B ulio funkcijy ir schemuy teorija;

Kodavimo teorija;

Algoritmy teorija.

Pirmieji du auksiau iSvardinti dalykai jums busedtomi kituose semestruose, €8] semestra
mes nagrigsime tris likusias sritis, t.yB ulio funkcijas bei schemd®davimo teorijgr algoritmy
teorija. Algoritmy teorija priklauso diski@ai matematikai toél, kad intuityvia prasme algoritmas
yra baigtinis instrukcijy (komanduy) rinkinys, leidZi@nzingsnis po zingsnio taikant Sias instrukci-
jas konstruktyviems objektams iSspresti norima uzdawviaigi, tiek algoritmas, tiek jo vykdymas,
tiek objektai, kuriais gali manipuliuoti algoritmas, paptai yra diskret us.

Be triju minety srtiy mes trumpai panagm@simematematinés logikopradmenis, kadangi
matemati@ logika nagrigja formalius samprotavimus bei jrodymus, jy teisinguraytomatinio



(algoritminio) jrodymo galimybes, o visa tai reikalingak matematikoje, tiek informatikoje. Ma-
tematire logika jums paés suprasti ir kai kuriy jumsastomuy discipliny logika, o kartais ir pa
destytojy logika.

Jus tur b utjau Zinote, kad Siuolaikiniai kompiuterigirapja dvejetainiais kodais. Dvejetainiu
pavidalu galime koduoti tiek sk&ius, tiek ir jvairius kitokius objektus. Be to, kompiuigatmin-
tyje gali b uti saugomi tik baigtinio ilgio kodai. Kadanegtieji skatiai yra begaligs periodigs
arba neperiodies trupmenos, tai jie visada yra apvalinami iki artimiagdbaigtires dvejetaias
trupmenos. Taigi, informatikos, kaip kompiuteriy ir atijmy mokslo, objektai taip pat yra diskre-
t'us. Jei nasite suprasti Siuolaikiniy kompiuteriy architeld,ysrogramine jranga, komunikacijos
sistemas, skaitmeninj signaly apdorojima, inform@iieorija, neuroninius tinklus, valdymo sis-
temas ir t.t., j us tesite iSmokti bent truputj, o gal ir daugiau, disgiasios matematikos. Daugelis
Siuolaikires ekonomikos modeliy taip pat yra diskret us. Taigi,reisji matematika yra dauge-
lio matematikos, informatikos, ekonomikos@u pagrindas, o tuo @& ir daugelio Siandienos
progresyviy technologijy pagrindas!
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1 skyrius

Aibes, funkcijos ir sarysiali

1.1 Aibiy algebra

Papra8iausias diskretus objektas yoaigtine aibé todel Siame skyrelyje priminsime kai kurias
aibiy teorijos savokas.

Aibéir jos elementagra pirmines matematikos savokos (kahaiCius, taSkag pan.). Intui-
tyviai aibe laikome skirtingy objekty rinkiniu, o paus objektus vadiname tos &t elementais.
Tai, kad elementas priklauso aibeid, Zymimea € A. Jeib nepriklauso4, raSome) ¢ A. TuXia
rinkinj vadinametuscia aibeir Zzymime(). Aibe B yra aites A poaibis(B C A), jei B = (), arba
kiekvienas aibs B elementas priklauso ir aibei. JeiB C A ir B # A, poaibj B vadinametikru
ir zymime B C A. Aibes A poaibiy aibe ZzymiméP(A). Baigtine aibe, turibian > 0 elementy,
vadinamen-aibe, o bet kurj jos poaibj, turintin elementy, vadiname:-poaibiu (0 < m < n).
Baigtines ailes elementy skéius dar vadinamas jos galia. A&bA galia Zymima A|.

Baigtiré aile paprastai apieziamajSvardijantjos elementusA = {a4,...,a,}. Kitas aites
apibrezimo b udas — nurodorsavybésS, kuria pasizymi tos aiks elementai ir nepasizymi visi kiti
objektai. Tokiu atveju naudojamas uzrashs- {z: S(x)}. PavyzdZiuiZs = {z: = yra sveikasis
skatius, kuris dalinasi i B TreCias ailes apibezimo b udas yraduktyvusarbakonstruktyvus
Paprastai induktyvus apiezimas b una sudarytas iS trijy skirsniy. PirmajameisKie mes nuro-
dome viena ar keleta objekty, kurie priklauso apitiamai aibei. Anrajame skirsnyje pateikiame
b uda kaip i$ jau turimy ads elementy gauti naujus jos elementus. Pagaligiagskirsnis teigia,
kad objektas priklauso apibziamai aibei tada ir tik tada, kai tai iSplaukia iS pirmajantrojo
skirsniy.

Pavyzdys 1.1.1.Visais trimis iSvardintais b udais ap#Sime viena ir ta gaa lyginiy sveikyjy
skatiy aibeZs:

o Zo=1{..,—4,-2,0,2,4,6,...}

e 7o = {x: x yralyginis sveikasis skaius};
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o 1. 0€Zy;
2. Jeix priklausoZ,, taix + 2 ir x — 2 taip pat priklaus@s;

3. Bet kuris objektas priklauso aib&k, tada ir tik tada, kai tai iSplaukia i$ 1 ir 2 Sio
apibrezimo skirsniy.

Dabar apibeSime pagrindines aibiy operacijas (hnaudodami antig ajlibrezimo b uda):
e aibiy Air B sajungad U B = {z: x € A arbax € B},

e aibiy Air BsankitaANB ={x:x € Airxz € B};

e aibiy Air B skitumasA\ B={z:z € Airz ¢ B}.

Kai visos nagriejamos aibs yra poaibiai kokios nors didess(iniversalio$ aibesU, daznai
apibreziama dar viena aibiy operacija:

e aibesA C U papildinys(iki aibesU) A = U\A = {z: = ¢ A}.
Aisku, kad aile U turi b uti nurodyta arba nusjama i$ konteksto.
Pavyzdys 1.1.2.Nagriresime nat uriniy skéi aikesN = {0,1,2,...} poaibius, ty..U = N.
Apibreze
Ny = {z: z dalinasii§ 2 ir N3 = {z:zdalinasiis 3,

gauname

Ny UN3 = {z: z dalinasi i$ 2 arba B= {0,2,3,4,6,8,9,...};

Ny N N3 = {z: z dalinasi i§§ = {0,6,12,...};

Ny \ N3 = {z: = dalinasi i$ 2, bet nesidalina i§ 3= {2,4,8,10,14,...};
Ny = {z: z nesidalinai§ 2 = {1,3,5,...}.

Aibiy operacijosu, N ir \ atitinka aritmetines operacijas, x ir —. Todel aibiy operacijos
tenkina kelis @snius, kuriuos j us jau zZinote i$ aritmetikos:

(1) Ao B = B o A (komutatyvumascCia vietojeo abiejose lygybs pugse galime jstatyti
arban);

(2) Ao(Bo(C)= (Ao B)o(C (asociatyvumgs
(3) An(BUC)=(ANB)U(ANC) (distributyvumaj

4 @ Aud=A4;
(b) AN ® =0 (tukia aike () atitinka skaiy 0 aritmetikoje);



(5) A= A.

Aibiy visuma, kurioje apibeztos sajungos, sankirtos ir papildinio operacijos,inacibiy
algebra Aibiy algebroje galioja ir kiti @sniai, neturintys analogy aritmetikoje:

6) (@ AUA=A4
(b) An A = A (idempotentum3s

(7) Au(BnC)=(AUB)N(AuUC) (antras distributyvumo désnis

8 @AUB=4NE:
(b) AN B = AU B (de Morgano desnij;j

Pastekkime, kad ésnius (6)(b), (7) ir (8)(b) galima gauti atitinkamai i&shiy (6)(a), (3)
ir (8)(a), pakeitus juose Zenklus | N ir atvirk&Ciai. Pasirodo, aibiy algebroje galioja dualumo
principas:

Dualumo principas. Jei turime teisinga aibiuy lygybe, sudarytg i$ univdissaibéstU poaibiy ir
operacijyu, N bei~ (papildinio), tai pakeite abiejose lygybées pusese kenkjn, Nju,0j U ir
U | (), vel gausime teisinga aibiy lygybe.

PavyzdZiui, iS (4) galime gauti teisingas lygybes
9 @ ANU =4
(b)y AUU =U.

Norint jrodyti, kad dvi ailes yra lygios ¢' = D), pakanka jrodyti, kad kiekviena i$ ju yra kitos
poaibis C' C D ir D C C). |rodykime, pavyzdZiui, distributyvumoasnj (7).

[rodymas. JeiAU(BNC) = 0, tai aisku, kad) C (AUB)N(AUC). Tarkime,x € AU(BNC)
— bet kuris Sios aibs elementas. Tadapriklauso bent vienai i$ aibiyl ir B N C. Antruoju
atveju gauname € B ir z € C. Vadinasi,xz priklauso bent vienai i$ aibid, B ir tuo p&iu metu
priklauso bent vienai i$ aibid, C. Gavome, kad: € (AU B)N (AU C). Kadangi tai teisinga bet
kuriamz, tai AU(BNC) C (AUB)N(AUC). Atvirkstine jdetis(AUB)N(AUC) C AU(BNC)
jrodoma, kartojant auk$au pateiktus samprotavimus atvické tvarka. Formaliai m usuy jrodyma
galime uZraSyti taip:

reAU(BNC) < z€ A arba ze€ BNC
< (x€ Aarbax € B) ir (z€ Aarbax e C)
< rz€ AUB ir x€ AUuC
<— z€(AUB)N(AUCQC).
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Pav. 1.1: Veno diagramos.

Nesuetingas aibiy algebros formules patogu patikrinti grafidkeno diagramydar vadina-
mu Oilerio skrituliais) pagalba. Universalia aibe vaizduojamecCsaaampiu, o jos poaibius —
susikertagiais skrituliais. PavyzdZiui, aibiy lygybd \ B = A U B demonstruoja diagramos
pavaizduotos paveikslyje 1. Kairiojoje diagramoje uZStrichuota aibl \ B, o deSiniojoje dia-
gramoje aibed U B atitinka ta sritis, kuri uzstrichuota bent vienu b udu.

Noredami apibezti paskuting aibiy operacija, pateikiame dar keszeoky.

Bet kokiy objekty (t.y., neb utinai skirtingy) rinkimadinamemultiaibe (vietoje zodzio mul-
tiaibé taip pat yra vartojamas termin&simg. Baigtine multiaibe, turigia m elementy, vadiname
m-multiaibe Sutvarkyta multiaibe vadinamseka Sekoje turi reikSme ne tik pats objektas, bet ir
jo vieta. Sukeite du skirtingus objektus vietomis, gauaaita seka. Baigtines sekasisobjekty
dar vadinam-vektoriais o begalines sekas — tiesiog sekomis-vektoriausa: = (aq, ..., )
i-gjj elementan; vadina vektoriaug i-gja koordinate

Pavyzdys 1.1.3.A = {0,1} — 2-aibe; P(4) = {0,{0},{1},A}; A = {0,1,1,1} — Seima;
a = (0,1,0,0) ir 8 = (1,0,0,0) — du skirtingi 4-vektoriai;y>*° = 00110011 ... — begalire
periodire seka.

Netugiy aibiy A1, Ao, ..., A,, Dekarto sandaugaadiname aibe
Ay x - x Ay ={a=(a1,...,an): oy € Aj,i=1,...,m}.

Jeid; = A, = --- = A, = A, tai gauta aibe Zyesime A™ ir vadinsime ailes A m-uoju
Dekarto laipsniy o jos elementus —m-vektoriais aibéjeA. Vektorius ailgje {0,1} vadiname
dvejetainiais Taigi, « ir 3 i8 pavyzdzio 1.3 — dvejetainiai vektoriai ir, 3 € {0,1}*. Prapéte
aibes Dekarto laipsnio apibZima, simboliuA> Zymesime aibe begaliniy seky, sudaryty iSeasib
A elementy. Jey>™ — seka i$ pavyzdzio 1.2, tai™ € {0, 1}°°.

Pavyzdys 1.1.4.TequV = {a,b,...,h} (vertikales), H = {1,2,...,8} (horizontaés). Tada
L =V x H = {al,a2,...,h8} — Sachmaty lentos laukeliy a@h(vietoje vektoriauga, 1)
¢ia mes naudojame Sachmatininkams jprastagjiyna a1; veliau mes taip pat daznai praleisime
kablelius ir skliaustus vektoriy Zy@jime, pvz.cc = 0111 ir pan.)



Uzdaviniai
1. Duotas aibes uZraSykite pavidaju: S(x)}. Pateikite taip pat induktyvius aibid ir B
apibezimus.
(@ A=1{1,3,5,7,...}
(b) B ={1,6,11,16,...,96};
(c) C ={2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, ..., 997}.

2. Duotos aibs A = {Jonas, Petras} ir B = {0,{0}}. Raskite ju poaibiy aibe®(A) ir
P(B).

3. Duotos aiesA = {0, 1,2} ir B = {1,2,3}. Raskite aibestU B, AN B, A\ B, B\ A, A4,
B,AUB,ANB,A\ B,B\ Air (AnNB)N(AUB).

4. Aibe D = AN (B U C) pavaizduokite Veno diagrama.

5. Irodykite lygybe(A \ B) U (B\A) = (AU B) \ (AN B): (a) Veno diagramy pagalba;
(b) analitiSkai.

6. Supaprastinkite reiskinius:

@ (AUBN\AUD)\B;
(b) (Au((C\B)nD))Nn(AUU).

7. Raskite visus trejetainius 2-vektorius, ty< {0, 1, 2}2.

1.2 Funkcijos ir sarySiai

Atitiktimi tarp netu8iy aibiy A ir B vadiname bet kokj netéfa poaibjF' C A x B. Atitiktis F' —
funkcing jei kiekvienam ¥) a € A egzistuoja f)) vienintelis vektoriuga, b) € F. Jei F' — funk-
ciné atitiktis, tai sakome, kadl' apibeZiafunkcija f : A — B ir vektoriaus(a, b) € F' koordinate
b Zymime f(a). Taigi, funkcijaf: A — B yra atitiktis tarpA ir B, priskirianti kiekvienam aibs
A elementui kokj nors ais B elementa. AibsB poaibjf(A) = {b: Ja € Atoks, kadh = f(a)}
vadiname aibs A vaizdu Aibés A poaibj f~1(b) = {a: f(a) = b} vadiname elementb € B
pirmvaizdziu Kai aibes A ir B yra baigtires, funkcijaf : A — B taip pat vadinaméaigtine Jei
A =A{ay,...,a,}, baigtine funkcija galime vaizduoti jos reikSmiy lelete

r | f(z)
ar | f(a1)
az | f(az)

an | flan)



Funkcijosf: A — B, pasizymiitios svarbiomis savydmis, turi dar kitus pavadinimus:
e f—injekcija jeia; # as = f(a1) # f(ag) Yay,as € A;

e f —surjekcijg jei f(A) = B;

e f— bijekcija, jei f — injekcija ir surjekcija kartu.

Bijekcija dar vadina abipus vienareikSmiu atvaizdavikagangi Siuo atveju kiekvienatne B
egzistuoja vienintelig € A toks, kadf (a) = b. PaZyneje tokj elementa = ¢(b), gauname funk-
cijag: B — A, kuria vadinaatvirkstinefunkcijai f. AiSku, kad jeiA ir B yra baigtires aites, o
f: A — B —bijekcija, tai A ir B turi po tiek pat elementy.

Pavyzdys 1.2.1.Tegu
A:{O,l}, B:{a’bac}? F = {(0,&),(1,&)}, Fy :{(O’b)’(l’a)}

1. Tarkime,F; apibeziaf;: A — B. Tadaf, — injekcija, o f; — nei injekcija, nei surjekcija.

2. Tarkime,F;, apibeziafs: A — By = {a,b}. Tadaf, — bijekcija.

3. Tarkime,F} apibeziaf, : A — B; = {a}. Tadaf; — surjekcija.

Jei A ir B— begalires ailes ir egzistuoja bijekcijgd : A — B, tai A ir B vadiname vienodos
galios aitemis ir Zymime|A| = |B|. Naturiniy skdiy aibes galia Zymima “alef-nulinis” raide:
Ny = |N| (“alef” yra pirmoji hebrajy abceles rai@). Aibe A vadinamaskai€ia jei |A| = |N|, t.y.
egzistuoja bijekcijaf : A — N. Realiyjuy skatiy aikes galia/R| vadinamakontinuumuir Zymima
c raide (paprastai yra naudojama gotiSka cepidKadangi galima jrodyti, kad sk&osios ailes

poaibiy ailes galia sutampa su realiyjy sigiaikes galia, t.y/P(N)| = |R|, tai kontinuumo galia
dar zymima2/\o.

Pavyzdys 1.2.2.Sveikyjuy skatiy aike Z yra skaiti, nes funkcija

2x, x>0,
f(x):{—Qx—l, z <0

yra bijekcija targZ ir N. Funkcijaf atvaizduoja neneigiamus sveikuosius §kas j lyginius nat u-
rinius ska€ius, o neigiamus sveikuosius skiais | nelyginius nat urinius skKais. 1S Sio pavyzdzio
matome, kad begal@aile gali b uti tos gaos galios su savo poaibiu, nBisC Z.

n-vie€iu (n-nariuoju) sarySiuaibéje A vadiname bet kokj poaiby C A™. Pavyzdziui, Pita-
goro skatiy trejetai sudaro trivietj sarydp = {(z,vy,2): 22 + y* = 22, z,y,2 € Z} sveikyjy
skatiy aikeje. Toliau nagriasime tik dvivi€ius (binariuosius) sarySius, kuriuos vadinsime tie-
siog sarySiais. PavyzdZziui, kiekviena funkcjfa A — A atitinka sarySi{(a, f(a)): a € A} Jei
(ai,aj) € o, tai sakome, kad; ir a; susieti sarySiw ir Zymimea; o a;. SarySjo vadiname:
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e refleksyviyjeiaoa Va € A;

e simetriniy jeiacb = boaVa,b € A;

e antisimetriniy jeiacbirboca = a =bVa,b € A;
e tranzityviu jeiacbirboc = aocVa,b,c € A.

Refleksyvy, tranzityvy ir simetrinj sarysj vadinamkvivalentumasarysiu. Refleksyvy, tran-
Zityvy ir antisimetrinj sarysj vadinamiwarkossarysiu ir Zymime<. Aibé A sutvarkyta jei joje
apibreztas koks nors tvarkos sarys@rieztos tvarkosarysis< sutvarkytoje aibje apibeziamas
taip: a < b < a < bir a # b. Sutvarkyta aibg vadinamglnai sutvarkyta jei Va,b € Aa <b
arbab < a. Sutvarkytos aibs grafiSkai yra vaizduojamdseses diagramomis

Pavyzdys 1.2.3.TeguA = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} ir

o1 = {(a,a):a € A} (A? “strizaine”),
o2 = {(a,b): a < b(nelygyke tarp naturiniy skaii)},

o3 = {(a,b): b — a dalinasi i$ 3 be liekangs

o4 = 09 03.
Nesunku patikrinti, kadr; ir o3 — ekvivalentumo sarySiai, 61, o5 ir o4 — tvarkos sarySiai. 1S
Siy triju tvarkos sarysiy tik su sarysity aibe A bus pilnai sutvarkyta.
Pavyzdys 1.2.4 Dvejetainiy vektoriy aibje{0, 1}" apibezkime sarysK. Tegua = (aq, ..., ay)
ir 3= (p1,...,0n) € {0,1}". Sakysime, kadv yra maZesnis arba lygusir Zymesimea =< S,
jei

a; < By, ag< [, ..., an <G
Nesunku patikrinti, kad< yra tvarkos sarySis, taigi a{0,1}" su Siuo sarySiu yra sutvarkyta.
TaCiau Si aite rera pilnai sutvarkyta (kai > 2), nes, pavyzdziui, vektorigi0, 1) ir (1,0) yra
“nepalyginami”.
Rasime objekty skaiy dviejose iS skyrelyje 1.1 apibity aibiy. Priminsime, kad baigés

aibes A galia| A| vadiname jos elementy skaj.

Teorema 1.2.1.
1. |A; x -+ X Ag| = |A1] x -+ x |Ag| (41,. .. A — baigtinés netuscios aibgs
2. |P(A)| = 211 (aibe A — baigting.
[rodymas. Pirma lygyke akivaizdi, nes-vektoriause € Ay x - - - x Ay, i-0ji koordinag «; gali

b uti bet kuris i$A4;| aibes A; elementy{ =1, ..., k). Todel skirtingyk-vektoriy bug A;| x - - - x
| Al



Antra lygybe jrodysime, remdamiesi pirmaja, iS kuridplaukia, kad{0,1}"| = 2. Jei A
tuia, taiP(A) = {0} ir turime teisinga lygybgl = 2°. Tarkime, A — netu€ia, ty. A =
{ai1,...,a,} ir apibrezkime funkcijay : P(A) — {0, 1}", kur kiekvienamB C A a = x(B) yra
n-vektorius su koordin&mis

o — 1, a; € B;
vt 0, CLZ¢B

Vektorius x (B) dar vadinamas poaibif charakteringuoju vektoriumilis nusako, kurie aés A
elementai priklauso poaibiu, o kurie ne. Nesunku jsitikinti, kad kiekviena dvejefjarektoriy
a € {0,1}™ atitinka lygiai vienas poaibi# € P(A) toks, kada = x(B). Taigi, x yra bijekcija
ir | P(A)| =1{0,1}*| =2". O

ISvada 1.2.1.
CO+Cp+ -+ COF=2"
lrodymas. Kadangin-aibe turi lygiai C* skirtingy k-poaibiy, tai abi lygyBs puss isreiskia visy
skirtingy n-aibes poaibiy sk&iy. O
Uzdaviniai
1. Duota funkcijaf : A — B. Rasti ailes A; C A vaizdaf(A;), aikes B; C B pirmvaizdi

f71(By) ir funkcijos f reikdmiy sritiR; = f(A). Nustatyti, ar 3i funkcija yra injekcija,
surjekcija, bijekcija.
(@ A=B=N=1{0,1,2,...}, Ay = By = {1,2,3,4}, f(z) = = + 1;
(b) A=B=7Z=1{-2,-1,0,1,2,...}, Ay = By = {1,2,3,4}, f(z) = 2%
2. Sukonstruoti bijekcijag : A — B:
@ f:Z—-N;
(b) f:Zy={...,—4,-2,0,2,4,...} - N;
© f:NxN-—-N;
(d) f:R—R* =(0,00);
€ f:[0,1) = (3, 3)-
3. Zmoniy aileje apibeZti tokie sarySiai:
(@) a o1 b< “airbyravienméiai”;
(b) a oy b < “air bturi ta patj senelj arba ta pe& senele”;
(¢) a o3 b < “a sveria daugiau ug’.
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Panagriekite, kurias i$ keturiy sarysiy savybiu (refleksyvisngimetriSkumas, antisimetris-
kumas ir tranzityvumas) tenkina kiekvienas i$ Siy sary#urie i$ Siy sarySiy bus ekviva-
lentumo sarysiais?

. Sveikyjy skaiiy aibeje apibezti tokie sarySiai: (1)d = b", (2) “a > b", (3) “a = |b|",
(4)“a =0b+1",(5) “a+b < 3"ir (6) “ a dalob”. Panagrirekite, kurias i$ triju sarySiy savybiy
(refleksyvumas, simetriSkumas, antisimetriSkumas irzitgpumas) tenkina kiekvienas is
Siy sarySiy. Kurie is Siy sarysiy bus tvarkos saaigd
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2 skyrius

Matematinés logikos pradmenys

Kaip Zmonija gauna Ziniapie j dominargius objektus ? Vis pirma, duomenys renkami
atliekant bandymus ir stéfimus, o antra, mstant ir samprotaujant. Samprotaudami
susiduriame su dvejopo padio ziniomis: vienas jau turime, o kitas iSvedamejy
samprotavimais. Kaip suzinoti, ar teisingai iSweé ? Dar sen@je zymiausi mstytojai,
yp& Aristotelis IV a. pr. m. e., steagi nustatyti tokias samprotavimo taisyklegsmius,
schemas, kadilby samprotaujama tik teisingai. Taip atsirado logikoskslas. XIX amZiuje
jisai buvo formalizuotas, buvo préd taikyti matematikos metodai, sudaryti logikos
nagrirejamy objekty matematiniai modeliai, ir taip atsirado matematogika.

2.1 Teiginiai

Apibr éZimas
Teiginys— tai sakinys, kuris iSreiSkia tiggarba neties.
Pavyzdziui:
Kolumbas atrado Amerik
Drambliai moka skraidyti.
Koks rytoj oras ?
Penki daugiau uz tris (trumpiau: 5>3).
23+(-48) >0

Kitose planetose gyvena protingasyes.

Visi Sie sakiniali, iSskyrus tée, yra teiginiai. Jie yra arba teisingi, arba net feabu iS
karto !), nors mes gailb ir negalim to nustatyti (pavyzdZziui, SeStas sgk)n
Jeigu teiginys iSreiskia tigsjis vadinamaseisingy jei netieg — klaidingu arbaneteisingu
Teiginius paprastai zyésime mazosiomis raéthis, pavyzdziuip, g, r, s ... Jei teiginys
teisingas, sakome, kad jigyja reikSng t (arba 1). Jei neteisingas — reikSk(arba 0).
Taigi, teiginiai igyja reikSmes iS ads {t, k (arba {1,0}). ReikSmed ir k vadiname
loginemis konstantomis

Matematiré logika nagrigja, kaip nustatyti teiginio teisingumo reik§pkai teiginys
yrasucktinis, tai yra sudarytas is kelkity teiginiy.

(D OTRWN R

2.2 Loginés operacijos

IS paprast teiginiu galime sudaryti sudinius, naudodamiogines jungtis pavyzdZiui,
“netiesa, kad...”, “ir", “arba” ir t.t. Suéinio teiginio sudarymas pasinaudojus logine
jungtimi vadinamasogine operacija

ISskirsime tokias logines operacijas:
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2.2.1 Neigimas

Jeip yra teiginys, tai teiginys “netiesa, kad (“ne p”) vadinamas teigini@
neiginiuir Zymimas . Teiginiop neiginys - yra teisingas tada ir tik tada, kaiP?-| ~P
teiginysp yra neteisingas. Galime sudaryti lepfeladinam teisingumo reikSmi
lentele(arba tiesiodgeisingumo lentelezr. desSigje).

2.2.2 Konjunkcija (login é daugyba)

Jeip ir q yra teiginiai, tai teiginys g ir g” vadinamas teigini p ir q
konjunkcija (arba logine sandaugp ir Zymimas D&q" arba ‘pA(".
Teiginiy p ir g konjunkcija yra teisingas teiginys tada ir tik aadkai abu
teiginiaip ir q yra teisingi. Teisingumo reikSmlentek Zr. deSigje.

2.2.3 Disjunkcija (login é sudétis)

Jeip ir q yra teiginiai, tai teiginysp arbaq” vadinamas teigini p ir
disjunkcija (arbalogine sumair Zzymimas pvq”. Teiginiy p ir q disjunkcija
yra neteisingas teiginys tada ir tik tada, kair q abu neteisingi. Kitaip
sakant, disjunkcija teisinga tada ir tik tada, kant vienas i% ir g yra
teisingas. Teisingumo reikSmientek zr. deSigje.

2.2.4 Implikacija
Jeip ir q yra teiginiai, tai teiginys “jep, tai " (arba “iS p iSplaukiag”) vadinamas
teiginiy p ir g implikacija ir Zzymimasp—q arbap=q.
Pavyzdziui, jep yra “5>3", oq “5>0", tai p—q yra “jei 5>3, tai 5>0".
Implikacija p—@ yra neteisingas teiginys tada ir tik tada, kayra
teisingas, @ — neteisingas. Teisingumo reikinkéntek Zr. deSigje. t
Pastebkime, kad teigini p—q ir g—p reikdmes gali skirtis, K
pavyzdZiui, “jei dabar saéfla, tai dabar diena” yra teisingas teiginys, o “jek
dabar diena, tai dabar sétal’ yra neliitinai teisingas (gali diti ir apsiniauk).

— — X

2.2.5 Ekvivalencija

Jeip ir g — teiginiai, tai teiginys P tada ir tik tada, kag" vadinamas
teiginiy p ir g ekvivalencija(arbaekvivalentumypir zymimasp«<—q arba t
p<> g. Ekvivalencijap—q yra teisingas teiginys tada ir tik tada, kait
teiginiy p ir g teisingumo reikS@s sutampa, t.y., arba jie abu teisingi, arb&
jie abu klaidingi. Teisingumo reikSmientek Zr. deSigje. k

2.2.6 Seferio funkcija
Jeip ir g — teiginiai, tai teiginysp ir g nesutaikomi” vadinamas teigipp p

q
ir g %eferio funkcijair Zymimasp|q arbap/q (skaitome p Seferio funkcija t | t | k
q"). Seferio funkcijap|g yra neteisingas teiginys tada ir tik tada, kai abt | k| t
teiginiaip ir g yra teisingi. Teisingumo reikSmientek Zr. deSigje. k| t] t
k| k| t
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2.2.7 Griezta disjunkcija (suma moduliu 2)

Jeip ir q yra teiginiai, tai teiginys “arbp, arbaq” vadinamas teiginj P19 p(E 9
p ir q griezta disjunkcijglarbasuma moduli) ir Zymimasp @ q arbap+q. : lt( i
Griezta disjunkcija yra teisingas teiginys tadtikitada, kai lygiai vienas i k|t ¢
teiginiy p ir q yra teisingas. Teisingumo reikapientek Zr. deSigje. k| Kk K
Vadinama “suma moduliu 27, nes jei paZtomet vienetu, ok nuliu,
tai teisingumo reikSnai lentek biity tokia, kokia pavaizduota desjp. Tas p | q | p@q
p&ias reikSmes gautume ir sijel p ir g moduliu 2 (t.y. suéie pir q,ir 111 0
pame dalybos iS dviej liekar). 110 1
0|1 1
2.2.8 Kitos loginés operacijos o/0| O

Galime apibézti ir kitas logines jungtis, kurios gaibneturi pavadinim ir
atitikmen; Snekamojoje kalboje. Pavyzdziui, tekkurios teisingumo reikSmi
lentek yra kaip deSige.

IS viso j1 galime apibézti tiek, kiek yra skirting teisingumo reikSnui
lenteliy, pavyzdZiui, dvinamms logirems jungtimsy yra 2=16.

p
t
t
k
k

2.3 Formulés

Kaip jau mirgjau, teiginius Zymime mazosiomis ramdis p,q,r,s,...,ir jungiame juos
loginémis jungtimis. Matematije logikoje mums teiginio turinys yra visiSkai nesibus.
Mums svarbu tik tai, ar jis teisingas, ar ne. dlodio Siol nebesigilinsimeteiginiy turin;,
0 nagriresime juos kaip kaZkokius kintamuosius (vadinsimasjoginiais kintamaisiais)
galircius igyti reikSmeg arbak, ir iS ju sudarigsime sudtingesnius teiginius, naudodami
logines jungtis.

Apibr éZimas

Loginémis formukmis vadinami reiSkiniai, gauti baigtinskatiy karty pavartojus
loginiy operaciy Zenklus bei skliaustus raidzjungimui. Formaliai tai galima apileZti
taip:

a) logines konstantos Kk ir t yra logés formués;

b) loginiai kintamieji (p,q,r,s,...) yra logés formués;

c) jei Q yralogir formuk, tai (-Q) taip pat yra logia formuk;

d) jei Pir Q yra logires formués, tai (PAQ) yra logire formuk, kur A Zymi bet
kurig dvinare logine jungti (pavyzdziuiy, &, —, <,/ ,®,...).

Pastaba
Kad supaprastintume formuliuZzradym, mes jvedame kai kuti loginiy jungtiy
atlikimo tvarka (4 ,&,V, kitos), ir daug kur skliaustus praleidziame.

Pavyzdys

Reiskiniaip —q, =g, =¢— r, (p&q) v r, ~(p<q), ((P—a)&( ~q—r1)) —(qr-q) yra
loginés formuks. Pagal logiés formuks apibgéZzima turétume rasyti  g)—r), bet raSome
tiesiog 7 g—r, nes susitéme, kad bet kuriuo atveju neigimas bus &kmjamas pries
implikacija. Taip pat galime raSyp&qvr vietoj (p&q)vr, nes vis tiek pirma atliekame
konjunkcifa, o tik paskui disjunkci.
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Zinodami, kokias reik3megyja formules sudarantys teiginiai (t.y., loginkatamieji),
galime apskdiuoti formulés reikSm. Apskatiuodami naudojaks loginu operacij
teisingumo reikSmi lentekmis. Taigi, i formule galime Zziréti kaip { funkcija, kurios
argumentaigyja reikSmes is ais {k, t} (arba {0, 1}), ir kuri igyja reikSmes iS tos pm@s
aibés.

Pavyzdys
Sudarysime formeék Q(p, q) := =p—(q&— (qvp)) teisingumo reikSmi lentek (Gia ir
toliau =" yra pazymjimo Zenklas: deSkje jo pugje esant reiskin pazymime kaije

pusje esatiiu simboliu):
plal -p|ap| ~(avp) | a&~(avp) | Qp.a)
t

tit| k t k k

t| k| k t k k t
K| t| t t k k k
k| k| t k t k k

Jeii formuk jeinan loginiy kintamyjy, tai teisingumo lenteéltures 2'eilugiv.

Jei formué A priklauso nuo kintangu p1, p, ..., B, tai ja ZymesimeA(py, P2 ..., B)-

Apibr ézimas

Tegu AR, P2 ..., @) yra logire formuk. Tada konkretus kintagy pi, P2 ..., R
reikSmi rinkinys vadinamas formeég Ainterpretacija

Pavyzdys

p =t, q= kyra formuks Q interpretacija. FormélQ su Sia interpretacijayja reiksSm
t.

Matome, kad kiekvieqinterpretaci atitinka viena teisingumo reikSmlenteks eilug,
ir atvirk&iai. Tockl, jeigu formuk priklauso nuon kintamyjuy, tai yra 2 skirtingy jos
interpretaciy.

Apibr ézimas

Formuk vadinamatapdiai teisinga (arba tautologijg, jei ji teisinga su bet kuria
interpretacija.

Formule vadinamatap&iai klaidinga (arba prieStara, arba neivykdom3, jeigu ji
klaidinga su bet kuria interpretacija.

Formule vadinamaivykdoma,jei atsiras interpretacija, su kuria jinai teisiag

Tap&iai teisingy (t.t.), tap&iai klaidingy (t.k.) ir ijvykdomy formuliy santyk galima
pavaizduoti tokia diagrama:

1 - prvkedomeos fles

sy formulny aibe
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Pavyzdys

Sudag teisingumo reikSmi lentelesjsitikinsite, kad formuls p—(gq—p) ir 7—p—p yra
tap&iai teisingos (t.t.)p&—p yra tapdiai klaidinga (t.k.), o formu p—-p yraijvykdoma
(jinai yra teisinga, kap=k).

Akivaizdu, kad jei formud A yra tapdiai teisinga, tanA yra tapdiai p | q | A | -A
klaidinga, ir atvirkgiai. PavyzdZiui, jeiA priklauso nuo kintangu pirqg, t |t | t| k
Zr. lentet deSirgje. t|k|t] k

k|t]t] k

P d

avyzdys okl 1l k

Nesunkiaiisitikinsite, kad—(p—(g—p)) yra tapdiai klaidinga.

Norint patikrinti, ar formu A(p., 2, ..., B) yra tapdiai teisinga, pakanka sudaryti jos
teisingumo reikSmyj lentek ir paziiréti, ar paskutiniame stulpelyje yra vien tik reik&s.
Bet, sudarant teisingumo reikdmientek, reikia apskaiiuoti formuks A reikSne 2"
interpretaci. Tai labai greitai auganti funkcija, teld praktikoje naudoti teisingumo
reikSmiy lentek formulés tapataus teisingumo nustatymui galima tik nedidesn.

Atrodyty, kad patikrinti, ar formél yrajvykdoma, yra daug lengviau negu patikrinti jos
tapat; teisingum, nes uztenka surasti vieneikSre t. Bet taip rra. IS tikro, tarkime, kad
turime algoritm, kuris bet kuri formule A patikrina, ar jinaivykdoma, ar ne. Bet Zinome,
kad formut A yra tapdiai teisinga tada ir tik tada, kaiA yra tapdiai klaidinga, t.y. kabA
neivykdoma. Taigi, pritaikomeatalgoritma formulei =A. Jei atsakymas, kadA jvykdoma,
tai A néra tapdiai teisinga, o jei ne, ta yra tapdiai teisinga.

Apibr ézimas

Dvi logines formuks A ir B vadinamoslogiSkai ekvivalegiomis (arba tiesiog
ekvivalergiomis), jei su bet kuria interpretacija jogyja t paciq reikdne. Zymime A~ B
(arba A=B).

Pavyzdys plalp—pla—g

Nesunkiai patikrinsite, kap&q ~ g&p, p&(g&r) ~ P&a)&r, : It< '; ';
pv(0&=0) ~ ==pv(r&-r), pop = g—0. Zr, pavyzdziui, | || :
lentek: ol ) :

t Taigi, formuk A yra tapaiai teisinga, jei ji ekvivalenti loginei konstantai
t ty. A ~t IS tikro, logire konstantat yra logire formulé, kuri su bet kuria
t interpretacijagyja reikSme t, pavyzdziui, kaip kaisje.
t
t

Analogiskai, formud A yra tapaiai klaidinga, kai jinai ekvivalenti loginei
konstantak. Be to, bet kurios dvi tapai teisingos formuds yra ekvivaledios,
ir bet kurios dvi tap&ai klaidingos formuis taip pat yra ekvival@ios.

x ~+ X ~+|O

p
t
t
k
k

Atkreipsiu sy demes i skirtumy tarp Zyngjimuy “<” ir “~". Turékite omenyje, kad
“—”" — tai logire operacija, kuri sujungia formulesir B | suctting formulg A—B, 0 “A ~
B” tiesiog reiskia, kad formaék A ir B ekvivalertios, t.y. j1 reikSnes vienodos su bet kuria
interpretacija. Bet tarpgizymejimy yra aiskus ry8ys, kurodo Sis teiginys.

Teiginys
Loginés formuks A ir B yra logiSkai ekvivaletos tada ir tik tada, kai logié formul
A—B yra tapaiai teisinga.
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[rodymas Prisiminkime, kad formigk A<B teisingumo reikSmi |B| AoB
lentek yra tokia, kaip parodyta desgje. t |t t

Pagal formuis A—B teisingumo reikSmi lentek, A<B yra teisinga | i K
tada ir tik tada, kai formuli A ir B reikSnes sutampa. Tadl A-B yra | | K
tapa&iai teisinga tada ir tik tada, kah ir B reikSmés sutampa su | | g t

kiekviena kintamjy interpretacija, t.y. tada ir tik tada, kar~ B. o
Sita teigini galime uZradyti taipA ~ B tada ir tik tada, kah—B ~t.

Pavyzdys
p&q ~ g&p, todkl (p&q)—(g&p) yratapdiai teisinga formud, t.y. P& g)—(g&p) ~t.
Ir atvirktiai, pavyzdZziui, zinome, kag—p—p ~t, tokl =—p~p.

2.4 Logikos désniai

Apibr ézimas

Logikos asniuvadiname tapdai teisingg formulke.

Logikos dsniai naudojami samprotaujant. Kelis logikasmius (t.y., tap&ai teisingas
formules) jau sutikome, pavyzdzZiup—(g—p). Be to, kaip maime kg tik jrodytame
teiginyje, logikos dsni gauname iS kiekvienos ekvivatgn formuliy poros: jeiA ~ B, tai
formulé A—B yra logikos dsnis. Pavyzdziui, méame, kad p&gq ~ g&p. Taigi,
(p&g)<—(g&p) yra logikos dsnis. Kadangi tai tokios artimosv®kos, tai ekvivaletiy
formuliy por irgi vadinsimelogikos dsniy, pavyzdZziui,p&q ~ g&p vadinsime logikos
désniu.

Kai kurie logikos dsniai vartojami dazniau, kiti — &¢®@u. Dabar susipazinsime su
svarbesniais éniais. Vig ju jrodymas labai paprastas. Tiesiog sudaroméeisingumo
reikSmiy lenteles, ir patikriname, kad tai tikrai ekvivateys formuks.

Neigimo savyb:

l.--p~p dvigubo neigimo ésnis
Konjunkcijos savybs: Disjunkcijos savyés:
2.a) p&p~p b) pvp ~p idempotencijos ésniai
3.a) p&-p~k b) pv-p ~t
(prieStaravimo ésnis) (negalimo treiojo désnis)
4.a) p&q ~0q&p b) pvq ~ qvp komutatyvumo désniai
5.a) (P& Q)&r ~ p& (&) b) (pvg)vr ~ pv(gvr) asociatyvumo ésniai
Kiti désniai:
6.a) (va)&r ~ (p&r)v(g&r)  b) (p&g)vr ~ (pvr)&(qvr)  distributyvumo dsniai
7.a)-(p&q) ~-pv-q b)=(pvq) ~-p&-q De Morgano dsniai
8.a) (p&g)vp ~p b) (va)&p ~p absorbavimo ékniai
9. p—q ~-pvq implikacijos paSalinim
désnis
10. p~q ~ (p—q)&(g—p) ekvivalencijos pasal. d.
11.p/q ~~(p&q) Seferio f-jos pasal. d.
12.p® g ~~(p«0q) grieztos disj. pasal. d.
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Pavyzdys

Sudarykime 8a) &nio teisingumo reik3mi lentek ir P | q| P&q | (p&q)vp
isitikinkime, kad i§ tikgju tai yra logikos dsnis, ty. it( tk t
ekvivalertiy formuliy pora (Zr. deSige). It< ¢ K It<

IS komutatyvumo ir asociatyvumo éshiu (ketvirtas ir k| k k k

penktas loginiai ésniai) matome, kad formgjk, i kuria jeina

vien kintamieji, skliaustai ir, pavyzdziui, disjucifos Zenklai, galima kintamuosius keisti
vietomis, bet kaip juos suskliausti arba ir visaskliausti — visos taip gautos forrasilbus
ekvivalertios. Pavyzdziui(pvg)vr ~ qv(pvr) ~ pv(gvr) ~ ... ~ pvagvr (jei skliaust; néra,
operacijas atliekameyjuzraSymo tvarka). Tas pats galioja ir konjunkcijay. veiksmy
atlikimo tvarka neturi reikSgs, vis tiek gausimeatpaf rezultas.

Atkreipkite ctmeg, kad distributyvumo ébnis (pvq)&r ~ (p&r)v(g&r) labai primena
gerai jums Zinomp aritmetikos taisykd (p+q)r = pr + gr, uZtenka pakeisti disjunkaij‘v” |
sucktj “+”, ir konjunkcija “&” i daugyl “-". Bet logikoje galima dar daugiau! Logikoje
galioja dar vienas distributyvuma:ghis: (p&q)vr ~ (pvr)&(qvr), kurio atitikmuopgtr =
(p*+r)(g+r) negalioja aritmetikoje!

Distributyvumo @snius galima apibendrinti didesniam maskatiui, t.y.

(PV P2V..VP)& G ~ (P& V(P& Q)V .. V(Pr&Q),
(P1& P& .. &Pn)Va ~ (PVA)& (PVO)& ... & (PaVa).

De Morgano dsnius taip pat galime apibendrinti:

=(PLVP2V ... Vpn) ~ P& P& ...& Ty,
(P& Po&...& Pn) ~ PVaPLV... VAP,

1 pastaba
Loginiai désniai tebegalios, jei pakeisime kintamuosius b&idwis formubmis.

IS tikro, turime tok teigin:

1 teiginys

Tarkime, A(p,...,[) yra tapaiai teisinga formw, o B, ,B, yra bet kokios formas.
Tada A(B,...,B) yra tapaiai teisinga.

[rodymas Imkime bet kurias formuli B,, ,B, interpretacijas. Tarkime, kad su tomis
interpretacijomisB; igyja reikdme a4, B, igyja reikSng a,,..., B, — reikSne on, kur o;e{t, k}
(1<i<n). Tada formuls A(By,...,B) reikSmé su tomis formuli By,...,B, interpretacijomis
bus lygi reikSmei(ay, ... on). Taiau formuk A(py,...,p) yra tapéiai teisinga, todl A(ay,...,
an) yrat. Paro@me, kad su bet kokia interpretacija forgéd(B,...,B) yra teisinga, o tai
reiSkia, kadA(B,,...,B) yra tapdiai teisinga formu. o

ISvada

Jei A(p,....p) ~ B(py,....p), 0 G, ,C, yra bet kokios formus, tai A(G,....G) ~
B(C,,...,G).

frodymas Jei A(p,....p) ~ B(ps....m), tai A(py,...,.pn) < B(py...,pn) Yyra tapdiai
teisinga formud, tockl, pagal pirma teigini, A(Ci...,G) < B(C...,C) yra tapdiai
teisinga formut ir A(Cy,...,G) ~ B(Cy,...,G). O

Si isvada leidZia naudotis iSvardintais loginiaismdais ne tik tokia forma, kokia jie
uZraSyti, bet ifstatius sudtingesnes formules vietoj kintagay.
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Pavyzdys
Absorbavimo dsnis ne tik parodo, kad fornagl (pvg)&p ir p yra ekvivalegios, bet
kad ekvivalegtios ir formuks (PVQ)&P bei P, kur P ir Q — bet kokios formus. Todkl,
pavyzdZziui,((p—q)v(r/s))& (p—q) ~ p—d (Cia istatme p—q vietoj P ir r/svietoj Q).
Analogiskai, jeij De Morgano dsn —(p&q) ~ pv—(q vietoj kintamojop istatysime
formule p/—r, o0 vietojq istatysimer—q, tai gausime logikosé&ni
=((p/—n & (r—q)) ~=(p/—r)v=(r—Q).

2 pastaba
Ekvivalertias formules gausime ir pakeial formulés jai ekvivaledia formule.

IS tikro, tarkime A, Bir C yra bet kurios formuk, ir formuk B yra formuks A sucktyje,
t.y. B yra formuks A dalis.

Pavyzdys
Formuk pv—q yra formubs r&(p v—-q)—q sudstyje.

Beje, formué B gali kelis kartus pasikartoti formiyé A. Formuk, kuri gaunama is
formulés A, pakeitus joje kuai nors formu¢ B formuleC, zymésimeA[B,C].

Pavyzdys
JeiAyrar&(p v—-q)—q, B yrapv-q, C yra -p— —q, tai A[B,C] yrar&( -p— -q)—d.

2 teiginys
Tarkime, B ir C yra ekvivaleins formuks. Tada formws A[B,C] ir A irgi yra
ekvivalerios.

[rodymas Reikia jrodyti, kad formulip A[B,C] ir A reikdnes su visomis
interpretacijomis sutampa, t.y. kad jeisingumo reikSmj lenteliy paskutiniai stulpeliai
sutampa. Sudarykime formaglA teisingumo reikSmi lentek taip, kad iS pradiijoje bity
apskafiuojamos formus B reikSmes (iskaitant formulesjeinartias i B). AnalogiSkai
sudarykime formus A[B,C] teisingumo lenteltaip, kad iS prad#i buty apskatiuojamos
formulés C reikSmes. Tada iki stulpeli B ir C formuliy A ir A[B,C] teisingumo lenteli
reikSmes gali skirtis, bet stulpeliuos® ir C jos pasidarys lygios, neB ir C yra
ekvivalertios formuks. Tolesniuose stulpeliuose reik&aip pat liks lygios, nes formig
Air A[B,C] daugiau niekuo nesiskiria, tedgpaskutiniai stulpeliai irgi sutapsa

Pavyzdys

TeguA yra formuk [(p—q) v (@ p)]/ (p—Qq), B yra p—q, ir C yra —pwy. Tada
formule A[B,C] gali hbati tokia: [(=pwvg) v (@ p)] / (p—q). Formuliy A ir A[B,C]
teisingumo reikSmij lenteles galima sk&uoti taip:

pla|B|a®p| Bv@®p) |A plal-p|Clq@p| cvg®p) | ABC]
t|t|t k t k t|t k t k t k
t k| k t t t t |k k k t t t
k|t t t t k k|t t t t t k
K|kl t| «k t kK k| k| t]t] k t K

Taigi, skatiuodami formués A teisingumo reikSmi lentek, iS pradi apskatiuojame
formule B, o paskui kitas formeés A dalis bet kuria tvarka. SkaiwodamiA[B,C], iS pradzi
apskatiuojame formut¢ C, o paskui kitas formas A[B,C] dalis ta paia tvarka, kaip ir
formulei A. Matome, kad, kadangi formad B ir C ekvivalertios, tai stulpeliaB ir C, o ir
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visi toliau einantys stulpeliai, sutampa. Ebd[(p—q) v (q® p)] / (p—q) ~ [(=pWq) Vv
Q®p)]/ (p—0).

Pavyzdys

Kadangip—q ~ —pwy, tai formukje [(p—q) v (@ p)] / (p—q) galime pakeisti formul
p—g formule =pug, taip gaudami formel [(=pwg) v (@@ p)] / (p—q). Tockl [(p—q) v
@®p)]/ (p—a) ~ [( =pw) v (@ p)]/ (p—0).

Naudojantis turimais logikosédniais ir k tik gautais rezultatais, galima iSvesti naujus
logikos esnius. Antra pastaba tvirtina, kad pakdiet kury formule, ieinartia | formule A,

jai ekvivalergia formule, gausime formuleh ekvivalertia formulg. O pirmoji sako, kad
galime naudoti logikoséabnius,istat bet kokias formules vietoj kintag.

Pavyzdys
(p—q)/r ~ implikacijos paSalinimo &bnis ir 2 pastaba
(=pwrq)/r ~ Seferio f-jos paalinimoagnis ir 1 pastaba
=[( prg)&r] ~ De Morgano dsnis ir 1 pastaba
=(=pw)v-r ~ De Morgano dsnis ir 1 bei 2 pastabos
(=(=p)& =q)v-r ~  dvigubo neigimo d&snis ir 2 pastaba
(P& —q)v-r

2.5 Esminiai ir fiktyv @s kintamieji

Apibr ézimas.

Sakysime, kad loginis kintamasisl@ginéje formukje Q(p., pz...,[) yra esminis jei
galime rasti tokias reikSmes, ay,... g1, Gi+1, ..., a0 €{t,k}, kad Q@u, az,...0i1, t, Gis1, ...,
an) # Qloa, 0z,...0i1, K, aiv1, ..., an). PrieSingu atveju kintamasis vadinaméktyviu
formukje Q.

Komentaras

Taigi, jei, esant kazkokioms fiksuotoms wkikintamyju reikSmems, kintamojop
reikSmes pakeitimas i§ | k paketia formuks reikSmg, tai kintamasig yra esminis. Jei
kintamojo p; reikSmes pakeitimas i$ i k nepakatia formuks reikSngs, kad ir kokios bty
fiksuotos kit; kintamyju reikSmes, tai kintamasig; vadinamas fiktyviu. Kaip matysime,
tokiu atveju jisi formul jeina fiktyviai, t.y. egzistuoja ekvivalenti formiyli kuria
kintamasig; neeina.

Pavyzdys

Nustatysime, kurie loginiai kintamieji yra fiktyg, o kurie esminiai forméje Q(p,q,r)
= (p& —q&r) v (—p&gé&r).

Sprendimas ity toks. Reikiajsistatyti visus galimus kintagy reikSmiy rinkinius ir
paziiréti, ar formuks reikSné priklauso nuo kintamojo reikdm pakeitimo. Kad ity
paprasiau, pirmiausia sudarysim formigl teisingumo reikSmilentek:

plalr|-p|-q| -p&-q&r | -p&qs&r | Q..

tjt|t| Kk k k k k
t|t| k|l k k k k k
tl k|t k t k k k
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t| k| k| k t k k k
kjt|t] t k k t t
kK| t| k|t k k k k
K| k| t] t t t k t
kK| k| k| t t k k k

IS pirmos ir penktos eiliy matome, kad kintamaspsyra esminis. IS tikro, pirmoje ir
penktoje eilutse kily kintamyju (q ir r) reikSmes nesikatia (ir yra lygios atitinkamai ir t),
keiciasi tik kintamojop reiksne (t pirmoje eilugje, k penktoje). Ir formulds reikSng taip pat
keiciasi ! Taigi, formué Q(p,q,r)nuo kintamojop priklauso iS esks, jis yra esminis.

Kintamasisq yra fiktyvus. IS tikro, imkim pirm ir trecia lenteks eilutes. Jose skiriasi
tik kintamojoq reiksSnes ( pirmoje eilutje, k trecioje), o kit kintamyjy reikSnes lieka tos
p&ios (). O formuks reikdn¢ nesiketia — iSliekak. Bet to dar neuztenka, kad ¢aime
tvirtinti, kad g yra fiktyvus, nes mes patikrinome tik viemor interpretaciy. Gallt
kokioje kitoje poroje, kurioje keisis vien tik kenojo g reikdne, formuks reikdng irgi
keisis. Taigi, turime patikrinti visas galimas pardaip ir padarome: antroje ir ketvirtoje
eilutese ketiasi vien tik kintamojoq reiksSne, o formuks reikSné¢ nesiketia; tas pats ir
penktoje — septintoje, ir Sestoje — astuntoje @kt Patikrinom visas galimas interpretacij
poras, ir niekur formuék reikSné nesiketia, ketiantis vien tik kintamoja reikSmei. Taigi,
kintamasigqq i$ tikro yra fiktyvus.

Belieka patikrinti kintamji r. Pirma — antra eilés: ketiasi vien tik kintamojor
reikSme, o formuks reikSng¢ nesiketia; tredia — ketvirta: nesikeéia; penkta — Sesta: Kéasi
I Taigi, kintamasis yra esminisc

Jeigu kintamasis yra fiktyvus duotoje forrijel tai mes galime rasti ekvivakdn
formule, i kuria tas kintamasis reina.

Pavyzdys

Imkime & p&ia formule Q(p, q, r) ~ EP& —q&r) v (-p&g&r). Pasinaudodami
loginiais dsniais, galime g suprastinti: Q(p, g, ) ~ [(=p&N& —q] Vv [( =p&n&q] ~
(p&N&( —qq) ~ (=p&nN&t ~ —=p&r ~ P(p,r). Gavome formw P(p,r), ekvivaleria
formulei Q(p, q, r),i kuria hgeina kintamasig. o

Naudojantis logikos &bniais gali lati sudttinga paSalinti fiktyvius kintamuosius iS
formulés. Parodysime, kaip galima tai padaryti naudojaeiEngumo reikSmi lentele.

Pavyzdys
Veélgi imkime ta pai pavyzd. Nustaéme, kad kintamasis q yra

fiktyvus. Kaip j pa3alinti i formuis ? Bandykime perdirbti teisingumop | r | Q(p,q,r)
reikSmuy lentek taip, kad jinai nebepriklausytnuo kintamojo q. t |t k
Kadangi kintamasis g yra fiktyvus, tai i$ teisingumeikSmiy lenteks t | k Kk
galime iSmesti stulpglsu q reikSramis. Palikime tik stulpelius su ; | ¢ K
esminiais kintamaisiais p ir r bei stulpesu formués Q(p,q.r) t | Kk K
reikSmemis (Zr. deSigje). ' N
Kadangi liko tik du kintamieji, lentéje turety bati tik 4 eilutes. 1S
tikro, lengva pastedti, kad kai kurios lenték eiluts kartojasi (taip yra Kk k
dél to, kad q yra fiktyvus — pakeitus vien tik jo ke, formuks t t
reikdne iSlieka ta pati, toél ta eiluiy pora skiriasi vien tik kintamojo q K | k k

reikSme, o iSmetus stulpetu kintamojo g reikSémis ir iS viso nebesiskiria). ISmetame
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besikartojanias eilutes ir gauname lenteliS keturiy eiluciu (zr. p] r ] P(p.n
deSireje). Si lentet vaizduoja funkcg P(p,r), priklausartia tik nuo ¢ | t k
Kintamuju p ir r, ir jos reikSms duotoms kintanju p, q ir r reikSmms ¢ | k
sutampa su formes Q(p,q,r) reikSmemis, tai yraQ(p,q,r) ~ P(p.r). | | ¢ t
Taigi, belieka tik uzraSyti formelP(p,r), kurios teisingumo reikSmi K K

lentek radome, ir tukrsime formu¢, ekvivaleria duotai formulei,
kurioje neflgra fiktyviy kintamyjy. O kaip uzraSyti formgliS duotos teisingumo reikSmi
lenteks, mes iSmoksime netrukus, kai nagsime normalisias formas.o

Pastabos

1. Jei formut yra tapdiai teisinga arba tagai klaidinga, tai visii ja ieinantys
kintamieji yra fiktyvis.

2. Lengva patikrinti, kad jei formés Q(pu,... & , Pe1r---B) It P(P, Po-..R) yra
ekvivalertios, tai kintamiejipg.1, ... yra fiktyviis formukje Q.

2.6 Kontaktin és schemos

Vienas akivaizdzZiaugimatematias logikos pritaikym yra elektros grandése.
Kontaktinis elementafavyzdziui, jungiklis arba ré&), zymimas |:| , galioh
dvejose senose:
1) jis praleidZiaelektros sroy, kontaktai sujungti, sakome, kad jisngtas Zymgjimas:
*—o
2) kai kontaktai nesujungti, elemenidgingtas jungiklis elektros sroas nepraleidzia
Zymgejimas:

Kontaktire schema- tai sujungi kontaktiniy elemend rinkinys su dviem i§imais i
iSore.

Pavyzdys

Cia jus matote elektros grandinkuria sudaro Saltinis, lemptiir kontaktire schema:

[EaaN LISt
i\j sy

L

| V\ Lemput

Srows Saltinis
Kiekviena kontaktiri elememi Zymime raide. Jei, pavyzdziui, elemengiir r yra
iSjungti, oq —jjungtas, tai kontaktihschema bus tokia:

<€4— Kontaktint schem

q
P — o

—f oo
o




Jinai sro¢s nepraleis, nes elemenfagra iSjungtas.

Galima kelis elementus pazgtnta paia raide. Tai reiSkia, kad jie iSjungti gungti
vienu metu. Taip pat galima kontaktinius elementhgréti ir raide su neiginiu
(pavyzdziui-p). Tai reiSkia, kad toks elementas bus iSjungtda tatik tada, kai elementas
p busjjungtas.

Pavyzdys 3
Si schema praleis sreyjei kontaktiniai elementap ir q
=k jjungti, arba jer jjungtas, o i$jungtas, arba jej ijungtas, o

r iSjungtas.
r |_| P

C]|_|—ll'

Elektros srows praleidimo slyga galima uzraSyti kaip formel

Pavyzdys

Paskutinio pavyzdzio schema praleis srétada ir tik tada, kai bus teisingas &tinis
teiginys A Q) v (r A =p) v (g A —r), kur p yra teiginys “jungiklisp jjungtas”, ogir r yra
analogiski teiginiai.

Nuoseki; kontaktiniy elemend jungima atitinka konjunkcija, o lygiagret— disjunkcija.
IS tikro: kontaktie schema
praleis srog tada ir tik tada, kai abu kontaktiniai elemengai g
P q bus jjungti, tai yra, kai teiginys ¢ jjungtas irqg jjungtas” yra

teisingas, tai yra, kai teiginys A g yra teisingas. Analogiskai

kontaktire schema

praleis srog tada ir tik tada, kai bent vienas kontaktinis edatasp

P arbaq busijjungtas, tai yra, kai teiginyg‘jjungtas arba jjungtas” yra
teisingas, tai yra, kai teiginysv g yra teisingas.
Taigi, kiekvienai kontaktinei schemai galima patasyja
atitinkartia formule.

Teisingas ir atvirkdas tvirtinimas: jeigu turime forme) kurioje
yra tik logines operacijos—, A, v, ir = yra tik prie$ loginius kintamuosius, tai galima
nubrZti ja atitinkartia schem.

Kai mokysinmes apie normadisias formas, matysime, kad bet kuri fortngfali biti
iSreikSta tokiu pavidalu, taigi, bet kuriai formulegzistuoja kontaktién schema, Kuri
praleidzia sroy tada ir tik tada, kai ta forméikeisinga.

Kontaktints schemos vadinamaekvivale@iomis, jei viena praleidzia srqvtada ir tik
tada, kai kita taip pat praleidZia seoZinome, kad schema praleidzZia syaada ir tik tada,
kai ja atitinkanti formué yra teisinga. Jei kontaktis schemos ekvivaléios, tai
kiekvienam kontaktinj elemeni reikSmi; rinkiniui jos abi kartu praleidzia srewvarba ne,
todkl jas atitinkatios formuks yra kartu teisingos arba ne, tai yra forésulyra
ekvivalertios. Ir atvirk&iai, jei dvi formuks yra ekvivaledtios, tai jas atitinkatios
kontaktires schemos yra ekvival&os.

Pavyzdys
Tarkime, turime dvi schemas:
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——|c I—|aI 1d
—lb e
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=l

Jos yra ekvivalefios, nes jas atitinkaios formuks yra ekvivaledios. IS tikro:
(ran(ndv=c)v=ab)v((av-bve)a-c)~

~(aa=ad)v (maan-ac)vabv(@aaac) v (Aba ac)v (eaac) ~
~(aan-d)v(qcA(navav-abve))v b~
~(Faan-d)v(acaA(tvabve))v b~

~(FHaan-d)v(acAat)vab~

~ (mand)v acv ab.

Tokiu badu gavome metadkontaktiniy schem ekvivalentiSkumui patikrinti: imame
jas atitinkartias logines formules ir nustatome, ar jos ekvivéites

I matematin logika suvedama keletas prakiinijprasty inZinieriams, uzdavimi
Pavyzdziui, duotai schemai rasti jai ekvivalianr paprastesyn Kas ta paprastesschema,
patikslinama konkr&am uzdaviniui,ivedus suéktingumo gvoka. Schemos sudingumu
gali bati bendras elementskatius, skirtingomis raiéimis pazynéty elemeni skatius,
element, pazynity tam tikromis raidmis skatius ir t.t. Taip pat, Zinant elemenkainas
(skirtingy elemeni jos gali liti nevienodos), apsk&uojama schemos kaina ir stengiamasi
rasti ekvivaletia schem, kurios kaina bty maziausia (schemos minimizacijos pagal kain
uzdavinys).

e

2.7 Normaliosios formos

2.7.1 Normalioji disjunkcin é forma

Apibr éZimas

Elementaria konjunkcija (EKWadiname logia formuk, ; Kkurig jeina tik loginiai
kintamieji ir jy neiginiai, sujungti konjunkcijomis.

Pavyzdys

Formuks an =b A C, apA QAT A S, AP, Ps yra elementarios konjunkcijos.

Kiekviena elementari konjunkcija yra arba tépaklaidinga, arba teisinga tik su viena

interpretacija. IS tikigju, jei i elementay konjunkcip ieina kuris nors kintamasis ir jo
neiginys, tai jinai yra tagai klaidinga.
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Pavyzdys

Elementari konjunkcijanp A g A r A = yra tapaiai klaidinga, nes
—PAQGATA—=g ~ mPATA(QA—Q) ~ pA)AK ~ k. O

PrieSingu atveju, jinai teisinga su vienintele iptetacija.

Pavyzdys

Elementari konjunkcijanpAgar yra teisinga, kahp, q ir r yra teisingi, tai yra, ka=k,
g=t ir r=t, o visais kitais atvejais klaidinga, nes bent a®is-p, g ar r bus klaidingas.

Apibr éZimas

Normaligja disjunkcine formdNDF) vadiname formyl kurios pavidalas yratgl Ki, kur

Ki — elementarios konjunkcijos:ormuks Q normalaja disjunkcine formavadiname jai
ekvivaleiq NDF.

Pavyzdys
Formuk (aA =b) v (b A =C) v (maa b A =c) v =b yra NDF.

Teorema
Kiekvienai loginei formulei egzistuoja NDF.

Pirmas jrodymas UZraSome formuk teisingumo reikSmi lentek ir iS jos gauname
formulés NDF tokiu lmdu: imame tik tas lentes eilutes, kur formubk reikSné yrat, ir iS
kiekvienos tokios eilds suformuojame vien elementar konjunkcip, konstantas t
keisdamij atitinkamus loginius kintamuosius, 0 konstantas ku neiginius.

Parodysime pavyzdziu. Tarkime, formaslQ(p,q,r) teisingumo p
reikSmiy lentek yra parodyta deSépe. Turime tris eilutes, kuriose t
formulés reikSn¢ yra t. Kiekvienai eilutei kaliamet i atitinkamy ~ t
kintamaji, k i jo neigir. IS pirmos eilldls gauname elementari t
konjunkcip pA gAar, i8S penktosap A g AT, iS SeStosipA ga —r,  t
ir imame j disjunkcip: P(p,a,nN=(pArgan)v (ApAagqanv(ap K

k
k

Q(p.9.n

t
k
k
k
t
t

A Q A Ar). Tai ir bus formuls Q(p,q,r) NDF. IS tikro, pirma
elementari konjunkcija teisinga tik su interprefaq=t, g=t, r=t, k
antra sup=k, g=t, r=t, tretia sup=k, g=t, r=k, todl juy disjunkcija Kk
teisinga tik su Siomis trimis interpretacijomis,sa kitomis — klaidinga. Taigi, formés
P(p,q,r) teisingumo reikSmi lentek sutampa su formés Q(p,q,r) teisingumo reikSnoi
lentele, todl jos ekvivalerios. Ir formuk P(p,q,r) yra elementan konjunkcijy disjunkcija,
todel P(p,q,r)yra formuks Q(p,q,r) NDF.

O ka darome, kai formébk reikSné niekada neifnat, tai yra, kai formu yra tapaiai
klaidinga ? Tokiu atveju jos NDF yra bet kuri tajga klaidinga NDF, pavyzdziui, p. -p.
O

x X+ + X X ~+ |0

x,_,x:—rx,_..xr—l-—x

=~

Pastaba

Irodymas parog kaip, turint formut, uzduoi teisingumo lentele, uZraSytia j
atitinkartia logine formule. Mes nogjome to iSmokti, kai nagrigjome esminius ir fiktyvius
kintamuosius.

Antrasjrodymas Suvedame formuli NDF, naudodami logikoségnius.
1 ZzingsnisPaSaliname visas operacijas, iSskyrus,». Tam naudojags Siais logikos
désniais:
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PO g~ ~(p> ),
pe>q~ (P> a)A(Q—>p),
pP—>q~ ~pvaq,
pla~ =(pra).
2 Zingsnislkeliame neiginiug skliaustus (neiginiai turi likti tik prie loginikintamyju).
Naudojanés De Morgano ésniais
=(pva) ~ —p&-q,
=(p&q) ~ —pv-q,
ir désniu
P~ Pp.
3 ZingsnisTaikome distributyvumo &ni
pA(@vr) ~ (prg)v(pAT)
tol, kol gausime NDF.
Kiekvieno Zingsnio eigoje ir po kiekvieno Zingsmjalime prastinti, naudodami Siuos ir
kitus cesnius:

pvp-~p,
PAP ~ P,

pPA-p ~ K,
pv-p~t
(pv@)&p ~p,
(P&Q)vp ~p.

Po &y trijy Zingsniy ir gausime duotos formég NDF. o

Pavyzdys
Norime rasti formuis =(p— (g A r)) NDF.
1 Zingsnis: paSaliname implikadgij
(P> (qAaT) ~ ~(=pv (gan).
2 Zingsnisikeliame neiginiug skliaustus:
(=P Vv (QAn) ~ PA(@AT) ~ PA(RQv ).
3 zingsnis: taikome distributyvume@shi:
PA(=qv ar) ~ (pA=a)v (pA ).
Suprastinti Ara ka. Gavome NDF.o
Pastaba
Formulei gali egzistuoti kelios NDF.

Pavyzdys
Formuk
(pA—=gADV(PA—gA -V (PA-T)
taip pat yra formus iS praeito pavyzdzio NDF. Lengva tigitikinti, patikrinus, kad tai iS
tikro yra NDF ir kad Sios formés yra ekvivaledios.

ISvada

Kiekvienai formulei egzistuoja jai ekvivalenti far& ; kurig jeina tik neiginys,
konjunkcija ir disjunkcija, ir neiginys yra tik grikintana;jy.

Griztant prie kontaktini schem, dabar isitikinome, kad tikrai bet kuriai formulei
egzistuoja kontaktin schema, kuri praleidzia sr@vada ir tik tada, kai ta formélyra
teisinga.
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2.7.2 Normalioji konjunkcin é forma

Apibr ézimas

Elementaria disjunkcija (EDyadiname logia formuk, ; kurig jeina tik loginiai
kintamieji ir jy neiginiai, sujungti disjunkcijomis.

Pavyzdys

Formuks p v —p., =p v —q Vv I, q,—ps yra elementarios disjunkcijos.

Kiekviena elementari disjunkcija yra arba téipateisinga, arba klaidinga tik su viena
interpretacija. IS tikijy, jei i elementat disjunkcip ieina kuris nors kintamasis ir jo
neiginys, tai jinai yra tagg#ai teisinga.

Pavyzdys

Formuk —p v g v rv —q yra tapéiai teisinga, nes

—pvgvrv—g~—-pvrv(@v—q) ~ (pvrvt~to

PrieSingu atveju, jinai klaidinga su vienintelegirgretacija.

Pavyzdys

Formuk —p v q v r yra klaidinga, kai-p, g ir r yra klaidingi, tai yra, kai p = t, q =ikr
=k, 0 visais kitais atvejais bus teisinga, nes b@mnas i5-p, g ir r bus teisingas.

Apibr éZimas.
m
Normaligja konjunkcine forma (NKFyadiname formul, kurios pavidalas yra _&1 D,
1=

kur D; — elementarios disjunkcijoBormuks Q normalija konjunkcine formavadiname jai
ekvivalediq NKF.

Pavyzdys
Formuk (py v —ps) A (P2 Vv —p2 Vv ps) A ps yra NKF.

Teorema
Kiekvienai loginei formulei egzistuoja NKF.

Pirmas jrodymas Sudarome formgk teisingumo lentelir iS jos gauname formes
NKF tokiu badu: imama tik tas lentéet eilutes, kur formuk reikdné yra k, ir i§ kiekvienos
tokios eilues suformuojame vien elementatj disjunkcip, konstard k  keisdami i
atitinkamy loginj kintamji, o konstanft —i jo neigin. Q(p,q,n

Parodysime pavyzdziu. Tarkime, forrasllQ(p,q,r) teisingumo k
reikSmiy lentek yra parodyta desée. Turime tris eilutes, kuriose
formulés reikdné yra k. Kiekvienai eilutei keliamek i atitinkamy
kintamaji, t — i jo neigin. IS pirmos eiluts gauname elementari
disjunkcija —p v —q v —ir, i$ antrosap v =g v I, i Sestos p —q v
r, ir imame y konjunkcip: P(p,q,n)= (pv —qv =) A (kpv —q Vv
N A (Pv—qvr). Tai ir bus formus Q(p,q,r) NKF. IS tikro, pirma
elementari disjunkcija klaidinga tik su interpréjam=t, g=t, r=t, t
antra sup=t, g=t, r=k, tretia sup=k, g=t, r=k, todl juy konjunkcija klaidinga tik su Siomis
trimis interpretacijomis, o su kitomis — teising&aigi, formuks P(p,q,r) teisingumo
reikSmip lentek sutampa su formes Q(p,q,r) teisingumo reikSmi lentele, todl jos
ekvivalertios. Ir formuk P(p,q,r) yra elementan disjunkcijp konjunkcija, todl P(p,q,r)
yra formuks Q(p,q,r) NKF.

k
t
t
t
k
t

XX~ o~ X X~ —~O

ANXAXAXX~+ 0O
X~ XN ~+ X ~ X |
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O ka darome, kai formuk reikSn¢ niekada nefinak, tai yra, kai formul yra tapaiai
teisinga ? Tokiu atveju jos NKF yra bet kuri téjpateisinga NKF, pavyzdZziui, p —p. o
Antras jrodymas AnalogiSkas jrodymui apie NDF, tik tr&ajame zingsnyje
naudojame kit distributyvumo dsni:
pv(@&r ~ (pva & (pvn. o
Pavyzdys
Norime rasti formuls —(p — q) v r NKF.
1 Zingsnis: paSaliname implikagij
—(p—>q)vr~ =(=pvQg)vr.
2 Zingsnisikeliame neiginiug skliaustus:
—(=pvgvr~pP&-q)vr
3 Zingsnis: taikome distributyvumeshi:
P&—q)vr~(pPvr&((=qvr).
Suprastinti Ara ka. Gavome NKF.o

Pastaba
Formulei gali egzistuoti kelios NKF.

2.7.3 Tobulos normaliosios formos

Apibr ézimas
Elementarioji konjunkcija vadinameobulg jei { j¢ po viem kartg jeina kiekvienas
kintamasis arba jo neiginys.

Tobulas elementarias konjunkcijas sutrumpintai &ime TEK.

Pavyzdys

Formuks (p & Q) v (-p & q & —r) v (—p & =g & —p & r) antroji elementari
konjunkcija yra tobula, o pirmoji ir t&0ji — ne, neg pirma neeina nei kintamasis r, nei jo
neiginys, o tregia kintamojo p neiginygeina du kartus.

Apibr ézimas

Formules NDF vadinamaobula jei jos visos elementarios konjunkcijos yra tatsul

Tobulas NDF sutrumpintai Zyéaime TNDF.

Pavyzdys
Formuks
(P & Q) v (=p & —0),
-p&g&nNv(—p&g&-NvPpP&—-qé&r
yra TNDF, o
(P&a)v(=p&—q&r),
(P&q&—p)v (=p &—0q)
néra TNDF.
Teorema
Kiekvienaijvykdomai loginei formulei egzistuoja vienigt@INDF.

Komentaras
Vienintek, jei nekreipsim émesioi elementarj konjunkciy sukeiting vietomis.
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Teoremosrodymas Jei formu néra tapé&iai klaidinga, tai konstruodami jos NDF S
teisingumo lentéks, gauname jos TNDF, neskiekviern elementay konjunkcip ieina
kiekvienas kintamasis arba jo neiginys po ygid@rta. Ir Sita TNDF yra vienintél nes
kiekviers interpretacih, su kuria formud teisinga, atitinka viena tobula elementari
konjunkcija. IS tikro, jeigu @ty dvi skirtingos formuis TNDF, taii jas ieity skirtingos
TEK, taigi, Sios TNDF bty teisingos su skirtingomis interpretacijomis, o paieStarauja
tam, tad formu yra ekvivalenti savo TNDFC

Teorema
Dvi jvykdomos formudt yra ekvivaletios tada ir tik tada, kaij TNDF yra lygios.

[rodymas

“=" Ekvivalertiy formuliy teisingumo lentés sutampa, tadl iS ju sukonstruotos
TNDF taip pat sutaps.

“«<" Tarkime, kad dvi formuds turi & patia TNDF. Jos abi yra jai ekvivaléios, tod!
jos yra tarpusavyje ekvival&ios. o

Jei turime formuds NDF, h galime suvesti TNDF, naudodamiijdogikos csni:
K ~ (K&p) v (K& —P),
kur K yra elementari konjunkcija. Si taisgkparodo, kaip mes fiktyviai galime priradyti
trakstamy kintamaji p.
Pavyzdys
Formuk p v (-p & —@) v —q yra NDF, bet ne TNDF. Pirmoje elementarioje
konjunkcijoje tiiksta q arba-q, tretioje — p arba-p. PriraSome juos fiktyviai:
pv(=p&—-q)v—q ~
~ P&V (P&-Q) V(P &—0) Vv (-q&p)v (-9 &—p) ~
~ (P& V(P& —q)v (=P &—0q).
Gavome TNDF.o
Apibr ézimas
Elementarioji disjunkcija vadinam#obulg jei { j¢ po viem kartg jeina kiekvienas
kintamasis arba jo neiginys.
Tobulas elementarias disjunkcijas sutrumpintai &ime TED.
Apibr ézimas
Formules NKF vadinamdobula,jei jos visos elementarios disjunkcijos yra tolsulo
Tobulas NKF sutrumpintai zyésime TNKF.
Pavyzdys
Formuk (pv q) & (—p v q) yra TNKF.
Teorema
Kiekvienai loginei formulei, iSskyrus tafiai teisingz, egzistuoja vieninte TNKF.
[rodymas AnalogiSkas teoremos apie TNRBdymui. o
Teorema

Tarkime, turime dvi formules, kuriogra tapaciai teisingos. Jos yra ekvivaléos tada
ir tik tada, kai jy TNKF yra lygios.

frodymas AnalogiSkas teoremos apie TNRBdymui. o
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Jei turime formuds NKF, p galime suvesti TNKF, naudodamiidogikos dsni:
D~ (Dvp)&(Dv—p),
kur D yra elementari disjunkcija.
Apibr ézimas
Formules ekvivalertiu pertvarkymuvadinsime jos suvedim jai ekvivalewiq formuk,
naudojant logikos ébnius.

Pavyzdys
Atliekame formués ekvivalegtius pertvarkymus:

Pla)>r~<@Elagvr~=(=P&g)vr~ (pP&avr.

Teorema

Bet kurias dvi ekvivalefes formules galima ekvivaléiais pertvarkymais suvesti vign
i kitg.

[rodymas Zinome, kad abi ekvivaléias formules galima ekvivaléiais pertvarkymais
suvestij ta p&ia TNDF (arbaj TNKF). Tod:l atvirkStiniais ekvivalediais pertvarkymais
galime TNDF (arba TNKF) suvesiijas. Todl, kad suvestume vignformule i kita, i$
pradziy pirmaja suvedamei TNDF (arba TNKF), o paskui atvirkStiniais ekvivadais
pertvarkymais TNDF (arba TNKF) suvedaiantija formule. o

2.8 Loginés iSvados

Logika yra mokslas apie taisyklingus samprotavimdus, t.y. apie #idus, leidZiagius
IS teising; teiginiy gauti teisingas iSvadas. Tokius samprotaviridus mes, apie tai visai
negalvodami, vartojame kiekvigndiers. Siame paragrafe mes suzinosime, &ojke
taisyklingi.

Apibr éZimas

prielaidomis o paskutinis vadinamaSvada

Paprastai samprotavimas uzraSomas taip:A8, ..., A, ..B, kur A, Ay, ..., A, yra
prielaidos, o B — iSvada. Simbolisskaitomas “todl”. Kartais raSoma stulpeliu:
Al Al
A2 AZ
: arba :
A An
-.B ..B
Apibr éZimas

Samprotavimas vadinamasglisty, jei iSvada yra teisinga su kiekviena interprefaci
su kuria visos prielaidos yra teisingos.

Pastaba
Jei rera tokiy interpretaciy, su kuriomis visos prielaidodity teisingos, samprotavimas
laikomas pagstu.
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Pavyzdys

Nustatysime, ar samprotavimas “Knyga yra ant stalma ant lentynos. Josm ant
lentynos. Todl jinai yra ant stalo.” pagstas, ar ne.

Pazyntkime raide p teigip“Knyga yra ant stalo”, o raide q — “Knyga yra #mtynos”.
Tada duotas samprotavimas bus uZraSytas taipgp-q ..p. Pagal
apibizima, reikia imt visas | > e plalpvgl|—qg

a, reikia imti visas interpretacijas, su kuriomis/[@ ir —q

yra teisingos, ir patikrinti, ar su jomis p yrasieiga (Zr. deSige).
Matome, kad tokiagta tik viena interpretacija (p =t, q = k), ir sup
yra teisinga. Toé duotas samprotavimas yra pgias.o

Teiginys
Samprotavimas AA, ..., A .. B yra pagystas tada ir tik tada, kai formel(A; £ A, £
...& A)) — B yra tapdiai teisinga.

Jrodymas

“=" Tarkime, kad samprotavimas;AA,, ..., A, .. B yra pagistas.Irodysime, kad
formulé (A1 & A& ...& A,) — B yra tapdiai teisinga.

Imkime bet kuria formulés (Au& A & ...& A,) — B interpretaci. Reikiajrodyti, kad
Sita formut yra teisinga su Sita interpretacija.

Jei su Sita interpretacija bent viena iS formpuly, A,, ..., Ayyra klaidinga, tai A& A;
& ...& Anyra taip pat klaidinga, tétiformulé (A; & A& ...& A,) — B yra teisinga.

Jei su Sia interpretacija visos forresilA;, A,, ..., A, yra teisingos, tai pagal pagto
samprotavimo apikzima formulé B taip pat yra teisinga, tédformulée (A1 & A & ...&
A,) — B yrateisinga.

Tocdkl su bet kuria interpretacija formiu(A; & A& ...& A,) — B yra teisinga.

“&<” Tarkime, kad formdl (A1 & A, & ...& An) — B yra tapaéiai teisinga.lrodysime,
kad samprotavimas:AA,, ..., A, .. B yra pagistas.

Tarkime, kad prielaidos A A, ..., A, yra teisingos. Reikigrodyti, kad iSvada B yra
teisinga.[rodysime prieStaros metodu. Tarkime, Banteisinga. Tada gauname, kad &\
A, & ...& A,) —> B yra klaidinga, nes A& A; & ...& A, yra teisinga, o B yra klaidinga.
Taigi, gauname prieStatam, kad (A& A& ...& A,) — B yra tapdiai teisingao

Matome, kad kiekvien pagista samprotavim atitinka logikos dsnis, todl pagisti
samprotavimai irgi kartais vadinami logiko&sdiais.

Pavyzdys

Patikrinsime, kad paggtas samprotavimas i$
paskutinio pavyzdzio tikrai atitinka tafiai I,? ‘ (t] ‘ p\t/q ‘ (pvq?(& —q ‘ Q(F;’q)
teisingy logine formule, t.y., kad formu Q(p,q) t |k ¢ i ¢
~((pv Q)& —q) > p yra tapéiai teisinga (zr. K| t t K ¢
desirgje). K| Kk K K i

Savyhbeés

Tarkime, kad samprotavimas, Ay, ..., A .. B yra pagystas. Tada:

1) Jei visos prielaidos A4, ..., A yra tapaiai teisingos, tai ir iSvada B yra tapii
teisinga.

2) JeiA&LA &L .. & A, yra tapaiai klaidinga, tai B gali lati bet kokia formud.

3) Jei B yra tapédiai teisinga, tai A, A, ..., A gali biti bet kokios formuks.
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Irodymas
Tiesiogiai iSplaukia iS paggto samprotavimo apiéimo. o

IS antros savys matome, kad jei A& A, & ...& A, yra tapdiai klaidinga, tai bet
kokia formuk B yra formuliy Ay, A, ..., A, iSvada.

Pavyzdys

“Dabar lyja. Dabar nelyja. T@tl drambliai moka skraidyti.” Tai paggtas
samprotavimas, bet iS jo samprotaujant jokios naudes jo prielaidos prieStarauja viena
kitai. 18skirsime tokius samprotavimus.

Apibr ézimas

Samprotavimas vadinamasetinkamu, jei jo prielaidos prieStaringos, ty., jei jo
prielaidy konjunkcija yra tapdai klaidinga, ir tinkamuprieSingu atveju

Taigi, ieSkome pagsty tinkamy samprotavim. Turedami tok samprotavim, jo
pagalba galime gauti teisingas iSvadas i3 teispriglaidi.

Apibr ézimas

ISvedimo taisykd yra paggstas samprotavimas.

Turime, kad kiekviea logikos d@sni, kurio pavidalas yra (A& A, & ...& Ay) — B,
atitinka iSvedimo taisyklA;, A,, ..., Ay .. B.

Pavyzdys

p— (pv q) yra logikos dsnis, todl galioja iSvedimo taisyklp .. pv q (t.y. formué p
v q yra iSvada i$ prielaidos p).

Stai daZniausiai naudojanivedimo taisykli sarasas:

1) p-.pvq (prijungimas)

2) p&g..p (atskyrimas)

3) p,g.p&q (konjunktyvus sujungimas)

4) pvqg,—Qq..p (disjunktyvus silogizmas)

5 p—q,p..q (modus ponens, arba teisingos iSvados taisykl
6) p—Qq,—q..—p (modus tollens, arba neteisingos iSvados tadpykl

7) p—>Qq..—g—>—p (kontrapozicijos taisyk)

Kiekviena iS Sy iSvedimo taisykii galima jrodyti, naudojant teisingumo reikSmi
lenteles. Pavyzdziui, pirmame Sio paragrafo pavigzdpdéme disjunktyvaus silogizmo
taisykk.

Stai pavyzdziai, iliustruojantys duotas isvedimisykles.

1) AS megstu ledus. Tod asS neégstu ledus arba cepelinus.

2) AS megstu ledus ir cepelinus. Téldas negstu ledus.

3) A3 megstu ledus. AS gystu cepelinus. Tatlas negstu ledus ir cepelinus.

4) (pirmas Sio paragrafo pavyzdys)

5) Jei Siandien sekmadienis, tai paskaitra. Siandien sekmadienis. Tbgpaskaity

néra.

6) Jei Siandien sekmadienis, tai paskaiéra. Paskaitos yra. TeéHd Siandien ne
sekmadienis.

7) Jei Siandien sekmadienis, tai paskaira. Tocl jei paskaitos yra, tai Siandien ne
sekmadienis.
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Aisku, iSvedimo taisykli yra Zymiai daugiau. Jei mes gauname iko#up pagista
samprotavim, tai ji irgi galime naudoti kaip iSvedimo taisykl

Yra keli badai nustatyti, ar samprotavimas, A, ..., A .. B yra pagistas.

1 badas

Naudojangs tuo, kad Sis samprotavimas yra pstgs tada ir tik tada, kai logifiormule
(ALt & A, & ... & A) — B yra tapaiai teisinga. Taigi, naudodami teisingumo leatatba
logikos cksnius, patikriname, ar 3i formulra tapdiai teisinga. Beje, Siuoddu galime
patikrinti ir ar samprotavimas yra tinkamas. Betlki@tamyjy daug, tai teisingumo lentel
bus labai didé, pavyzdziui, jei turime 5 kintamuosius, tai leifelbus 32 eiluts, jei 6 —
64, ir t.t. Toél naudojami ir kiti mdai.

2 bidas (loginé lygtis)

Bandome iSspsti logire lygti (A1 & A& ... & A;) > B = k. Jei randame bent vien
sprendin, reiSkia, kaiéje lygybés pusgje esanti formwd néra tapdiai teisinga, tod ja
atitinkantis samprotavimas éra pagistas. 1S kitos pus, jei parodome, kad lygtis
sprendini neturi, tai reiSkia, kad kaie lygybés pugje esanti formud yra tapdiai teisinga,
todkl ja atitinkantis samprotavimas yra pgas. Si lygtis lengvai susivegliygéiy sistema

A =t,
A =t,
A=t
B=Kk.

Sia lygeiu sistema bandome dar smulkinti, o paskui perrinjame variantus arba
bandome atspi sprendir.

Pavyzdys
Tarkime, turime samprotaviarp — q, g— r ..r. J atitinka logire lygtis
(P>a)&@—>n)—>r=k
Sprsdami & lygti, gauname ly§u sistem
p— g=t
qor=t
r=k

IS trefios lygties r = kjstatomej antl, gauname lydgtqg — k = t, kurig iSsprend
gauname q = kstatome taij pirma lygti, gauname p»> k =t, todl p = k. Gavome
sprendin p = k, g = k, r = k. Sprendinys i$ tikro tenkina $ygti, tai yra, egzistuoja
interpretacija, su kuria lygties kaipus yra klaidinga, taigi, samprotavimaséra pagjistas.

3 badas (formaliosios dedukcijos metodas)

ISvedame iSvad nuosekliai, Zingsnis po Zingsnio, iS dwoprielaidi, naudodami
iSvedimo taisykles ir logikos égdnius. Kiekvieno zingsnio rezultatas yra nauja lpita
tolesniems iSvedimo Zingsniams.

Pavyzdys
Irodykime, kad samprotavimas
pvag,g=>r,(pPAS)—>V, g — (UAS) ..V
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yra pagistas.

Patogumo éei prielaidas numeruokime ir raSykime stulpeliuavg iSvady, Salia
paraSome, kokia iSvedimo taisykle naudojantis kaKiy prielaidy ji gauta. Gautas iSvadas
naudojame kaip prielaidas tolesniuose iSvedimostingse.

1. pvg

2. Qg-or

3. (prsS)> v

4. —r

5. —q—> (UAaS)

6. —q (modus tollens is 2, 4)

7. p (disjunktyvus silogizmas 1,6)

8. UuAas (modus ponens 5, 6)

9. s (atskyrimas 8)
10. pas (konjunktyvus sujungimas 7, 9)
11. v (modus ponens 3, 10)

Ats.. taip, samprotavimas yra p@ias, nes iS dugt prielaid; gavome iSvadg
naudodamiesi iSvedimo taisykhis.

4 biudas(salyginio jrodymo metodas)

Naudojamas tada, kai iSvada yra implikacija, ta yr— B pavidalo formud, arba
disjunkcija, kuri lengvai perdirbamamplikacija pagal implikacijos pasalinimoedni. Taip
pat gali lti naudojamas kaip dalis ilgesnio iSvedimo pagaialiaja dedukcij.

Taisykk tokia: jei, padayr laiking prielaica p, galimejrodyti, kad galioja teiginys q, tai
galime padaryti iSvag kad yra teisinga formélp — g (Cia ir toliau “teiginys galioja”
reiSkia “teiginys yra teisingas”).

Pavyzdys

Irodykime, kad samprotavimas\AB — C .. A — C yra pagistas.

1. AvB->C

—> 2. A (laikina prielaida)
3. AvB (prijungimas 2)
4. C (modus ponens 1, 3)
5 A—-C (salyginis jrodymas 2 — 4)

Cia tokia linija mes paZygjome laikinos prielaidos galiojimo syit

Pastabos

1. Neuzmirskite “atsisveikinti” su laikina prieladt.y. uzdaryti jos galiojimo srities.

2. Nei viena prielaida i8 laikinosios prielaidodigjamo srities negali bti nhaudojama
uz Sios srities ritp.

3. Jei laikinjy prielaid; padaroma daugiau nei viena, galiojimo sritys arba turi
nesikirsti, arba turi #iti viena kitoje, t.y. § galiojimo sritis Zzymigios linijos neturi
kirstis. Pavyzdziui, jei laikin prielaid; yra dvi, jos viena kitos atzvilgiu turitki
iSsides¢iusios vienu i $i dviejy baduy:

P1 (laikinoji prielaida)
q
p. — o (;alyginis irodymas)
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P2 (laikinoji prielaida)

[07)
p2 — ¢ (salyginis irodymas)

arba
—>> P (laikinoji prielaida)
— P (laikinoji prielaida)
(0]
p2 — G (;alyginis irodymas)
Ch
p1— (salyginis jrodymas)

5 biidas (prieStaros metodas, arba netiesiogirogymas)

Jam tinka viskas, kas pasakyta apilgginio irodymo metod, jskaitant ir pastabas apie
laikinos prielaidos galiojimo siito taisyke yra tokia: jei, padarlaiking prielaich p, galime
iSvesti prieStaravimq & —(q, tai galime padaryti iSvadkad—p.

Pavyzdys

Irodykime, kad samprotavimas-4 (B & C), 7B .". —A yra pagistas.
1. A>(B&C)
2. 7B

— 3. A (laikinoji prielaida)

4. B&C (modus ponens 1, 3)
5. B (atskyrimas 4)
6. "B&B (konjunktyvus sujungimas 2, 5)
7. DA (prieStaros metodas 3 — 6)

2.9 Predikatai

Panagrigkime kelis pavyzdzius:

1. nyra pirminis skaius.

2. Du iksai plius vienetas yra daugiau uZjftumpiau: 2x+1>0).

3. atb=b-a.

IS pirmo zvilgsnio atrodyt, kad Sie sakiniai kazakteigia, kad jie yra teiginiai. Téau ka
jie teigia — tieg ar netieg — nustatyti negalime, nes Sie sakiniai priklaugso Rintanyjy.
Pame viem kintamojo reikSm, galime gauti teisirg teigini, pame kita reikSme —
neteising. Pavyzdziui, pirmas sakinys yra teisingas, kai2 i neteisingas, kai n = 4.
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Apibr éZimas

Predikatuvadinamas sakinys su baigtiniu skami kintamyjy, kuris tampa teiginiu,
vietoj kintamjy iraSius konkréias jy reikSmes. Kintamoj&itimo sritimi vadinama aib
reikSmi, kurias galimastatyti vietoj kintamojo.

Pavyzdziui,j tretia sakin vietoj kintamyju a ir b jstafius reikSmes atitinkamai 3 ir 5,
gausime teigin“3+5=5-3", kuris yra klaidingas teiginys. Tdie sakinio kintamaju a ir b
kitimo sritis gali uti, pavyzdziui, sveiljy skatiy aibé Z, racionalyjuy skatiy aibé Q,
realiyju skatiy aibé R ir kt.

Predikatus Zyrsime didZiosiomis raignis, tarp skliaust nurodydami juosieinartius
kintamuosius. PavyzdZziui, 1—3 sakinius galime pa&yatitinkamai T(n), P(x) ir R(a,b).

Matome, kad predikatgalime laikyti funkcija, priklausatia nuo keliy kintanyjuy, kuri,
istatius reikSmes vietojut kintamyju, igyja reikSme t arba k, priklausomai nuo to, ar
gauname teisingteigini, ar klaiding. PavyzdZziui, T(n) yra funkcija, kuigyja reikSng t,
kai n yra pirminis, ir k prieSingu atveju.

Taigi, i predikag vietoj kintamyju ira% konkreias reikSmes, gauname teigifyra ir
kitas lidas iS predikato gauti teigirpriraSant “egzistuoja” arba “kiekvienam”. Pavyadz
pirma predikat galime paversti teiginiu tokiutiolu:

Egzistuoja ne N toks, kad n yra pirminis skaiis,
kur N = {1, 2, 3, ...} yra natraliyju skatiy aike. IS tikro, Sis sakinys yra teiginys, nes
galima nustatyti jo teisingumo reikgntai teisingas teiginys). Taip pat ir sakinys
Kiekvienas ne N yra pirminis skaiius
yra teiginys (klaidingas). Sutrumpintai Siuos teigs galima uzraSyti atitinkamai
Ine N T(n),ir
Y neN T(n).

Zenklaid ir vV vadinami atitinkamaggzistavimo ir visuotinumo (bendrumo) kvantoriais
Jie skaitomi atitinkamai “egzistuoja” (“yra”) ir f&kvienam” (“su visais”). Kintamojo
kitimo sritis gali liti nenurodoma, jei ji yra numanoma arba nesvadypdziui,vn T(n).

Tarkime, kad Q(x) yra predikatas, e® (D — kintamojo x kitimo sritis). Tada:

1) Teiginys ‘YxeD Q(x)" yra teisingas tada ir tik tada, kai teiggnQ(a) yra
teisingas kiekvienameD.

2) Teiginys 9 xeD Q(X)” yra teisingas tada ir tik tada, kai teigin@(a) yra
teisingas bent vienane®.

Kaip ir visus teiginius, teiginius su kvantoriaigligna paneigti. Lengvgsitikinti, kad:

—(VxeD Q(x)) ~ IxeD —-Q(x), ir

—(@xeD Q(X)) ~ VxeD —-Q(X).

Predikatus, kaip ir teiginius, galima jungti logmis operacijomis. Pavyzdziui, jei P(x)
ir Q(x) yra predikatai, xD, tai galime sudaryti predikatusP(x), P(x)&Q(X), P(x}»>Q(x) ir
L.t

Pavyzdys

Jei P(x) yra predikatas “x yra pirminis”, Q(x) — ‘wa lyginis”, xeN, tai predikatas
P(x)&Q(x) yra “x yra pirminis ir lyginis”. Pazy#kime ji R(x). Tada R(2) yra teisingas
teiginys, o R(3) — klaidingasa

Turédami kol nors predikat P(x), kintamojo x kitimo sritgalime padalinti dvi dalis:
i tuos X, su kuriais P(x) yra teisingas teiginysj tuos x, su kuriais tai yra klaidingas
teiginys. Todl kiekvienas predikatas P(x) apétifa aikg, vadinama teisingumo reikSmi
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aibe (arba tiesiogeisingumo aibg Zymima {x | P(x)} arba {x : P(x)}, kuri yra aib ty x
reikSmiy, su kuriomis P(x) tampa teisingu teiginiu. Vadinas

e jei P(a) yra teisingas, takedx | P(x)},

e jei P(a) yra klaidingas, taiggx | P(x)}.

Pavyzdziui, jei P(x) yra antras predikatas iS peafig pradZios, tai jo teisingumo
reikSmiy aibe yra

{X|PX)}={x|2x+1>0}=(-1/2x).

Si intervab gauname iSsprenchelygyle 2x + 1 > 0, t.y. ragtas x reikdmes, su kuriomis
predikatas 2x + 1 > 0 tampa teisingu teiginiu.

Kadangi bet kuri lygtis, nelygybar ju sistema yra sakinys su kintamaisiais, tai jinai yr
predikatas. gliSspesti — reisSkia rasti to predikato teisingumo reikgraibe.

Beje, su zyngjimu {x | P(X)} jau susidréme, mokydamiesi aihiteorijos. Tada saine,
kad tai yra aib elemeni X, tenkinagiy savyle P. Dabar matome, kad saeghb
matematiSkai yra apraSomos predikatais.

Kaip patikrinti, ar samprotavimas pggas, ar ne, jei ji ieina teiginiai su
kvantoriais ?

Pavyzdys

Turime tok samprotavim:

Bet kas, turintis laiko ir kantrys, gaétu susiremontuoti savo masginDeja, daugy®é
Zmoni skundziasi, kad negali patys susiremontuoti nuesSifai reiSkia —daugybei Zmani
tiesiog tiksta kantrybs.

UZraSykime j matematiSkai. Galime pazyttokius predikatus, kur kintamojo x kitimo
aibé — visy Zmoniy aibé:

L(x) — “X turi laiko”,
K(x) — “x turi kantrykes”,
M(X) — “x gali susiremontuoti savo magin

Tada samprotavimas galiitb uzraSytas taip:

VX (L(X) A K(X)) — M(x), 3x =M(X), .. Ix —=K(X). o

Samprotavim, | kuriuos jeina kvantoriai, paggtumui nustatyti naudojame tuos
paius hidus kaip ir samprotavimams be kvanigotik darijvedame papildomas taisykles
kvantoriams panaikinti ijvesti.

1 badas (nepagistumuijrodyti)

Suvedamei logine lygti ir sprendziame, kaip ir samprotavimams be kvantori
Vienintelis keblumas — i$ teigimireikia paSalinti kvantorius. Tai darome tokitado. Tegu
D ={ay, &, ..., a} yra kintamojo x kitimo sritis. Tada

vxeD P(x) ~ P(@) AP(@) A ... AP(a), ir

IxeD P(X) ~ P(@) vP(@)vV ... v P(a),
t.y. visuotinumo kvanton galime iSreikSti konjunkcija, o egzistavimo kvatito —
disjunkcija.

Jei aile D yra didet¢, tai Si konjunkcija ar disjunkcija gausis gtidga. Laimei, uztenka
parodyti, kad samprotavimas nepatas kuriame nors kitimo srities poaibyje, kadbjisy
nepagjistas visoje kitimo aie. Kai kuriems samprotavimams uztenka imti pp&hvieno
pavyzdZiui, tik su visuotinumo kvantoriumi. Kgiina abu kvantoriai, daZzniausiai reikia imti
poail, sudaryi iS bent dviej element, nes aibje iS vieno elemento visuotinumo ir
egzistavimo kvantoriai sutampa (iS tikro, jei D={&@i VvxeD P(x) ~ I3xeD P(x)).
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Tais atvejais, kai samprotavimo nepatirmas ngodomas aibei i8 dviejelementd, jis
galbat gali bati jrodytas didesnei aibei. Galimaodyti, kad uZtenka samprotavimo
pagistumy patikrinti visose aibse, kuri element skatius nevirSija 2, kur n —i
samprotavim jeinartiy predikat; skatius. Jei jose neparodysime samprotavimo
nepagistumo, tai samprotavimas pias.

Pavyzdys

Parodysime, kad pereito pavyzdZio samprotavimasagigias. Parodykime tai
kintamojo x kitimo srities — vis Zmoniy aibés — poaibiui D i$ dviej elemend, D = {a, b}.
Tuo p&iu samprotavimas bus nep@das ir aibei i$ vig Zmoniy.

Turime:

VX (LX) A K(X) = M(x) ~ ((L(a) A K(@)) > M(a)) A ((L(b) A K(b)) — M(b)),

Ix -M(x) ~ =M(a) v =M(b),

Ix =K(x) ~ =K(a) v —K(b).

PaZyntkime:

L(@) = p, L(b) = p2,

K@) = a. K(b) = @,

M(a) = n, M(b) = r,.

Turime parodyti, kad samprotavimas

(pl AN — rl) A (pz NG —> rz), =l v =l o0 =01 Vv =02
yra nepagstas. Tam bandysime rasti loggnlygties

(pl AN — rl) A (pz NG —> rg) A (—|r1 \Y% —|r2) —> (_\ql Vv —|QQ) =k
bent vier sprendin. Gauname sisten

prAL—>r =1,

oA —> =1,

—r v —r, =t,

Qv Q2 = k.

IS ketvirtos lygties iSkart gauname, kadp = -, = k, tai yra q = ¢ = t. Kity
kintamyju reikSmes bandome kaZkaip parinkti, pavyzdziuirésios lygties matome, kad
arba abu-r, ir —r, igyja reikSmes t, arba vienas ig PradZiai tarkime, kaehr; = —r; = t.
Jei sprendinj nerasime, nagrésime likusius atvejus. Taigiy &= r, = k. [statomej pirmas
dvi lygtis ir gauname

P1A to>k= t,

P2 A t>k= t,
iS kur iSvedame o= p, = k. Taigi, gavome lygties sprendlin

pr=k,p=k,qg=t, =t n=k =k,
todkl samprotavimas nepggtas aibei iS dvigjelemeni (Zmoniy), o tuo péiu nepagistas
ir visy Zmoni; aibei. o

2 badas (pagistumuijrodyti)

Naudojame tuos gais metodus (formalios dedukcijoglyginio jrodymo, priestaros),
kaip ir samprotavimams be kvantgritik dar pridedame kvantaripaneigimo taisykles ir
Sias keturias iSvedimo taisykles, leid&ims pasalinti ifvesti kvantorius.

1. vx PX) .. P(a), kur a zymi bet kurlaisvai pasirinki objekt (universali

instanciacija, sutrumpintai Ul, — visuotinumo kvarridus pasalinimas).

2. P@) .. vx P(X), su slyga, kad a — simbolisjvestas taikant Ul (universali

generalizacija, UG, — visuotinumo kvantoriausdimas).
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3. Ix P(X) .. P(a), su slyga, kad a — dar nepanaudotas simbolis (egzistenci
instancija, El, — egzistavimo kvantoriaus paSalasin

4. P(a).. Ix P(x), kur a — bet kurio objekto simbolis (egeistire generalizacija, EG,
— egzistavimo kvantoriatgedimas).

Pavyzdys
Turime tok samprotavim:
Yra ne vienas muzikantas, kuris gawnelaiko krepSinio sirgaliu. Lietuviai, kaip Zinia
visi yra didesni ar mazesni krepsSinio ggdb Taigi, dalis muzikant, iSeity, néra lietuviai.
UzZraSykime j matematiSkailveskime tokius predikatus:
M(x) “x yra muzikantas”,
K(xX) “xyra krepSinio sirgalius (ge#ms)”,
L(x) “xyra lietuvis”.
Tada Sis samprotavimas uzsiraSys taip:
Ix M(X) A =K(x), Vx L(X) > K(x) .. 3x M(X) A =L(x).
Irodykime, kad jis pagstas.

1. 3Ix M(x) A =K(X)

2. Vx LX) > K(x)

3. M(a) A —K(a) (El'iS 1 eilugs)

4. L(a)— K(a) U1 2)

5. —K(@) (atskyrimas 3)

6. —L(a) (modus tollens 4,5)

7. M(a) (atskyrimas 3)

8. M(a) A —=L(a) (konjunktyvus sujungimas 6,7)
9. Ix MX) A—L(X) (EG8)
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2.10 Teoremuy jrodymo metodai

Siame skyrelyje panagm@sime, kokios iSvedimo taisyés$ daZniausiai yra naudojamos jrazjamt
matematines teoremas. Pagrindiniai teoremy jrodymo b udé@giaginis jrodymasnetiesioginis
jrodymas jrodymas suvedant j prieStaiajrodymas, naudojant matematine indukcija

2.10.1 Tiesioginis jrodymas

Noredami tiesiogiai jrodyti, kad i$ prielaidag iSplaukia iSvadaB, naudodami informacija, sly-
pinCia prielaidojeA, mes Zingsnis po Zingsnio konstruojame samprotavimy grandling B; —
By — -+ — B, kurios gale ir yra jrodigjama iSvadaB .

Pavyzdys 2.10.1Jrodysime teoremaJei n yra nelyginis sveikasis skaicius, tai skaiCiw$ taip
pat yra nelyginis.

[rodymas. Tarkime, kadn yra nelyginis. Tadan = 2k + 1, kur k£ yra koks nors sveikasis
skatius. Pakle kvadratu, gauname

n? = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1,

taigi, n? taip pat yra nelyginis. O

2.10.2 Netiesioginis jrodymas

Netiesioginio jrodymo esme sudaro tai, kad pirmiausia mes darome prielaida, kadjaoalirs
teiginys yra neteisingas, ir i3 Sios bei kity prielaidy iSvedame teiginj, prieStaraujantj kuriai nors
prielaidai. Tai jrodo, kad musuy prielaida apie ta teiginj buvo neteisinga, t.y. @jadias teiginys
teisingas. Sis budas remiasi kontrapozicijos taisykle:

A—B

Pavyzdys 2.10.2.Netiesioginio jrodymo b udu jrodysime teorendgi“3n + 2 yra nelyginis, tai
ir n yra nelyginis.

[rodymas. Tarkime, kadn yra lyginis. Tadan = 2k, kur k& yra koks nors sveikasis skas.
Gauname, kadn + 2 = 6k + 2 = 2(3k + 1) taip pat yra lyginis sk&ius, o tai prieStarauna
teoremos prielaidai. Taigh negali b uti lyginis. [

2.10.3 Irodymas, suvedant | prieStara

Sis jrodymo budas yra panasus | netiesioginj jrodyma. Kaip ir netiesioginiame jrodyme, mes
darome prielaida, kad jrodajamas teiginys yra neteisingas, ir i$ Sios bei kity prielaidy gauname
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priestara, t.y., iSvedame kokj nors teigifijir jam prieSinga teigini-C'. Taigi, Sis jrodymo b udas
remiasi iSvedimo taisykle

-B—-C&-C
— 75

Pavyzdys 2.10.3]rodysime klasiking matematits analizs teorema, kag/2 yra iracionalus skai-
Cius.

[rodymas. Tarkime, kady/2 yra racionalus skéius. Tada atsiras tokie sveikieji sk&ii a ir b
(b+#0), kad2 = £ ir a sub yra tarpusavyje pirminiai, t.y(a, b) = 1 (prieSingu atveju mes tol
prastintume trupmeng, kol rastume tokius: ir b). Palele abi lygyles puses kvadratu, gauname:
CL2

— = 2b® = a® = o? yra lyginis= a yra lyginis.

Va- .

= 2

SaliES

Taigi, atsiras sveikasis sKails ¢, toks, kada = 2¢. Bet tada2b? = 4¢? = b = 2¢2, taigi ir
b yra lyginis. Gauname, kad ir b dalijasi i$ 2, o tai prieStarauna artigu gautam teiginiui, kad
(a,b) = 1. Gauta priestara jrodo, kag?2 negali buti racionalus skais. [
2.10.4 [rodymas, naudojant matematine indukcija

Matematire indukcija remiasi iSvedimo taisykle

F(1) & Yn(F(n) — F(n+1))
VnF(n) ’

Pavyzdys 2.10.4]rodysime, kadkiekvienam nat uriniam skaiciuipirmuyju n nelyginiy teigiamu
skaitiy suma lygh?, t.y.

14+34+5+--+2n—1)=n> (F(n)).

[rodymas.

(DF(1): 1 =12 —teisinga;

(2) Tarkime, F(n) teisingas, t.yl1+3+5+---+(2n—1) = n%. Tada pirmyjyn+1 nelyginiy
teigiamy skatiy sumabugl +3+5+---+(2n—1)]+ (2n+1) =n?+ (2n+1) = (n+1)2,
ty. F(n+ 1) — teisingas. [rodme F'(n) — F(n + 1). Pagal apibendrinimo taisykle gauname
Vn(F(n) — F(n+1)).

(3) 15 (1) ir (2) pagal matemating indukcija gauname, kad teigifiys) teisingas kiekvienam
nat uriniam skaiui n. O
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UZdaviniai
1. PrieStaros b'udu jrodykite teoreni@ekvienam teigiamam sveikam skaiCwi> 1 iS to,
kad jo dalikliy suma lygin + 1 (A), iSplaukia, kad tas skaiCius yra pirmin{s3)”.

2. Panaudoje matemating indukcija jrodykite, kagkvienam nat uriniam skaiCiui teisinga

lygybée
1424224 4on=9ontl _q

2.11 Formalios teorijos

Formalia (aksiomine) teorijgadiname? = (A, F, Az, R), kur:

(1) A — teorijos 7 abecele (skaiti arba baigtia Zenkly aie). Baigtines teorijos/ Zenkly
sekas vadiname teorijds reiskiniais

(2) F —teorijos7 formuliy aibe. F' yra teorijos7 reiSkiniy ailes poaibis. Paprastai egzis-
tuoja efektyvi proced ura, leidzianti nustatyti, ar konkretus reiskinys yra ferrmuhe.

(3) Az —teorijos7 aksiomy aile, Az C F' (t.y., kai kurios formugs laikomos aksiomomis).

(4) R={Ry,...,R,} — baigtire teorijos7 iSvedimo taisykliy aib. Kiekviena taisylé R;

yra sarysis formuliy aibje, siejantisk > 2 formuliy Fi, ..., F,. Formule F}, vadiname
tiesiogine iSvada is formuligs, . . ., Fi_1 ir tokia taisykle Zymime
Fr,.. . Fr
Fy. ’

ISvedimateorijoje 7 ir teoremodeorijoje 7 savokos jau buvo apibZtos ankstesniame sky-
relyje. Dabar pateiksime labai paprasta formalios teorijos pavyzd;.

Pavyzdys 2.11.1."Pagaliuky teorija”P = (A, F, Az, R), Kur:

D A={}
(2) F = A*,t.y., bet kurj reikinj laikome formule;
3) Az ={|[}
(4) R ={R1}, kur Ry yrataisyke
A
AA

0 A yra bet kuri teorijos form@. Cia reiskinysAA reiskia dvi formulesA uzrasytas be
tarpo greta viena kitos (konkatenacijos operacija). Pagal Sios teorijos formuligZpilar
tokiu atveju AA taip pat yra formu.
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Sioje teorijoje galime, pavyzdziui, jrodyti “8 pagaliuky” teoremig|||:
(1) || (aksioma);
(2) ll] (gauname iS (1) pagal iSvedimo taisykig );
(3) |1l (gauname is (2) pagal iSvedimo taisykig ).

Nesunku jsitikinti, kad Si teorija turi skéia aibe teoremy pavidalg .. .||, kur pagaliuky
skatiusyra2™, n=1,2,....

Dabar apibeSime formalia teiginiy teorijgd = (A, F, Az, R):

1) A={-,—,(),p1,p2,...}, kur Zenklus—, — vadinameprimityviomis operacijomiso
zenkluspy, pa, . .. vadinamekintamaisiais

(2) (a) Bet kuris kintamasis yra fornail
(b) Jei A ir B yraformuks, tai(—A) ir (A — B) taip pat yra formus.
(c) Reiskinys yra formu tada ir tik tada, kai tai iSplaukia is (a) ir (b).
(3) Teorijos L aksiomomis bus formek
(Al) (A— (B — A));
(A2) ((A — (B — C)) — ((A — B) — (A — C)));
(A3) (=B ——A) = ((-B — A) — B)),

kur A, B, C yra bet kokios teorijog. formules. Taigi, Si teorija turi Zaksiomy schemas
i kurias jstatiredami bet kurias formules gauname begaline aksiomu aibe.

(4) Vienintek teorijosL taisykle yra taisyké modus ponens:

A— B, A

MP
(MP) =
Pavyzdys 2.11.2 Formalioje teorijojeL jrodysime teoremdA — A):

1 (A—-(A—-A4)—-A) - (A= (A—A) - (A— A))) (aksiomy schema (A2),
j kuria jstatbmeA =A, B=(A— A)ir C = A);

@) (

B) (A—-(A—A)—(A—A))) (@(S(1)ir(2) pagal taisykle MP);
(4) (A— (A— A)) (aksiomy schema (Al));

) (

A— ((A— A) — A)) (aksiomy schema (Al));

A — A) (i8 (3)ir (4) pagal taisykle MP);
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UZdaviniai
1. Apibréezkite tokia “pagaliuky teorija”, kurios teoremomis bus forgsyl sudarytos iS bet
kokio nelyginio pagaliuky skaiaus.

2. Teiginiy teorijojeL jrodykite Sias teoremas:

1) (FA— A) — A);
2 (-B—-A)— (A— B)).
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3 skyrius

B ulio funkcijos ir schemos

3.1 Papra<iausios B ulio funkcijos

B ulio funkcijavadiname bet kuria funkcijg : {0,1}" — {0,1}, n = 1,2,.... Sakysime, kad
funkcija f priklauso nuor kintamuyjy (yran-funkcija ir zymesime f(z1, ..., z,) . Tokias funk-
cijas dar vadindoginemisarbalogikos algebros funkcijomisB ulion -funkcijy aibe ZymimePy'.
Visuy B ulio funkcijy aibe Zymimé>,. Taigi, P, = U2, Pj'.

Kadangi B ulio funkcijos yra baigt#s funkcijos, tai B ulio funkcijaf galima nusakyti jos
reikSmiy lentele:

1 X Tn—1 T | f(x1,...,2p)
0O O 0 0| f(00...00)
0 O 0 1| f(00...01)
0O O 1 0| f(00...10)
1 1 ... 1 1| faa1...11)
Tokioje lentekje kintamuyju reikSmiy rinkiniatv = (av, ..., ) € {0,1}™ paprastai iSésto-
mi nat uralia tvarka, atitinkéma ska€iy 0,1, ...,2" — 1 dvejetainius kodus. Taigi Si lenteturi

2™ eiluCiy (tai iSplaukia ir i$ teoremos 1.1). Kadangi paskutiméastulpelyje kiekvienoje eileje
galima pasirinkti bet kuria i$ dviejy reikSmiy O arba 4i $kirtingy lenteliy, o kartu ir skirtingy
n-funkcijy bus|P}| = 2%".

IS auk&iau pateiktos form@s matyti, kad yra tik keturios B ulio funkcijos, priklang@s
nuo vieno kintamojo. Takonstanta0, konstantal, tapatingoji funkcija f(x) = z ir neiginys
f(x) = T (arba—z; skaitome “nez”). Siy funkcijy lenteks atrodo taip:

x‘O‘l‘x‘E
0/0|1/0]1
11011]1|0
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Dabar iSvardinsime kelias pagrindines 2-funkcijas (i®\&sfunkcijy yra 16):

1. fi(x1,22) = (21 & x9) — konjunkcijaarbaloginé daugybgskaitome % ir x5”"); daznai
vietoje x1 & x5 raSysime taip pat;z-, praleisdami konjunkcijos Zenkla taip kaip algebroje
jprasta praleisti daugybos Zenklg;

2. fa(

3. f3(

4. fy(z1,22) = (x1 < x9) — ekvivalentumagskaitome “:; ekvivalentuszs”);
5. fa(

6

. fs(z1,20) = (1 | z2) — Seferio funkcijaskaitome “:; Seferio operacija sut;”).
Siy funkcijy lenteks atrodo taip:

Tr1 X2 ‘ (1‘1&.%'2) ‘ (.%'1\/.%'2) ‘ (.%'1 —>1‘2) ‘ (.%'1 HI‘Q) ‘ (1‘1@%’2) ‘ (1‘1’.%'2)

0 O 0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 0 0

Kitame skyrelyje jrodysime, kad kiekviena bet kurio skaus kintamyjy B ulio funkcija gali-
ma iSreiksti keleto i Siy pagrindiniy funkcijy superpmja, t.y. uzrasyti formule, | kuria jeina tik
pasirinktos funkcijos. Tegl3 C P, . Pateiksime induktyv@ormules virSB apibezima:

1. Kiekviena f(z1,...,z,) € B vadiname formule vir$3.

2. Tequ f(z1,...,z,) € B, 0 F1,...,F, — formules virS B arba kintamieji i8 aibs
{z1,29,...}. Tadaf(Fy,..., F,) — formule vir§ B.

Kaip jau mirejome, bet kuria funkcija, iSreiksSta formule vif$, vadinamedunkcijy iS B superpo-
zicija.

Pavyzdys 3.1.1.Pazynekime By aibe {7 ,z1 & z2,21 V z2}. Pagal formuds apibezima reis-
kinys (1 V (71 & z2)) yra formuk vir§ By, o reisSkinysz; & V Ty — ne formuk. ISreikSime
implikacija formule vir§By: (x1 — x2) = (ZT1Vz2). Tai, kad abiejose lygyds pugse stovigios
formules iSreiSkia viena ir ta @& B ulio funkcija, galima jsitikinti i3 reikSmiy légles:

xr1 X2 ‘ (561 — xg) ‘ 1 ‘ (I_l vV 562)
0O O 1 1 1
0O 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 1 1 0 1
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Paprastai iSoriniai ir kai kurie vidiniai skliaustai fort@se praleidziami, laikantis tokios opera-
cijy atlikimo tvarkos: (1) neiginys; (2) konjunkcija & ; (3) disjunkcijaV; (4) likusios operacijos
turi vienoda prioriteta; ju atlikimo tvarka nustatomidigusty pagalba. Kadangi konjukcija turi
visas aritmetigs daugybos operacijos savybes, tai panaSiai kaip arkojpetilaugybos Zenklas,
konjunkcijos Zenklas formake taip pat kartais yra praleidziamas. Taigi pavyzdzidldikmaja
formule radysime pavidalut; V Z1xo .

Funkcijos f(x1,...,z,) kintamajjz; (i = 1,...,n) vadinsimeesminiukintamuoju, jei eg-
zistuoja tokios likusiy kintamuju reikSes oy, ..., 1, 11, . .., oy, kad
f(Oél, e ,ai,l,O, [0 7 PRI ,Oén) 75 f(Oél, cee s OG 1, 1,0éi+1, e ,Oén).
Kintamuosius, kurie @ra esminiai, vadinsiméktyviais Dvi funkcijas f(z1,...,zy,) ir
9(y1,-..,yn) (Kur dalis kintamyjyz; gali sutapti su kai kuriais i$ kintamyjy;) vadinamely-
giomis jei jos skiriasi tik fiktyviais kintamaisiais, t.y. ju le&dmiy lenteks, | kurias jtrauksime
visus skirtingus kintamuosiusy, . .., x, ir y1,...,ym, Sutaps.

Pavyzdys 3.1.2.Funkcijos g(z1,z2) = x1 & (z2 V Ty) kintamasisz; yra esminis, nes [state
as = 0, gaunamey(0,0) # ¢(1,0). Tuo tarpu kintamasis:, yra fiktyvus, nesy(0,0) = ¢(0,1)

ir g(1,0) = g(1,1). Tai matyti iS Sios funkcijos reikSmiy len&s, kuri jrodo ir tai, kady(z1, x2)
yra lygi tapatingai funkcijaif (x1) = x1:

Tl X2 ‘ T ‘ 9 V To ‘ .%'1&(1‘2 \/Tg)
0O 0|1 1 0
0O 1|0 1 0
1 0|1 1 1
1 1|0 1 1

Jei dvi formuks F ir F, virs tos p&ios ailes iSreiSkia dvi lygias funkcijag; ir fo, tai tas
formules vadinsimeskvivalen€iomisr Zzymesime F; ~ Fy. PavyzdZiui,z &T ~ 0, t VT ~
1, z V0 ~ x, T ~ x (dvigubo neigimadesnis) ir t.t. ISvardinsime dar keleta ekvivatan
formuliy:

1. Pazynekime (z1 o z2) bet kuria i$ operacijyz; & x2), (z1 V x2), (1 ® x2). ViS0s jos yra
asociatyviodgr komutatyvios

3610(3620363) ~ (3610362)03637
10Xy ~ T20T7.

2. Konjunkcija ir disjunkcija tenkina ddistributyvumodésnius:

xl&(xg\/xg) ~ (xl&xg)\/(:vl&xg),
x1 V (.%'2 &1‘3) ~ (.%'1 V .%'2)& (1‘1 vV .%'3).
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3. De Morganodéesniai (neiginio jkelimas j skliaustus):
r1& 9 ~ T3 V Zo,

1V ~ T1&7T9.

Pazynesime, kad visos Sios formas liks ekvivalefios, jst&ius | jas vietoje kintamyjy bet ko-
kias formules, pvzF; & F», ~ F; V 5. Pasinaudojus 3ia savybe, dviejy formuliy ekvivalergum
galima jrodyti ne tik lentads pagalba, bet ir suvedant viena formule | kita, kelarty pritaikius
formules, apie kurias jau Zzinoma, kad jos ekvivéies (pavyzdZziui, taikant auk&u iSvardintas
ekvivalertias formules). Tokiu atveju sakome, kad viena forenghuta iS kitoskvivalenciais
pertvarkymais

Pavyzdys 3.1.3.Irodysime, kadr, V Ti122 ~ T1To. Turime:
1 VTixg ~ T1&T122 (de Morgano dsnis)
~ T1&(T1 VT,) (de Morgano ésnis)
~ T1& (x1 VT2) (dvigubo neigimo ésnis)
~ (Tiz1) V (ZT17T2) (distributyvumas)
~ 0V (Tlfg)
~ T1T2.

Uzdaviniai
1. Sudare funkciju reikSmiy lenteles, jrodykite, kanhKkcijos f1 ir fo yra lygios:
@ filer,z2) =21 22, fo(21,22) = (21 — 22) & (22 — 21);
()  fi(z1,22) =21 © a2,  folwr,w2) = (21 V 22) & (21 & 23).

2. Pasinaudoje funkcijy reikSmiy lergéehis, iSreikSkite funkcijasf(z1,z2) = x1 |z ir
f2(£61, 562) = 11 < x9 formulemis vir§ By = {f ,r1 & 9,21 V 562}.

3. ISreikskite visas Siame skyrelyje amiitas B ulio funkcijas per neiginj ir disjunkcija, t.y.
formulemis vir$ B = {Z ,z1 V x2}.

4. |3reikkite visas Siame skyrelyje apfitas B ulio funkcijas per Seferio operacija, t.y. for-
mulemis vir§ B) = {z1]za} .

5. Duota B ulio funkcijaf (x1, z2,23) = (T1 — x2) & (T1 & T2 & x3). Kurie jos kintamieji
yra esminiai ir kurie fiktyv us?

6. Ekvivalertiais pertvarkymais suprastinkite formules:
(a) 1 & (Tg V 1) & (Tl V $3);
(b) (Tl V Tg) V (.%'1 & (1‘3 vV 0))
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3.2 Pilnos B ulio funkcijy sistemos

Pazvelgus | pagrindiniy B ulio funkcijy reikSmiy lelgs skyrelyje 3.1, nesunku pasiéb kad
Sios funkcijos nesunkiai iSreiSkiamos vienos per kitasi@darpe, visas galime iSreiksti per kon-
junkcija, disjunkcija ir neiginj, pvz..zq |ze = 1 & x2, 1 — T2 = T1 V 22, 1 D T =
(x1 V x2) & (1 & x2). Pasirodo, visas B ulio funkcijas galima iSreiksti foremis, kuriose nau-
dojamos tik trys Sios operacijos {/ ir &).

Teguo € {0,1}. Apibrezkime kintamojo laipsni?, laikydamiz! = z ir 2° = 7. Nesunku
patikrinti, kada” =1 < a =0 (a, 0 € {0,1}).

Teorema 3.2.1 (Apie funkcijos iSskaidyma).Kiekviena B ulio funkcijaf (z1,...,z,) galima
iSreiksti pavidalu

flze, ... zy) = \/ P& - &l & (o1, Oy Tty - - - Tn)s
(o1yey0m) €{0,1}™

kurl<m<n.

[rodymas. Pakanka jrodyti, kad Si lygybteisinga bet kuriam kintamujy reikSmiuy rinkiniai €
{0,1}", ty.

flag,...,ap) = \/ aft & - &alm & (o1, Omy Qg1 ey Q).
(0’1,...,0’m) G{O,l}m

Kadangiaf' & -+ &afm = 1 & a1 = o1,...,q, = o, tai deSike lygybes pug lygi
flaa,...,ay), nes kitomso reikSmems konjunkcijos virstd. [

ISvada 3.2.1.Kiekviena B ulio funkcijgf (x1, . .., z,) # 0 galima iSreiksti pavidalu

flz1,...,xn) = \/ et & - &adr.
o: f(o)=1

[rodymas. Pakanka teoremos formul@p paimtim = n ir i§ gautos disjunkcijos iSmesti nu-
linius narius (t.y. tokius, kuriemg(a;, ..., a,) = 0), naudojantis ekvivalgiomis formuemis
tVO0~z,z&l~z. O

Kiekviena konjunkcijak = z7' & - - &:cgf, kur z;; € {z1,m2,...} Ir i; # 4 (kai j # 1),
vadinsimeelementaria konjunkcijalSraiskaD = K; V --- V K, kur K; # K; (kai i # j)
— elementarios konjunkcijos, vadinsinmermaligja disjunkcine formdarba NDF). Pagal iSva-
da 3.2.1 kiekviena B ulio funkcij # 0 galima iSreiksti normaligja disjunkcine forma.

Baigtine ar begalinge funkcijy sistema (aibe) B = { f1, f2, ...} vadinsimepilna, jei kiekvie-
na f € P, galima iSreiksti formule virs3. Naudodamiesi iSvada 3.2.1, gauname tokia teorema.
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Teorema 3.2.2.SistemaBy = {Z , z1 & x2, z1 V 22} — pilna.

[rodymas. Pagal iSvada 3.2.1 kiekviena = 0 iSreiSkiama formule vir$3,. Belieka pastedti,
kadO ~ z1 &7. O

Dabar pateikiame viena teorema, kuri padeda jrodyt, pasirinktoji B ulio funkcijy aib yra
pilna.

Teorema 3.2.3.Tegu B — pilna sistema ir kiekviena jos funkcija galima iSreik§tmule virSC'.
Tada ir C — pilna.

[rodymas. Bet kuria B ulio funkcija galime iSreiksti funkcijy i8 superpozicija, o po to kiekvie-
na funkcija i B pakeisti funkcijy iSC' superpozicija. [

ISvada 3.2.2.SistemosBg, = {7, x1 &z} It By = {Z,z1 V 22} — pilnos.

[rodymas. Kadangi B, yra pilna pagal teorema 3.2.2,29 V x5 ~ T1 & T, tai ir Bg, — pilna.
Naudodamiesi formule; & x5 ~ 1 V To analogiSkai gauname, kad#, — pilna. O

I3vada 3.2.3. Seferio funkcijax; | zo sudaro pilng sistema.

[rodymas. T ~ x|z, 21 & x2 ~ x1 |22 ~ (21| 22) | (21| 22). Lieka pasinaudoti iSvada 3.2.2.
0

ISvada 3.2.4.SistemaB,, = {z1 & z2, 21 & 22,1} yra pilna.

[rodymas. Kadangiz ~ z®1, 0 aibe {7,z & z2} pilna pagal iSvada 3.2.2, tai ir @lBy, pilna.
U

Dabar panagriesime specialios strukt uros formules vireaiBy,.
Zegalkino polinomwadiname reiskinj

Ao, nx122- Ty © Ao n—1212T2 - Tp—1 D - D Aoz nToT3- Ty D -
© Aprirs® - ®Ap_10Tn 1Ty, © A121 ® - - O Apzy © Ao,

kur koeficientaiAs ., ..., Ao € {0,1}.
Teorema 3.2.4.Kiekviena B ulio funkcija vieninteliu b udu galimail&t Zegalkino polinomu.

[rodymas. Pagal iSvada 3.2.4 kiekviena B ulio funkcija galimailsti formule vir§ B,. Nau-
dojantis distributyvumo @sniu z1(xy © x3) ~ x129 @ 123 Ir ekvivalertiomis formukemis
z&r ~xz,2&l ~x2, 280 ~2x, 2Bz ~ 0 beiz&0 ~ 0, Sia formule visada galima
pertvarkyti | norima pavidala.
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Belieka jrodyti vienatinuma. Zinome, kagPy| = 2%". Kadangi visy galimy sandaugy
T T -2y, (0 < k < n)yra|P{zi,...,z,})| = 27, 0 koeficientasA;,;,..;, lygus O ar-
ba 1, tai skirtingy Zegalkino polinomy yra taip pat" . Taigi kiekvienai Bulio funkcijai teks
lygiai po viena polinoma. [J

I3 teoremos jrodymo gauname du budus duotos B ulio faskiegalkino polinomui rasti:
(1) ekvivalencCiais pertvarkymais

(2) neapibreztiniy koeficienty metaduzradyti duotos funkcijosf (z1, ..., z,) Zegalkino po-
linoma P(x1,...,z,) suneapibeztais koeficientais; ;,. ;, , kiekvienam vektoriuic su-
lyginti reikSmes f(«) = P(«) ir iSspresti (skaliuojant moduliu 2) gauta tiesiniy iy
sistema, turitia 2" lygcCiy ir 2" nezinomuyjy; tokia sistema visadaésrvienintelj sprendi-
nj.

Pavyzdys 3.2.1.Dviem b udais rasime implikacijas — z» Zegalkino polinoma.
(1) 21 mxo~TTVaa~ 2T ~ 21 (228 1) Bl ~zi20 B2y B 1.
(2) Teguzry — 29 = Ax129 ® Bxy @ Cxo @ D. 1S lygCiy sistemos
D =1
B & D =0
C & D 1
A e B C e D =1

gaunameD = B=A=1,C=0,taigiz; > 22 =x120 P21 D 1.
Uzdaviniai
1. |rodykite, kad sistemd® = {z; — z9, 0} yra pilna.

2. Raskite disjunkcijos:; V 2o Zegalkino polinoma: (a) ekvivaléis pertvarkymais; (b) ne-
apibreztiniy koeficienty metodu.

3.3 Uzdaros B ulio funkcijy klags

Dvi n-funkcijas f(zi,...,x,) it g(y1,...,y,) vadinamekongruenciomisjei jos skiriasi tik
kintamujy Zynemis, t.y. galima rasti bijekcij& : {z1,...,x,} — {y1,...,yn} tokia, kad
f(k(xy)y ... k(xn)) = g(y1, ..., yn) . PavyzdZiui,x; & o it 29 & x5 yra kongruenios funkci-
jos.

Tegu B — B ulio funkcijy sistema. Laikysime, kad kartu su su beti&dunkcija f iS B
aibei B priklauso ir visos funkcijos, kongruéios f. Aibés B uZdariniu [B] vadiname aibe
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visuy galimy funkcijy i$B superpozicijy. Je[B] = B, aibe B vadinameuzdara PavyzdZiui,
{x1,21 & 29,21 & 29 & x3, ...} — uZdara funkcijy sistema, 0,7} — neuzdara, ne§0,z}] =

[B] = P;.
Siame skyrelyje apil@Sime penkias svarbias B ulio funkcijy klases ir jroagsjy uzdaruma.

Klase Ty

Klasei Ty priklauso funkcijosjSsaugancios nulj
TO = {f(.%'l, ,I'n): f(O,,O) = 0}

Klase T}

Klasei T, priklauso funkcijosj§saugantios vieneta
Ty ={f(x1,...,xn): f(1,...,1) =1},

Sau dualiy funkcijy klase

Tequ f(xy,...,2,) € P. Funkcija f*(z1,...,2,) = f(Z1,...,7,) vadinamedualia funkci-
jai f. PavyzdZiui,(zq & x2)* = T1 & T3 = x1 V z2, (T)* = T = T. Sau dualiy funkcijklase
vadiname

S={f(@1,...,zn): [* = [}
Monotoniniy funkcijy klas e
Skyrelyje 1.2 apiteZeme tvarkos sarysj adpe {0,1}":
a=<fB = o<B Vi=1,...,n
Funkcija f(x1,...,z,) vadinamemonotoninegjei ji iSsaugo tvarkos sarysf, t.y.
a=pf= fla) < f(B) Va,8e{0,1}"
Pavyzdziui,z; & xo — monotonire funkcija, oz; — xo — ne. Taigi

M = {f(x1,...,2,): f— monotonire}.
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Tiesiniy funkcijy klas e

B ulio funkcija vadinaméesing jei jos Zegalkino polinomo laipsnis yra 1, t.¥(z1, ..., x,) =
Az @ - ® Apzy, @ Ag, Kur Ag, Ay, ..., Ay € {0,1}. Akivaizdu, kad kiekvienam téra dvi
tiesines n-funkcijos, i$ esmas priklausaéios nuo visy savo kintamyjyz; @ xo @ -+ - @ x,, ir jos
neiginysz, ® xo ® - - - @ x,, @ 1. Tiesiniy funkcijy klase ZyrasimeL:

L={f(z1,....20): f— tiesirg}.

Teorema 3.3.1.B ulio funkcijy klasegy, 71, S, M, L yra uzdaros.

[rodymas. Pagal uzdarumo apietima klag K bus uzdara, jei i to, kad(y1,...,ym) € K ir
filxy, ..o zn), o f(21, ..., 2,) € K iSplaukia, kad ir

g(x1,.. o xn) = f(filzr, .o xn), o (X1, o xp)) €K

(pridedant fiktyvius kintamuosius visada galima pasigkdid funkcijos f1, ..., f, priklausyty
nuo ty p&iy kintamyjuzxy, ..., x,).
1) K =Typ:

9(0,...,0) = F(f1(0,...,0), ..., fm(0,...,0)) = £(0,...,0) = 0.

(2) K = T1: jrodymas analogiSkas atvejui (1).
(B K =S:jei fe S, taif(a)=-f(—a)ir f(-a)=-f(a), todel

g (@) = ~g(ma) = —f(fi(za),..., fm(-a))
= (_‘fl(a)7 : _'fm( )):f(fl(a)77fm(a)):g(a)

4 K=M:jeia=g,tafi(a) < fi(B)Vi=1,...,m, taigi

a=pf = (fila),.... fm(a)) 2 (f1(8),..-, fm(B))
= gla) = f(f1( )i fm(@)) < F(FL(B), - -, fm(B)) = 9(B)-

(5) K = L: pirmo laipsnio polinomy suma bus pirmo laipsnio polinanaaba konstanta.(
Uzdaviniai

1. Nustatykite kurios iS Siy sistemy yra uzdaros: {@)1, z,z}, (b) {x1,21 @ 22,21 ® 22 D
xs,. . } ir (C) {.%'1,.%'1 Vxo,x1VIoVIs,.. }

Nustatykite kurios i$ Siy funkciju priklauso kE®sTy ir 71: (&) T, (b) z1Vas ir (C) z1 | 2.
Nustatykite kurios i$ Siy funkcijy priklauso klasgi (a) =, (b) 21 V x5 ir (C) x1 | z2.

Nustatykite kurios i3 Siy funkcijy priklauso klas&l : (a) z, (b) 1 V a2 ir (C) x1 | z2.

a > w0 DN

Nustatykite kurios i3 Siy funkciju priklauso klaski (a) =, (b) z1 V x4 ir (C) x1 | z2.
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3.4 Pilnumo kriterijus

Lema3.4.1.Jei f(x1,...,zy,) ¢ S, taiis f ir funkciju z ir T galima gauti konstant® arba 1.

[rodymas. Kadangif ¢ S, tai atsiras vektoriusr € {0,1}" toks, kad

f@a,...,ap) = flaq,...,an).

[ funkcija f(x1,...,xz,) istaten funkcijy ¢;(x) = z* (i = 1,...,n) gauname vieno kintamojo
funkcija

¢(x) = f(¢1(2), .., In(2)).

Si funkcija tenkina

(b(O) = f((bl(O),...,(bn(O)):f(Oal,...,Oa"):f(a_l,...,a_n):f(al,...,an)
= f(lal""71an):f(¢1(1)""a¢n(1)):¢(1)'

Taigi, ¢(x) = const ( arbal). O

Tegua, § € {0,1}™. Vektoriusa ir g vadinamekaimyniniais jei jie skiriasi tik viena savo
koordinate, t.y.,

o = (a17"'7ai—17ai7ai+17"'7an)7
6 = (Oél,. OGO, ]y e ,Oén).

Vienetiniamen-maCiame kube{0, 1}" kaimyninius vektorius atitinka tos kubo virsasy kurios
yra sujungtos briauna.

Lema 3.4.2. Jei f(z1,...,x,) ¢ M, taii$ f, funkcijosz ir konstanty0 ir 1 galima gauti

neiginj x.

[rodymas. Kadangif ¢ M, tai atsiras du vektoriaiv ir 3 tokie, kada < 3, ir f(a) > f(8).
Pirmiausia parodysime, kad tada taip pat atsiras du kainginvektoriai & ir 3 tokie, kad

a = Bir f(@) > f(8). 15 tiesy, jeia ir 3 néra kaimyniniai, tai jie skiriasi ne viena, bet

koordin&iy. Kadangia < /3, tai vektoriuje o tos koordinags lygios 0, o vektoriujed lygios 1.

Todel nesunku parinktt — 1 vektoriya!,. .., o' tokius, kad

ir Sioje grandije bet kurie du greta stovintys vektoriai—! ir o buty kaimyniniai. Kadangi
f(@®) > f(at), tai butinai atsiras du gretimi vektoriaf—! ir o’ kuriems taip patf(a’~!) >

f(a%), PaZynekime Siuos vektoriugy ir 3. Galime laikyti, kad

o = (a17"'7ai—1707ai+17"'7an)7
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B o= (o, i1, Lo, .., o).

Apibreze nauja funkcija

¢('I) = f(ah' ey O 1, T, O]y e ,Oén),

gaunhame

#0) = floa,...,i-1,0,qi11,...,00) = f(@) > f(B)
= f(ozl,...,Oéifl,l,OéiJrl,-n,an):¢(1)‘

Tai reiSkia, kadp(0) = 1, 0 ¢(1) =0, taigi ¢p(x) =z. O

Lema 3.4.3. Jei f(z1,...,z,) ¢ L, taiiS f, funkcijy z, Z ir konstanty0 ir 1 galima gauti
konjunkcijgz, & x5.

[rodymas. Kadangi f(z1,...,z,) ¢ L, tai| Sios funkcijos Zegalkino polinoma butinai jeina
dviejy ar daugiau kintamyjy sandaugg x;, - - - x;, . Galime laikyti, kad tarp Siy kintamuyjy yra
x1 ir 2. Tada funkcijosf(x1,...,,) Zegalkino polinoma galima idreiksti pavidalu

o A i miym, = maafi(as, ... wn) @ x1fa(Ts, ... 2)
(ily---vis)

@ xafa(xs, ..., xn) ® fa(xs,..., zp),

kur del polinomo vienatinumofi(xs,...,x,) # 0 (prieSingu atveju sandauge o iSnykty).
Tegu as, . .., ay, toks kintamyju reikSmiy rinkinys, kadi(as,...,a,) = 1. |state | f Sias
reikSmes, gauname dvieju kintamujy funkcija

g(z1,22) = fx1,22,08,...,00) = 122 @ ax1 @ frs D 7,

kur o, 5,7 € {0,1}. Kadangi turime funkcijas:, = ir konstantas, tai galime vietoje kintamuju
x1 ir o jStatyti atitinkamai reiskiniusc; & 3 ir xo @ « ir dar priceti konstantan5 ¢ y. Gauname
nauja funkcija

d(x1,22) = g1 @B, 22D ) DaB Dy
= @1 ®f)(x2®a)Da(z1®P) B P(xes®a)dydaf Dy =12,

taigi lema jrodyta. O

Teorema 3.4.1 (Pilnumo kriterijus). Funkcijy sistemaB pilna tada ir tik tada kai ji néra poaibis
ne vienos is klasigy, 71, S, M, L.

55



[rodymas. B utinumasTarkime, kadB yra kurios nors i§ duoty klasiy poaibig3 C C', kur
C =1Ty,T1, S, M arbaL. Kadangi jos visos yra uzdaros, tai

B c [C] =C.

Taigi, B negali b uti pilna, nesxviena is Siy klasiy nesutampa 4.

Pakankamumas Kadangi B ¢ Ty,11,S, M, L, tai aibeje B atsiras funkcijosfy ¢ Ty,
fieT, fs ¢S, fm & M, fi ¢ L (kai kurios i$ jy gali sutapti tarpusavyje). [rodymasidasia
iS triju Zingsniy.

(1) Naudodamify, f1 ir fs gausime konstanta®ir 1. Turime f(0,...,0) = 1. Galimi du
atvejai.

@) fo(1,...,1) = 1. Siuo atveju funkcijag(z) = f(z,...,x) = 1, taigi konstantal jau
gavome. |state visus vienetus | funkcifa gauname kita konstantg (1,...,1) = 0.

(b) fo(1,...,1) = 0. Tada funkcijag(z) = f(z,...,z) = T, nes¢(0) = 1 ir ¢(1) = 0.
Turedami neiginj pagal lema apie sau nedualia funkcijgigalime gauti kuria nors konstanta, o
iS jos neiginio pagalba ir kita konstanta.

(2) Naudodami konstantasir 1 pagal lema apie nemonotoning funkcijafi§ galime gauti
neiginj x.

(3) Turedami konstantas ir neiginj pagal lema apie netiesimidija S funkcijos f; galime
gauti konjunkcijaz; & xs.

Kadangi sistemdz, z1 & z2} pilna, tai pagal teorema 3.2.3 ir sistemBapilna.

Uzdaviniai
1. Naudodami pilnumo kriterijy istirkite ar duotos funkcsistemos yra pilnos:

(@) B={z1 — 22,21 ® 22},

(b) B= {T, 1223 V T1T2x3 V I_lﬁﬂz}

3.5 B ulio schemos

Tegu V' — netugia aite. Orientuotu grafu(orgrafu) vadinsime poraG = (V, E), kur E C
V2 \ diag(V?), o diagV?) = {(v,v): v € V} yra aites V? jstrizaire. Aibes V elementus
vadinsimevirS unemiso aites E elementus —lankais Taigi, kiekvienas lankag € FE yra 2-
vektorius sudarytas i$ skirtingy virS unig:= (u,v), kur u,v € V ir u # v. Tokias vir§ unes
vadinsimesujungtomis lankw ir sakysime, kad lankas iSeina i$ vir§ uss v ir jeina j virS ungv.
Nedideks eibs orgrafus (grafo @l= |V|) patogu vaizduoti grafiSkai plok& diagrama, kurioje
kiekviena virSuav € V' vaizduojama tasSku (arba mazu apskritimu) su greta priaaSymnev, o
kiekvienas lankag = (u, v) vaizduojamas linija, jungidiia taskus pazyetusw ir v su rodykle
linijos gale, nukreipta j virSune (Si linija negali daugiau eiti per jokia kita virS ungpav. 3.1

56



U3 V4 3 4

U1 vy
@) (b) (c)
3.1: Orgrafy pavyzdziai.

pavaizduoti keturi orgrafai. Kadangi ne kiekviena grgédima pavaizduoti plok3a diagrama taip,
kad lankai nesusikirsty, tai reikia atkreipgmhesj, kad paprasti lanky susikirtimo taskai nelaikomi
grafo vir§ uamis.

Pavyzdys 3.5.1.Bet kuri aile V' su joje apibeztu dvivi€iu antirefleksyviu sarySiw yra ori-
entuotas grafagV, o). Pavyzdziui, vienetinio dvini@o kubo vir§uniy aib {0,1}? su tvarkos
sarySiu=< yra orgrafas vaizduojamas pav. refgrafai(d).

Grafo virS'uas v jejimo laipsniuindg(v) vadiname | Sia virS une jein@g lanky skatiy, o
iSejimo laipsniuoutdg(y) — i$ Sios virs ues iSeinabiy lanky skatiy. Keliu jungianciu dvi gra-
fo virSunes ir v vadiname lanky sek# (u,v) = {(vo,v1), (v1,v2),..., (vk—1,vk)}, Kurioje
vo = u, v = v ir du gretimi sekos lankai turi bendra vir§ une. Kéligu,v) sudarafiy lanky
skatiy k vadiname kelioK (u, v) ilgiu. Vietoje lanky iSvardijimo keliak (u, v) daznai apibeZia
iSvardijant tik vir§ unes, per kurias eina Sis keli&aSu, v) = {u,v1,...,vk_1,v}. NetuZia kelia
K (u,u) vadinameciklu. Pav. refgrafai(c) pavaizduotas grafas turi cikla= {1231} .

B ulio schema vir§ bazés, = {&, Vv, —} vadiname orientuota grafa be cikly, kurio vir§ uniy
jejimo laipsnis yra ne didesnis uz 2, ir vir&sruri Zymes, atitinkatias tokias taisykles:

(1) jei indg(v) = 0, tai virS ue v pazymeta Zymez;, kur x; € {z1,...,x,};

(2) jei indg(v) = 1, tai virS ue v pazymeta neiginio Zenklu-;

(3) jeiindg(v) = 2, tai virS ue v pazymeta konjunkcijos Zenkld: arba disjunkcijos Zenkly ;
(4) kai kurios virS ues papildomai pazyatos zynemisy;, kur y; € {y1,...,ym};

Pirmo tipo grafo vir§ unes vadinsime schegggmaisir jas vaizduosime skrituliukais), ant-
ro ir tre€io tipo virS unes vadinsinfenkciniais elementaiis vaizduosime trikampiaisy . Ketvirto
tipo virS unes vadinsime scheni®gjimais Kiekvienas igjimas yra kartu irgjimas arba funkcinis
elementas. Pastekime, kad i$ virS uniy iSeinéig lanky skatius yra neribojamas. B ulio schemas
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3.2: Dvi B ulio schemos, realizuofdas ta péia B ulio funkcija.

taip pat vadina schemomis i$ funkciniy elementy bei legirs schemomis. Pav. 3.2 pavaizduotos

dvi B'ulio schemos; ir S5.
Induktyviai apibeSime B ulio schemds realizuojama B ulio funkciju Seim@ = {f1,..., fim}:

(1) lejimamsz; priskiriame funkcijasf (x1,...,x,) = ;.

(2) Jei j funkcinj elementay, kur E € {—, &, V} ateina lankai i$ virSuni¢: ir H (arba tik
G neiginio atveju), kurioms jau priskirtos funkcijog ir &, tai elementuiE priskiriame

funkcija e = E(g,h).

(3) Schemas realizuoja funkcijy SeimaF" = {f1,..., fm}, kur funkcijos fi,..., f,, yra
priskirtos jos i&jimamsyq, ..., ym.

Kai m = 1, tada tiesiog sakysime, kad scherfarealizuoja B ulio funkcijaf. PavyzdZiui,
pav. 3.2 abi schemoS$; ir Sy realizuoja ta péia funkcija f(x1, z2,23) = (21 V x2) & x3, Nes
(1 V x2) & (=(x1 V x2) V 23) ~ (21 V 22) & x3. Dalinis B ulio schemy atvejis yra fornesl
virs bazs By: kiekviena formule atitinka schema su tiek funkcinigmenty, kiek bags B,
elementy—, v, & jeina j formule. Tokioje schemoje iS kiekvienos vir&siiseina ne daugiau kaip
vienas lankas. Kadangi schemose kiekvienos v&s ifjimo laipsnis neribojamas, tai schemos
yra galingesnis B ulio funkcijy realizavimo modelis uinfales. Pavyzdziui, aukfau pateikta
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formule atitinkanti schemab; turi 5 funkcinius elementus, o pati schena tik 4 funkcinius
elementus.

SchemosS sudéetingumul(.S) vadiname funkciniy elementy skaj schemojeS. Pav. 3.2
vaizduojamy schemuy satingumai yraL(S;) = 4 ir L(S;) = 2. Matome, kad viena Bu-
lio funkcija galima realizuoti skirtingo swdingumo schemomis. Bulio funkcijy Seimés =
{f1,..., fm} sudétingumwadiname

L(F) N S reerlrlilzll?ojaFL(S)'
Vienos funkcijosf sudetinguma Zyrasime tiesiodL( f). PavyzdZiui, nesunku jrodyti, kad pav. 3.2
dviem schemomis realizuojamos B ulio funkcijp&e1, x2, z3) = (1 V z2) & x3 sudetingumas
yra lygus 2. I8 tikryjuy, i$ vienos pes L(f) < 2, nes L(S2) = 2, tuo tarpu i$ kitos pues
Sios funkcijos negalima realizuoti schema i$ 1 elements,jiné esnes priklauso nuo visy savo
3 kintamuyjy, o vienas funkcinis elementas b uty supsgk su 2 ar 1gjimu.

Baigdami §j skyrelj pateiksime trivialy virSutinj Bai funkcijy sucetingumo jvertj. Kitame
skyrelyje mes §j jvertj dar pagerinsime.

Lema 3.5.1. Kiekvienai B ulio funkcijaif (z1, ..., z,) L(f) < n2"+!,

[rodymas. Jei f(x1,...,x,) = 0, tai naudojant formul@® ~ x & -« funkcija f galime rea-
lizuoti schema i3 dviejy elementy. Kadari< n2"*!vn = 1,2,..., tai Siuo atveju teorema
teisinga.

Jei f(x1,...,2,) # 0, tai pagal iSvada 3.2.1 ja galima iSreiksti tobula noiigjaldisjunkcine
forma

flxy,. ... xn) = \/ P& &l (3.2)
o: f(o)=1
Kiekvienai elementariai konjunkcijat{* & --- & z2~ realizuoti pakanka< 2n — 1 funkcinio
elemento € n neiginiy ir n — 1 konjunkcijos). Paiy elementariy konjunkcijy Sioje formoje
busr < 2™. Tam, kad pagaliau gauti funkcija dar reikes panaudoti- — 1 disjunkcija sujungti
elementarioms konjunkcijoms | viena formule. Tokiudoigpagal formule (3.1) gausime schema
S tokia, kad
LS)<(@n—1)r+r—1=2nr—1<2n-2" =n2"",

Taigi L(f) <n2"tl. O
Uzdaviniai
1. Supaprastinkite B ulio schema, pavaizduota Pav. 3.3.

2. Realizuokite kuo paprastesne Bulio schema (virés#s) funkcija, iSreikSta formule
(x1 @ z2) & ~ (21 & —22).

3. Realizuokite B ulio schema B ulio funkcfjéry, z2, 23) =1 <= lygiai vienasz; = 1.
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3.3: Schema suingumo 6.

3.6 B ulio funkcijy sudetingumas

Kadangi B ulio schemos yra susije su kompiuteriuose naomonis mikroschemomis, tai svar-
bu moleéti konstruoti kuo paprastesnes schemas ir @tigkertinti B ulio funkcijy sudtinguma.
Pazynekime
L(n)= max L(f), n=1,2,....
f(x1,..yzn)

Funkcija L : N — N vadina Shannon’o funkcija. Ji iSreiSkia sithgiausiy B ulio funkcijy sud
tingumo priklausomybe nuo argumenty skausn .

Priminsime pora api@zimy iS funkcijy teorijos, kurie mums bus reikalingi Baht apie sue-
tinguma. Teguf, g: N — R. Zymésime:

Q) f < g (“f asimptotiSkai mazegmarba lygig”), jei

(2) f ~g (*f asimptotiSkai lygig”), jei f Sgirg < f.

Dabar realizuosime visas elementarias konjunkcijas itgischema, turiGia »n jejimy ir 2"
isejimy. Pazymekime K,, = {z{* & --- & 29", 0 € {0,1}"}.

n o

60



4o X2 Tm Tm+1 Tm+2 Tn

58 .8 BEW .8

Sm Sn—m

w1 U2 v Ugm U1 U2 cee Von—m

o Py o

Y1 Y2 cer Yom—m  Yon-myg e Yon

3.4: B ulio schema, realizuojanti visas elementariasukiajjas ilgion.

Lema 3.6.1. L(K,) ~ 2".

[rodymas. Kadangi schema realizuojani,, turi 2™ iséjimy, tai L(K,) = 2", todel tereikia
jrodyti L(K,) < 2". Tegum = [n/2], kur [z] reiSkia skatiaus = sveikaja dalj. Kiekviena
konjunkcija ilgio n galima iSskaidyti | dvi konjunkcijas ilgion ir n — m:

e & &a)r = (27 & - &alr) & (2 & &adh).

Vienai konjunkcijaiz7* & - - - & 29 realizuoti reikia< 2m — 1 funkciniy elementy € m
neiginiy ir m — 1 konjunkcijos). Kadangi tokiy konjunkcijy viso yr™, tai schemosS,, , reali-
zuojartios visas elementarias konjunkcijas, sudarytas i$ girmu kintamuyju, suétingumas bus
< (2m — 1)2™. AnalogiSkai, schemos,,_,,, realizuojaigios visas elementarias konjunkcijas,
sudarytas iS paskutinig — m kintamyjy, suétingumas bus< (2(n — m) — 1)2"~". Sujun-

gauname schemé, realizuojaBia sistemal,, (Zr. pav. 3.4). Jos s@dingumas

L(S) = L(Swm)+ L(Sp_m) +2"
< @2m—-1)2"+(2(n—m)—1)2""" 42"

kur pasinaudojome nelyggmism = [n/2] <n/2irn—m <n/2+ 1.

Dabar pagerinsime skyrelyje 3.5 gauta virSutinj B uliokijuy sugtingumao jvertj.
Teorema 3.6.1.

L(n) 12 —.
n
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[rodymas. Duota B ulio funkcijaf (x4, . .., z,) . Konstruosime ja realizuojém schemas. Pagal
teorema 3.2.1

fx1,...,zp) = \/ xZ’ff&---&xzn&f(xl,...,xk,akﬂ,...,an),
(Okg15m0m) €{0,1}n—k

kurl <k<n.
Schemas sudarys 3 blokai (Zr. pav. 3.5):

(1) universali schem@/;,, trivialiai (kaip lemoje 3.5.1) realizuojanti visa" Bulio funkcijy,
priklausagiy nuo pirmyjuk kintamujy,

(2) schemas,,_y, realizuojanti pagal lema 2.5 visas paskutinigjy & kintamujuy elementarias
konjunkcijas ilgion — k, ir

(3) sujungimy blokas, sudarytas38—* konjunkcijy ir 2% — 1 disjunkcijos.

Gautos schemoS$ sucktingumas bus

L(S) <3-2"7F 4 . oktl. 92"
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Parinkek = [log, n] — 1, gauname nelygybek < logon — 1 ir n — k < n —logyn + 2 (nes
—k > log, n — 2). Naudodami taip pat nelygyl#* < n/2, gauname

il Pl 2"
L(S) <3-2n718n+2 L jog,n.n-2V2 =12. % 40 <—> ~12- =,
n n n

Naudojant suetingesne konstrukcija Sis virSutinis jvertis buvo Etlg pagerintas (t.y., vietoje
konstantos 12 iS tikryjy tinka konstanta 1). Be to, buvatga asimptotiSkai tokio pat dydZio jvertis
iS ap&ios. Taigi, teisingas toks rezultatas, kurj pateikiaregrbdymo:

Teorema 3.6.2.
L(n) ~ 2—
n

Taip pat buvo jrodyta, kateveik viso8 ulio funkcijos f(z1,...,z,) yra labai suétingos,
t.y. joms reikia> 2" /n funkciniy elementy. “Beveik visos” reiSkia, kad papesstiy B ulio funk-
cijy skatius yra be galo mazas dydis palyginus su viskintamuyjy B ulio funkcijy sk&iumi 22" .
TaCiau tie jrodymai yra nekonstruktyv us, jie parodo tikj lke@zistuoja sugtingos B ulio funkci-
jos, bet nepateikia @&y funkcijy. Taigi, paradoksalu, bet neZzinoma jokia kuati, t.y. efektyviai
iSreikSta, didelio suetingumo B ulio funkcijy sekdf,(z1,...,z,)}. Kol kas yra gauti tik tiesi-
niai (t.y., pavidalo constn) apatiniai B ulio funkcijy sugtingumo jve€iai. Pavyzdziui, tiesiems
funkcijoms i, (z1,...,2,) = 21 ® -+ - ® z, yra jrodyta, kadL(l,,) = 4n — 4. Efektyviy B ulio
funkcijy sudetingumo apatiniy jvéiy problema yra viena i$ svarbiausiy neiSsprestyretssios
matematikos ir informatikos problemu.

UzZdaviniai
1. [rodykite L(I,) < 4n — 4, sukonstruodami minimalia schema, realizugjartiesine funk-
cjal, =219 ---®x,, n=2,3,.... Nurodymasatskirai panagriekite atvejus, = 2 ir
n = 3.

2. Realizuokite B ulio schema, tutia 2n jejimuy ir n + 1 iSejima, dvejetainiy skaiy sudktj,
t.y., jei schemosgjimus pazyresimexy, ..., z, ir z1,...,2,, 0I%JiMUSY1, ..., Ypt1, ta
turi b uti teisinga lygyb tarp dvejetainiy skaiy:

Yn+1Yn ---Y1 = Tp ... X1+ 2p ... 21,

kur vyriausi dvejetainiy skaiy bitai stovi skatiy pradzioje. Tokia Bulio schema vadina
dvejetainiu sumatoriumi. Koks j usy pasi ulytos schesudstingumas?
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4 skyrius

Kodavimas

Kodavimas nuo seno vaidina svarby vaidmenj matematikoje

Pavyzdziai. 1. DeSimtainé skaiCiavimo sistema tai nat uraliyjy skaiy kodavimo b udas.
Romeniski skatiai — kitas nat uraliyjy skéiy kodavimo b udas.

2. Dekartines koordinates— tai b udas geometrines fig uras uzkoduoticgkai

Su kompiuteriy atsiradimu kodavimo reikériabai iSaugo. Dabar tai pagrindinis uzdavinys
daugelyje programavimo iy, pavyzdZziui,

e duomeny (sk&iy, teksto, grafiniy objekty) vaizdavimas kompiutesimintyje,
¢ informacijos apsauga,

¢ klaidy iStaisymas siutiant duomenis nepatikimais rySiy kanalais,

e duomeny spaudimas duomenu &se.

Net patj programos raSyma kartais (ir, beje, visiSkaitgjai) vadina kodavimu, o progra-
mos teksta — kodu.

Sioje kurso dalyje mes susipaZzinsime su keliais svark@migiodavimo teorijos uzdavi-
niais: duomeny spaudimu, klaidas tai&ams kodais, kriptografija. Tai labai f@as diskré&io-
sios matematikos sritys, ir Siame kurse mes jas tik vos gialie. Pries tai dar supazindinsiu su
bazine kodavimo teorijos dalimi: akeliniu kodavimu ir optimaliu kodavimu.

Pavyzdziai. e Duomeny spaudimas:

— Morzes kodasJj sudae amerikietis S. Moz kaip prieda prie kito savo iSradimo
— telegrafo. Dviejy simboliy — tasko ir br ukSnio — komdniijomis koduojamos
raides ir skatiai. Jy atskyrimui dar naudojama pa&uzKad teksta b uty galima
uzkoduoti kuo trumpesne tasky ir br ukSniy seka, Blsevo koda sudartaip, kad
daZniau vartojamas raides atitikty trumpesni kodai,Ganevartojamas — ilgesni.
PavyzdZiui, raide e atitinka kodas tik i$ vieno simbolio aSko, o raide y — i$
keturiy: -.--
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— Kompiuteriuose daznai naudojamas faily spaudimas, kajimty maziau vietos.
Windows aplinkoje dazZniausiai sutinkamas suspausty faimatas — zip.

— Siuolaikiniuse modemuose, perduodant skaitmeninius éndsnijie taip pat spau-
dziami.

— Siurtiant kity planety nuotraukas i5 kosminiy zondy irgudajamas duomenuy
spaudimas.

e Klaidas taisantys kodaiprie$ siugiant simbolius nepatikimu kanalu, kur jie gali b uti
iSkraipyti, jie uzkoduojami, kad g&jas tuety galimybe pagal gautus galb ut iSkraipytus
simbolius atkurti tai, kas buvo siysta.

— Paprasiausias kodavimo b udas — pakartoti kiekviena@ama simboljn karty.
Gavus tan simboliy seka dekoduojama tuo simboliu, kuris daugiatikpasitaiko.
Akivaizdu, jog tokiu b'udu didindami rySio patikimumagdiiame ir perdavimo
iSlaidas bei maziname perdavimo greitj.

— Klaidas taisantys kodai naudojami visose skaitmesintechnologijose: kompiu-
teriuose, modemuose, kompaltse plokstélse, kosminiuose zonduose ir taip to-
liau. Pavyzdziui, él kompaktireje plokStedje naudojamy klaidas tais@ig kodu
muzikos kokyle nenukeréty net ir prad urus joje 2mm skersmens skyle!

e Kriptografija:

— Kriptografija naudojama nuo senuy laiky slaptiems pranagis Sifruoti. Jau Ro-
mos imperijos laikais buvo naudojami slapti kodai.

— Sakoma, kad sajungininky pergale Antrajame pasaunfieiare didele dalimi nu-
leme tai, kad jie sugedjo iSSifruoti voki€iy slaptus kodus.

— I8 simetriniy Sifravimo sistemy dabar labiausiai pasiitDES, kuria neuzilgo pa-
keis AES, nes digjant kompiuteriy gré&ams ir galimylems DES darosi per silpna.

— Perspektyviausiomis laikomos vadinamos vieSo rakto ésigtemos, pavyzdZziui,
RSA, kuriose naudojama pora rakty — vieSas ir privatus.iftys man perduoti
pranesima, uzsifruoja jj mano viesu, visiems prieinanaidtu, o jj deSifruoti galiu
tik a8, tuedamas savo privaty rakta.

— Norintys susiraSieti slapta gali Sifruoti savo elektroninj pasta. Tam ypadalios
programos, pavyzdziui, PGP.

4.1 Abecelinis kodavimas

Siame paragrafe $nekime apie tokius kodus, kur pranesimas skaidomas po sierlj, ir
kiekvienas simbolis uzkoduojamas atskirai, nepriklaugiomuo kity. Tokie kodai vadinami
abécéliniais kodais

Abeécelevadinsime pasirinkta baigtine netiid aibeA, jos elementus vadinsimgimboliais
Baigtines ailes B elementy sk&iy zymesime|B|. Abecele A = {0,1} vadinamedvinare
abkecele.
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Apibr €Zimas. Baigting abecelest simboliy sekaryas - - - a; vadinsimes ilgio Zodziu Jeix
yra Zodis, taijx| Zymi jo ilgj. Jeix, y yra du tos pacios abéceles ZodZiai, taf Zymi Zodj,
kuris gaunamas tiesiog sujungiaxtir y. AbéceléesA ilgio m Zzodziy aibe Zymesimé&™, visy
Zodziy aibe —A*.

Lengva pastetti, kad
A = Am
m>0
Apibr ezimas. Tegu.A, B yra dvi abécélesKodu vadinsime injektyvy atvaizdj: A — B*.
Jeic yra kodas, tai jj pratesime iki atvaizdzid : A* — B* tokiu b udu:

c*(arag - as) = c(ay)c(az) - - - cas).

Abeceles3 Zodjc*(ayas - - - ag) vadinsime ZodZia;a; - - - a; kodu Abéceléesd simboliy kodus
c(a), a € A, vadinsimeelementariais kodais

Pavyzdys. TeguAd = {A, B,C}, B = {0,1}. Tarkime, kodag yra toks:c(A) =0, ¢(B) =1
ir ¢(C) = 01. Tadac*(BCAA) = 10100.

Dabar pateiksime jvairiy kody, kurie buvo arba yra ngan, pavyzdZziy.

Pavyzdziai. 1. Graiky ugnies kodasKlasikineje Graikijoje naudotas ka@ms Zinioms
perduoti. Aleaele .4 sudaro 24 graikiSkos raéd, B = {1,2,3,4,5}, Cia 1l Zymi viena
degantj fakela ir t.t. Ra@lo uzkoduojamall, 5 — 12, ir t.t. Zodis 'mn’ buvo perduo-
damas uzdegant pe ir n fakely dviejose kalno virs es vietose.

2. Cezario kodasSj koda pirmame amziuje pries Kristy naudojo Romos kayselulijus
Cezaris slaptiems praneSimams Sifruoti. Abeadies A ir B sudarytos iS ty pay loty-
niSky raidziy. Raida keiCiama raide:(a), kuri abeceleje stovi trimis pozicijomis toliau.
Pavyzdziui, raié A keiCiama raideD, raide B — raide F, ir t.t.

3. ASCII kodasSis kodas (American Standard Code for Information Intemgled koduoja
128 simbolius (didziasias ir mazasias raides, Gkaj skyrybos Zenklus ir specialius
simbolius) dvinages akeales ilgio 7 Zodziais. ASCII kodo iSpstame variante ilgio 8
ZodZiais koduojami 256 simboliai. Pavyzdziui, resdd ASCII kodas yral000001,
raides B — 0100001.

4. DeSimtainiy skaitmeny kodavimaSkatius, uzrasytus deSimtadje sistemoje, daznai
tenka koduoti dvinars aleceles Zodziais. Pateiksime keleta tokiy koduy. Papeasia
tiesiog uzrasSyti skaitmenj dvejet&je sistemoje, zr. 4.1 len&s T stulpelj.

Grejaus (R.M. Gray) kodas pasizymi tuo, kad paeiliui ettiardeSimtainiy skaitmeny
kodai skiriasi tik vienu simboliu (Zr. G stulpel)).

Kodas '2 i8 5’ priskiria skaitmenims penkiy simboliy daitus ZodZius; lygiai du sim-
boliai kiekviename kodo Zodyje yra vienetukai (Zr. 2 i$ &llpel)).

Paskutiniams stulpelyje suradyti deSimtainiy skaitmASCII kodai.
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skaitmuo T G 2i§5 ASCI
0000 0000 11000 0000110
0001 0001 00011 1000110
0010 0011 00101 0100110
0011 0010 00110 1100110
0100 0110 01001 0010110
0101 0111 01010 1010110
0110 0101 01100 0110110
0111 0100 10001 1110110
1000 1100 10010 0001110
1001 1101 10100 1001110

)

© 00 J O U i W N+~

Lentek 4.1: DeSimtainiy skaitmeny kodavimas

Abeceles A ZodzZiy aileje A* paprasiausius tvarkos sarySius ap#Sime pasinaudodami
tuo, kad ilgesnius Zodzius galima skaidyti | trumpesnius.
Apibr eZimas. Zodjx € A* vadinsime ZodZig € A* prie3cliu (arbaprefiksy), jei egzistuoja
toks zodiz € A*, kady = xz.

Jeix yra Zodzioy priesdelis, tai Zymesime < y. Jei dviejy ZodZik ir y m ilgio prieSdeélis
yra tas pats, tai rasysime ~.,, y.

b4l

Pavyzdys. Zodis “a$” yra zodzio “aSara” prieétls. O
Tu&ia Zodj(, neturintj nei vieno simbolio, nat uralu laikyti kiekai@ Zodzio prieséliu.
Teorema. Sarysis <’ yra tvarka aibejeA*, o '~,,’ yra ekvivalentumo sarysis.

UZduotis. [rodykite Sia teorema. I3 tikro, jrodymas yra labai pegias, uztenka patikrinti
tvarkos apibezima.

Jeic : A — B* yra kodas, tat yra injektyvus atvaizdis. T@au i$ to neiSplaukia, kad jo
tesinysc* : A* — B* taip pat injektyvus.

Apibr ezimas. Kodac : A — B* vadinameissifruojamuy jei jo tesinysc* : A* — B* yra
injektyvus atvaizdis.

Pavyzdys. TeguA = {A, B,C}, B = {0,1}. Tada kodas

¢(A) =00, ¢(B) = 10, ¢(C) =11 (4.1)
yra i§Sifruojamas, taip pat iSSifruojamas ir kodas

¢(A) =0, ¢(B) =01, ¢(C) = 0011, (4.2)
gi kodas

¢(A) =0, ¢(B) =01, ¢(C) = 010
nera toks. O
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Pastebkime svarby iSSifruojamy koduy (4.1) ir (4.2) skirtum#eigu mums perduodamas
(4.1) kodu uzkoduotas aheles A Zodis ir mes gaunama seka skaitome simbolis po simbolio,
tai siurtiama uzkoduota simbolj gagime atpazinti tuoj pat, kai tik perskaitysime paskutinj
jo elementaraus kodo Zenkla. Clau taip nebus, jei nhaudojamas (4.2) kodas. PavyzdZiui,
tik perskaite visa siutiama 001’ seka, galime nuspresti, kad pirmajj simbolj reikisifruoti
'Al. Koda, kurio kiekviena elementary koda galima atpui (dekoduoti) vos jj perskéius,
vadinsimep-kodu Formalus jo apil@Zimas yra kiek kitoks, bet reiSkia ta patj:

Apibr ezimas. Kodac : A — B* vadinsimep-kody jei joks elementarus kodasa), a € A,
néra kito elementaraus koddd’), o’ € A, o’ # a, prieSdeélis.

Pavyzdys. (4.2) kodas yra iSSifruojamas,tiau rera p-kodas. O
Teorema. Bet kuris p-kodas yra iSSifruojamas.

[rodymas. Tarkime prieSingai: kodas : A — B* yra p-kodas, bet ne iSSifruojamas. Taigi,
kodoc tesinysc* : A* — B* nerainjekcija, t.y., egzistuoja du skirtingi* ZodZiaia;, a;, - - - a;
ir aj,aj, - - - aj,, kuriuosc* atvaizduoja i ta patj Zodi, t.y.

k

* — . L eee s — — . C e e . — pF . C e e .
N (A aik) = bj, bi, by, = b= bj,bj, b, =c (aham a’]l)7

Cia b; yra simbolioa; € A elementarus kodas, t.¥; = c¢(a;) € B* Vi. Tegut yra maziausias
toks indeksas, kabl, # b;,. Tadab;,b;, , ---b;, = bj;,b;,., - - - bj,, todel egzistuoja toks Zodis
v € B* kadb;, = b;,b" arbab;, b’ = bj,, 0 tai prieStarauja tam, kad kodagra p-kodas. O

Teorema. (Krafto-Makmilano) Tegu abecelegl = {aq,aq,...,an}, B = {b1,b2,...,b,},
ir tegu duotim nat uraliyjy skaiciyly, ds, . . . , d,,. Toks iSSifruojamas kodas: A — B*, kad
lc(a;)| = d; kiekvienami, egzistuoja tada ir tik tada, kai

1
Z T <L (4.3)
=1

Be to, bent vienas i$ tokiy kody yra p-kodas.

Be jrodymao.
Kaip sudaryti tokj p-koda iS teoremos ? Pailiustruosimdasyma pavyzdZiu.

Pavyzdys. TeguA = {A,B,C,D,E,F,G}, B = {0,1,2}, ir norime sudaryti p-koda :
A — B*tokj, kad|c(A)| =1, [e(B)| = 1, [¢(C)| = 2, [e(D)| = 2, |e(E)| =3, |e(F)| = 3ir
|c(G)| = 3. Nesunku patikrinti, kad Sie sk@ai tenkina (4.3) salyga:

SIS SR N A
33 32 32 3 33 3 7
todel toks p-kodas egzistuoja. Jj konstruojame tokiu b udu:

e IS pradziy parenkame ilgib elementarius kodus, Siuo atvejud) ir ¢(B). Paprastumo
delei, priskirkime jiems pirmus aeles B elementusc(A) = 0, ¢(B) = 1.
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e Parinksime ilgio2 elementarius kodus, Siuo atvejC') ir ¢(D). Ju prieSéliai negali
b uti jau panaudoti elementar us kodai(tiy.1, kitaip negausime p-kodo. Taigi, pirmas
simbolis turi b uti i$ as5\ {0, 1}, Siuo atveju tai gali b uti tik. Antru simboliu galime
imti bet kurj ateceles B elementa. ¥lgi imkime pirmus abales B elementus, nors tai
ir nera b utinaz(C) = 20 ir ¢(D) = 21.

e Dabar ilgio 3 elementar us kodai. Priedd 0, 1, 20 ir 21 nebegalime naudoti, lieka
tik prieScelis 22. TreCiu simboliu \elgi galime parinkti bet kurj adxeles B elementa.
Gauname:(E) = 220, ¢(F) = 221, ¢(G) = 222.

e Gavome reikiama koda. Atkreipkiteethesj, kad paskutiniame etape panaudojome visus
aleeles B elementus. Bendru atveju, jei (4.3) salygoje nely@yba griezta, gali likti
nepanaudoty simboliy.

4.2 Optimalus kodavimas

Praktikoje norima, kad uzkoduotas praneSimas b uty kagpesnis.

Tarkime, turime abele A = {ay, as,...,a,} ir konkrety iSSifruojama koda: A — B*.
Pazynekimeb;, = c(a;) € B*, 1 < i < m. Tada bet kuris kodas, gautas sukeitus vietomis
kodo c elementarius kodus, , bs, . . ., by, irgi bus i8Sifruojamas.

Pavyzdys. Tarkime, turime abelesA = {A, B, C}, B = {0, 1}, ir iSSifruojama koda:, api-
bréZta tokiais elementariais kodaig:A) = 0, ¢(B) = 10, ¢(C) = 11. Tada sukeite elemen-
tarius kodus vietomis, irgi gausime iSSifruojama ketlgpavyzdziui,c'(A) = 10, ¢ (B) = 11,
d(C)=0. O

Jei elementariy koduy ilgiai vienodi, tai sukeitus juosteimis, uzkoduoto pranesimo ilgis
nepasikeis. Bet jei jie skirtingi, tai uzkoduoto praneSiitgis priklauso nuo to, kiek kokiu
simboliy yra praneSimé), kurj reikia uzkoduoti, ir kokie elementar us kodai kokgeakeeles
A simboliams yra priskirti. Jei turime konkrety praneSimgonkrety koda, tai nesunku taip
sukeisti vietomis elementarius kodus, kad uzkoduoto fEameilgis b uty trumpiausias.

Tarkime, simbolisa; praneSimeS pasirodok; karty, simbolisa; — ko kartus, ir t.t.
Kiekvienami elementaraus kode(a;) ilgj pazymekimel;. Tada, jeik; < k; ir [; > [;, tai
kil; + k‘jlj < k?llj + kijll IS tikryju, teguk:j =k;+a,l; = lj +b,a,b>0. Tada

(kilj + kjli) — (kili + kjlj) = (/{?Z‘lj + (ki + a)(lj + b)) — (ki(lj + b) + (kz + a)lj)
= (kilj + kilj + kib + alj + ab) — (kilj + kib + kilj + alj)
ab > 0.

Todel, kad gautume trumpiausia uzkoduota praneSima, elrias kodus atxeles. A simbo-
liams priskiriame tokiu b udu: iSrikiuojameéabBles.A simbolius taip, kad dazniau pranesSirsie
pasirodantys simboliai sté@t pries réiau pasirodagius simbolius, o elementarius kodus iSri-
kiuojame ju ilgiy didejimo tvarka, ir priskiriame juos simboliams Sia tvarkaupiau tariant,
daZniau pasitaikdiius simbolius koduojame trumpesniais ZodZiais,dee — ilgesniais.
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Pavyzdys. Imkime koda i§ pereito pavyzdzio ir praneSifia= AC BBC BBC. DaZniausia
raide yraB, po to einaC' ir A. Elementar us kodai, iSrikiuoti ilgiy diimo tvarka, bu$, 10, 11.
Taigi, elementarius kodus simboliams priskiriame taipB) = 0, ¢(C) = 10, ¢(A) = 11.
UZkodave Siuo kodu Zod}y, gausime Zodg(S) = 111000100010, Kkurio ilgis 12. Su Siais
elementariais kodais mes negiaime uzkoduoti Zodzi§' trumpesniu kodu. O

Pastaba. Sis paprastas metodas leidZia minimizuoti kodo ilgj tikrttifiksuota praneSim&
ir fiksuota kodac.

O ka daryti, kai reikia parinkti trumpiausia koda, dazZmant praneSimo, kurj reiks uz-
koduoti, ir Bl to negalime suskéiuoti, kiek kokiy simboliy jame yra? Daznai Zinome bent
kiekvieno simbolio pasirodymo b usimuose praneSimuoseiw® arba, kitaip sakant, tikimy-
bes.

Apibr éZimas. Informacijos Saltiniwadinsime abeceld = {a, as, . .., a;,} suskaiCiwy, pa, ..., pm
rinkiniu, tenkinanciu savybes:

m
Y pi=1 0<p <1Vi
i=1

Saltinis mums pateikia @weles A simboliy sekas, o sk&ii p1,ps, ..., pm reiskia ake-
celes simboliyay, as, . . ., a,, pasirodymo tikimybes. Laikome, kad Saltinis sugenerudjaj e
simbolj su Siomis tikimykmis visiSkai nepriklausomai nuo pries tai buvusiy ir pasksiarciy
simboliy (toks Saltinis vadinamdse atminties Toks Saltinio modelis gerai vaizduoja atsitik-
tiniy simboliy sekos generavima, bet, pavyzdziui, balainka Zmoniy kalbai modeliuoti, ir
visiSkai netinka vaizdams modeliuoti.

Pavyzdys. Saltinis, kurio akele A = {A,B,C} su tikimykemisp; = 0.5, p» = 0.3,
p3 = 0.2. Tai reiSkia, kad Sis Saltinis gali sugeneruoti tris sindml A, B, C' su tokiomis
tikimybemis: tikimyke, kad pasirodys simbolid, yra0.5, kad simbolisB — 0.3, kad simbo-
lis C —0.2. O

Tarkime, turime informacijos Saltinj su atele A = {aj,aq,...,a,} ir tikimybemis

P1,P2, - - -, Pm, bei iSSifruojama koda : A — B*. Apibrezkime vidutinj Sio kodo Zodziy
ilgj I(c) (duotam Saltiniui):

I(c) = pile(a)].
=1
Sj dydj galime interpretuoti kaip vidutinj &oeles B simboliy skakiy, kurio reikia vienam
aleles A simboliui uzkoduoti.

Pavyzdys. Imkime Saltinj i$ pereito pavyzdzio: atele A = {A, B, C'} su tikimykemisp; =
c(A) = 11, ¢(B) = 10, ¢(C) = 0. Tadal(c) = 0.5-2+0.3-2+0.2-1 = 1.8. Tai
reiSkia, kad jei imtume kazkokj Sio Saltinio sugenerubfasimboliy ilgio praneSima, tai ji
uzkodavus Siuo kodu, vidutinis uzkoduoto praneSimo ilgigyd8 simboliy. Dabar imkime
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iSSifruojama koda’, apibezta taip:’(4) = 0, ¢(B) = 10, J(C) = 110. Tadal(c) =
05-14+03-2+0.2-3 = 1.7. Taigi, duotam Saltiniui antrasis kodas geresnis, nors jo
elementar us kodai ilgesni uz pirmojo. O

koduy ir jy ilgiai tie patys (Zr. Krafto-Makmilano teoreaj tai toliau apsiribosime pastaraisiais.

Apibr éZimas. p-kodac : A — B* vadinsimeoptimaliu(duotam Saltiniui), jei(¢) = min. I(c);
¢ia minimumas imamas pagal visus p-kodusA — B*.

Koks beb uty informacijos Saltinis, optimalus kodagtaiggzistuoja. 1S tikryju, tegu, =
minp;, s; = |e(a;)| Vi, 0 N > 1 — bet koks skdiius. Nesunku sitikinti, kad bet kokiam
kodui ¢, kuriammax s; > N/p., galioja nelygyl [(c) > N. IS tikro,

m

m
l(C) = ZPZSZ ZP*ZSZ > Dy ax S; > Py N/p* = N.
=1 =1

Tegu dabar yra koks nors p-kodag, = l(¢). Tada optimalaus kodo reikia ieSkoti koduy,
tenkinartiy salygamax s; < f/p*, aibeje. Kadangi Si aib baigtire, tai optimalus kodas tikrai
egzistuoja.

Kaip sudaryti optimaly koda? |5 pradziy parodysimeplgsuti Senono—Fano koda (C.E. Shan-
non, R.M. Fano), kuris ne visada yra optimalus. Tegs |B|. Kodoc : A — B* ZodZiams
parinkime tokius ilgiussy, ss, . . ., sm, kad b uty

1
— <p; <

nsi F, 2:1,...,m.

p-kodas, kurio ZodZiy ilgiai tenkina Sias nelygybes, wadiasSenono—Fano kodulis visada
egzistuoja, nes tokiu b udu parinkti ilgiai tenkina Krafitakmilano nelygybe:

1 m
] i=1

i=1

Turedami Zodziy ilgius, patj p-koda sudarome pagal pepatagrafo pabaigoje aprasyta algo-
ritma.

Pavyzdys. Saltinis tegu buna toksd = {A, B,C, D} su tikimykemisp; = 0.4, p» = 0.3,
p3 = 0.2, ps = 0.1. Abecle B = {0,1}. Tada Senono—Fano kodo ZodZiy ilgiai bus tokie:
bus2, nes272 < 0.4 < 271, sy irgi bus2, s3 bus3, nes273 < 0.2 < 272, ir s, bus4. Ir kodas
gakty buti tokse(A) = 00, ¢(B) = 01, ¢(C) = 101, ¢(D) = 1110. Jol(c) = 2.4. Sis kodas
néra optimalus. Netrukus iSmoksime sudaryti optimalyaadisitikinsime, kad optimalus
b'uty, pavyzdziui, toks kodas ¢ (A) = 0, ¢(B) = 10, ¢(C) = 110, ¢ (D) = 111, kurio
I(d)=1.9. O
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Dabar panagriesime algoritma, kuris duotam Saltiniui visada sudardnogit) koda. Tai
Hafmano(D.A. Huffman) algoritmas Jo pagalba gauti kodai irgi vadinamdafmano kodais
(r-nariais Hafmano kodais, kai resime pal&Zti, kiek simboliy naudojama koduojant).

IS pradZiy panagriszsime kodavimo dvin&s aleales Zodziais atvejj.

Turime informacijos Saltinp su aleele A = {a1, as, . .., ay, } irtikimybeémispy, pa, . .., pm.
Algoritmas Hafmano kodui sudaryti b uty toks. Pernumeruokimeadies. A elementus taip,
kadp; > p2 > -+ > pp,.

e Jeim = 1,taic(a;) = 0.
e Jeim = 2,taic(a;) =0, c(ag) = 1.

e Jeim > 2, tai maziname axele A po viena simbolj tokiu b'udu: pazgkime S’ Salti-
njsu ateele A’ = {ay,as,...,am_2,b} ir tikimybemispy, pa, ..., Dm—2,Pm—-1 + Pm,
t.y. sujungiame du simbolius su maziausiomis tikiragbs | viena, o ju tikimybes su-
dedame. Taip darome, kol gaunameagbe iS dviejy simboliy. Tada optimalus kodas
yra akivaizdus: viena simbolj reikia kodua}j kita — 1. GriZztame atgal, i$ afmeles A’
optimalaus kode’ sudarydami akceles. A optimaly kodac tokiu b udu:

cla;) = d(a;) Vi<m—2,
clam—1) = ' (b)0,
clam) = c(b)1,

t.y. iS simboliob kodo gauname kodus simboliamsg,_; ir a,,, tiesiog priraSydami
atitinkamaiO ir 1, o kity simboliya; kodai lieka tokie patys.

Pavyzdys. Sudarykime Hafmano koda 3altiniui i$ pereito pavyzdZialtiSio atecle A =
{A,B,C,D}, ir tlklmybeSp1 =04,p2 =03,p3 =02, pgs = 0.1. Abecle B = {0,1}
Hafmano kodo sudaryma vaizduosime lentele. Kad b utjyamaaSymo, pauy akecles A
simboliy nerasysime, o tik jy tikimybes. Stulpelyjg, suraSytosk-tajame Zingsnyje gautos
abeceles A, simbolius atitinkagios tikimykes, zvaigzdws iS desSias Zymi, kurie simboliai
kitu Zingsniu bus jungiami j viena, pabraukimas reiSkiad tikimybe (simbolis) ankstesniu
Zingsniu yra gauta i$ dviejy. Stulpeliai bus naudojami griZztant uzraSytiedeles.A, simboliy
kodams. Taigi, vis susdami po dvi maziausias tikimybes ir iSrikiuodami gaut&artybes
mazjimo tvarka, gauname tokia lentele:

Ai aa Ay o Az o3

0.4 0.4 0.6
0.3 0.3* 0.4
0.2* 0.3*

0.1*

Dabar grizdami sukonstruosime Hafmano kodus kiekviehaticeliy A3, A, ir A;. Abece-
leje A3 yra tik du simboliai, toél viena i$ jy uZkoduojame, kita — 1. Abeles. A, simboliy
kodus gauname taip: iS to edieles .43 simbolio, kuris buvo gautas sujungus dweedies A,
simbolius, kodo gauname ty dviejy sujungty simboliglks, priraSydami atitinkamai ir 1.
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AnalogiSkai gauname &keles.A; = A simboliy kodus, t.y. gauname ieSkoma Hafmano koda.
Lentek pasidarys tokia:

A1 Ay o Az c3
0.4 0 0.4 0 0.6 1
0.3 10 0.3 10 04

0.2 110 0.3* 11

0.1* 111

Matome, kad gavome ta koda, kuris pateiktas pereitamgzogje. O

Algoritma nesunku pakeisti taip, kad jis tiktu Hafmanalkon-nares aleales zodziais su-
daryti. Mazinant abale, vienu simboliu reikia keisti ne pora, besimboliy su maziausiomis
tikimybemis. Tiesa, gali atsitikti, kad po paskutinio sumazininaugime abcele iS maziau
nein simboliy. Siekdami, kad ju likty lygiai (nes tik tokiu atveju kodas bus optimalus),
nustatykime, kiek simboliy reikia sujungti pirmu Zingsni

Tegu|A| = m, |B| = n, ir abeceles mazinimo procese atlikomezingsniy, pirmajame
sujungdamiz < n simboliy, o visuose kituose pa Tadam = (u—1)+(s—1)(n—1)+n =
s(n—1) + u, arba

u=mmod (n—1), 2<u<n.

Si salyga vienareik3miskai apéstia pirmu Zingsniu sujungiamy simboliy Skaiu. Primenu,
kad ¢« = b mod c reiSkia, kada — b dalinasi iSc be liekanos, arba, kitaip pasakius, kad
padalije iSc gausime ta péa liekana, kaip ib padalije iSc.

Pavyzdys. Sudarysime trinarj Hafmano koda Saltiniui su tikingybis0.4, 0.2, 0.2, 0.1, 0.05, 0.05.
Visy pirma apskdiiuokime, kiek pirmu Zingniu reis sujungti simboliy. Siuo atvejw = 6,

n = 3, todel u apskatiuosime iS salygy = 6 mod 2 ir 2 < u < 3. I8 pirmos salygos gau-
name, kad: yra lyginis (nesu padalije iS2 turime gauti ta péa liekana, kaip i padalije iS
2), todkel i§ antros nusprendZiame, kad= 2. Taigi, pirmu Zingshiu sujungsimgsimbolius, o
kitais Zingsniais — p@. Lentek bus tokia:

./41 C1 ./42 C9 Ag C3
0.4 1 04 1 04
0.2 2 02 2 04
0.2 00 0.2* 00 0.2
0.1 01 0.1* 01

0.05* 020 0.1 02
0.05* 021

N = O

Teorema. Hafmano kodai yra optimal us.

Be jrodymao.
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4.3 Duomeny spaudimas

Ankstesniuose paragrafuose tyjome akcelinj kodavima, kai kiekvienas simbolis yra ko-
duojamas atskirai ir naudojamasi ju pasirodymo tikiiytis. Maéme, kad taip darant, nejma-
noma uzkoduoti trumpesniu kodu, negu tai daro optimalusrtdab kodas. Siame paragrafe
panagrisime, kokius neamelinius kodus galima naudoti duomenu spaudimui, kad sisspa
tume duomenis labiau, nei leidzia optimalugebinis kodavimas.

Tarkime, turime kazkokj pranesima, kuriuo nors visuatipriimtu b udu uzkoduota (pavyz-
dZiui, tekstas paprastai koduojamas ASCII kodu) ir saumom)piuterio atmintyje. DaZnai tas
uzkodavimas ara optimalus. Pavyzdziui, ASCII kodas kiekvienam i$ 2%6tsiliy priskiria 8
bity ilgio Zodj (bitas — tai simbolis i$ aweles B = {0, 1}). Bet paprastai tekstuose jy nau-
dojama Zymiai maziau, negu 256 (priklausomai nuo kalbos ie-@&p-80, jskaitant didZiasias
ir mazasias raides, skaitmenis, skyrybos Zenklus). Bsitiaholiy pasirodymo tekste tikimy-
bes yra skirtingos, ir kiekvienai kalbai yra Zinoma, kaip n@iZpasikartoja duotas simbolis Sia
kalba paraSytame tekste. Taigi, galima pasirinkti magedibgele su jos simboliy pasirodymo
dazniais, ir sudaryti optimaly &belinj Sia kalba paradyty teksty kodavima. Zinant sifijpo
pasirodymy daznius, nesunku apskaoti, kad dazniausiai sutinkamoms kalboms tokio kodo
vidutinis ZodZiy ilgisi(c) b uty Siek tiek maZesnis uz 6, t.y. palyginus su ASCII katkoduoto
teksto ilgis sutrumety 25% ar Siek tiek daugiau.

Apibr ezimas. Kodavimas, leidziantis gauti trumpesnj uzkoduota p&am@ nei pradinis pra-
nesimas, vadinamatuomeny spaudimarba duomeny glaudinimuSpaudimo kokybé iSreis-
kiamaspaudimo koeficientukuris paprastai matuojamas procentais ir parodo, kiekgenaty
suspaustas praneSimas yra trumpesnis uz pradinj.

Praktikoje naudojamos suspaudimo programos (zip, ajaskiekstinius failus suspaudzia
70% ir daugiau. Tai reiSkia, kad jos naudoja nexedinj kodavima (akcelinis, kaip mag¢me,
gali pasiekti tik Siek tiek daugiau n2b%). Kokj kodavima jos naudoja?

Idéja b uty tokia. UZkoduojamas ne kiekvienas simbolisraisk simboliy seka. Pavyz-
dZiui, praneSimas skaidomas j ZodZius (primenu, kad Zediai bet kokia simboliy seka, taigi,
neb utinai mums jprasta prasme, kai laikome, kad Zod#ums \nuo kito skiria tarpai ir skyry-
bos Zenklai), kiekvienas Zodis laikomas naujogeales simboliu ir uzkoduojamas, naudojant
kurj nors alecelinj koda tai naujai abcelei. Gautas Zodziy ir jy kody rinkinys vadinaniasly-
nu. Tada uzkoduotas praneSimas bus sudarytas iS Zodyno adéjr praneSimo Zodziy kody
sekos. Dekoduojant tiesiog pakeisime kodus atitinkamadiais iS Zodyno.

Pavyzdys. Tarkime, reikia koduoti lietuvisSkus tekstus. Dalinkimeoguj Zodzius pagal nat u-
ralias kalbos taisykles: ZodZius viena nuo kito skirigp#atr skyrybos Zenklai. Galima daryti
prielaida, kad kiekviename konkiiame tekste yra ne daugiau, k&i¥ skirtingy Zodziy (pa-
prastai ju b una maziau). Tokiu b udu, kiekvienam Zodg@lina priskirti numerj — sveikajj
skatiy i$ 2 baity (baitas yra 8 bity seka). Kadangi vidutaiSlietuviSki ZodZiai yra sudaryti
daugiau, nei i$ dviejy raidziy (o kiekviena raidizraSoma vienu baitu), tai vietoj kiekvieno
Zodzio uzraSe jo numerj i$ 2 baity, teksta neblogai saudpiame (apié5% normaliems lietu-
viSkiems tekstams, nes vidutinis lietuvisky Zodziyslgra apie 6 raides). Aisku, dar turime
priskatiuoti ir Zodyno dydj, nes jj reikia perduoti kartu su ugkmtu tekstu, bet jei pradinis
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tekstas buvo didelis (Simtai t ukstan ar milijonai raidziy), tai prijungus Zzodyna, uzkazto
teksto ilgis padid@ja palyginus nedaug. O

Praktikoje, kad nereity kartu perduoti ir Zodyno, naudojamas metodas, vadisaatap-
tyviuoju spaudimu Jo esre tokia. Analizuojant pradinj teksta, vienu metu dinakaiSsu-
darinejamas Zodynas ir koduojamas tekstas. Zodyno saugot izereés dekoduojant jisa¥
dinamiSkai sudaromas i$ uzkoduoto teksto.

Panagriekime Sios i@jos papraSausia realizacija, vadinamaempelo—Zivo algoritmu
Turime teksta, kurj norime suspausti. Pradzioje Zodyadil tu&ias Zodis. Tekstas skaidomas
| ZodZius taip. Tarkime, iki-tojo simbolio tekstas jau suskaidytas. Einamasis Zodisi@s
1-+1-uoju simboliu, ir baigsig-uoju simboliu tokiu b udu, kad tai b uty ilgiausias Zedysantis
Zodis plius vienas simbolis, t.y. Zodis nig- 1-0jo simbolio iki j; — 1-o0jo dar yra Zodyne, o
ZodZzio nuoi + 1-o0jo simbolio iki j-0jo jau rera.

Pavyzdys. PavyzdZiui, jei uzkoduojame teksta, | kurj jeina ZadZdiskreCioji matematika”,
ir iki raides ‘' jau suskai@éme teksta | zodzius, tai einamasis Zodis pe&sichide . Jei
Zodyne, pavyzdZiui, jau buvo Zodis “ji”, bet nebuvo Zodzjio ™ (Cia ‘' Zymi tarpo simbolj),
tai einamasis zodis bus “ji_". Jei jau buvo Zodis “ji mate&t mebuvo ZodZio “ji matem”, tai
einamasis Zodis bus “ji matem”. O

Prie uzZkoduoto teksto prijungiame Zodyne rasto ZodZio mpuimta papildoma simbolj, o ei-
namajj zodj dedame j Zodyna. Ir kartojame Sia pracadkol uzkoduojame visa teksta. Taigi,
uzkoduotas tekstas bus seka p&plq), kur p yra ZodzZio numeris Zodyne, o— simbolis. O
sudaryta Zodyna galime iSmesti, kad jis neuzimty vietes mes gakime jj atstatyti dekoda-
vimo metu.

Dekoduojame taip. Pradzioje Zodyne yra tikdia$ Zodis. Imame einamaja pdia q) iS
uzkoduoto teksto. Imametajj Zodyno Zodj, prie jo prijungiame simbaljir gauname einamajj
Zodj. Jj prijungiame prie dekoduojamo teksto ir [dedgmedyna. Kartojame Sia proced ura,
kol dekoduojame visa teksta.

Pavyzdys. Sis algoritmas tinka ilgiems tekstams, nes juose raida@mlinacijos pradeda kar-
totis. KadangiCia galime duoti tik trumpa pavyzdj, imkime tokj teksteuriame kai kurios
raidziy kombinacijos kartojasi, pavyzdZii,= oi_oi_ojojoi_oi_ojoi_ojoi, Cia Zenklu _ Zy-
mime tarpo simbolj. Uzkoduokime §j praneSima. Pra@zimdyneD yra tik tu&ias zodis, ir
jo numeris yra0.

o I3skirkime pirma Zodj duotame tekste. Jis prasigirma raide. Ziurime, ar zodis
yra Zodyne. Nra. Taigi, ilgiausias Zodyne esantis tinkamas Zodis \g&ds, toe! prie
uzkoduoto tekst@' (kuris irgi pradZioje yra tu§as) prijungiame poréD, o), o | Zodyna
pirmu numeriu jdedame Zodj

e ISskirkime antra Zodj. Jis pragd antra raidei, todel analogiSkai prie” prijungiame
(0,4), o | D antru numeriu jdedame Lygiai taip pat paskui pri€' prijungiame(0, _),
0 | D tre€iu numeriu jdedame _.
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e Ketvirtas zZodis @l prasias raidep. Ir Si raide jau yra Zzodyne. Taa einamasis zodis bus
oi, kurio Zodyne dar @ra: prieC prijungiame(1, ), kur 1 yra ZodZioo numeris Zodyne,
0 j yra papildomas simbolis, olp ketvirtu numeriu j[dedamae:.

e Penktas Zodis prasid raide _, kuri yra Zodyne, @ jau réra Zodyne, togl tai ir bus
einamasis Zodis: pri€' prijungiame(3, o), kur 3 yra ZodzZio _ numeris Zodyne,wyra
papildomas simbolis, o) penktu numeriu j[dedamep._

e Taip tesdami, gauname tokius Zodybdr uzkoduota pranesSim@:

D C
1 o 0 o
2 1 0 <
3 _ 0 _
4 o1 1 4
5 _o 3 o
6 7 0 j
7 0j 1 g
8 oi_ 4
9 oo 8 o
10 jo 6 o
11 ¢ 2
12 ojo 7 o

2

Paskutireje C' poroje rera simbolio, nes bagsgi tekstas.

Matome, kad Siame pavyzdyje uzkoduotas praneSithasra trumpesnis uz pradinj praneSima
S. Taip yra @l to, kad pavyzdys labai trumpas. Jei jis buty ilgesmidziai Zodyne gautysi
ilgesni, ir pakeite juos jy numeriais labai sutrumpintipranesima.

Dabar ZodynaD galima iSmesti, kad neuzimty vietos, ir laikyti tik uZkaddg praneSima
C. Jj dekoduosime taip. Zodynds vel tu¥ias.

e Imame pirma porg0, o) i C. Einamajj Zodj gauname taipd-inj Zodyno Zodj (t.y.
tu&ia zodj) jungiame su raide gauname zodj, kurj ir prijungiame prie konstruojamo
praneSimaS bei [dedame | Zodyna pirmu numeriu. Lygiai ta pat] padae su(0,3) ir
(0,_). Po Siuy operacijip = oi_ir D turi 3 ZodZius:o, i ir _.

e Tada imame porél, i), taigi, pirma Zodymo Zodj (t.yo) jungiame su raideé, gauname
Zodjoi, kurj ir prijungiame prie konstruojamo pranesiridei jdedame | Zodyna ketvirtu
numeriu.

e Taip tesdami, gauname ta patj Zodyhakaip ir uzkoduodami, ir tuo @au dekoduojame
uzkoduota praneSima.

Pastabos. 1. Praktikoje Zodyno augima reikia apriboti. Paprastza ra2'¢ zodziy.

76



2. Praktikoje naudojami jvair us Sio algoritmo pageraiinpavyzdziui, galima pradzioje
imti ne tu€ia Zodyna, o jau su @ais ilgio 1 ZodZiais.

Pabaigai dar kelios pastabos apie duomeny spaudimaiolldrielejome tik apiespau-
dima be informacijos praradimd.y. pradinis praneSimas gali b uti pilnai atgamintaszkou
duoto praneSimo. Bet norint suspausti skaitmeninius wsizdarsa ar video signala, gali b uti
prasminga kalbti apiespaudima, prarandantj informacijaes Si informacija paprastai skirta
Zmogui, ir galb ut ne visos pradinio praneSimo @stgra b utinos ar net apskritai pajuntamos.

Vaizdams ir garsui suspausti be informacijos praradimmtabs sgjamosios (prediktyvi-
nes) schemos. UZkodavimogj tokia: remiantis iki Siol gautais duomenimis, numakytids
duomenuy porcijos, pavyzdziui, vaizdo tasSko ar garso sntieikSme, ir uzkoduoti skirtuma tarp
to spejimo ir tikros reikSnés. Skirtumai paprastai b una mazi&iata gerai veikia Hafmano
kodavimas, mazas reikSmes uzkoduojantis trumpais Zedfe&koduojant daroma taip: norint
gauti tikra reikSme, lygiai taip pat numatoma kita reik§nr pridedamas dekoduotas skirtu-
mas. PavyzdzZiui, pats paptésusias numatymo b udas — tarti, kad kita red&dms lygiai
tokia pati, kaip ir pries tai buvusi. Gana gerai tinka spiapaprastai kompiuterinei grafikai ar
juodai—baltam faksui. O neprarandantis informacijos JRE&dyY spaudimas numatymui nau-
doja aplinkiniy tasky tiesines funkcijas, pavyzdziuigna iS naudojamy tiesiniy funkcijy yra
tokia: numatoma, kad spalvos reik8i ; vaizdo taskei, j) bus lygil; 1 j+1; j—1—1i—1 1.
PanaSios schemos gerai veikia ir garsui, ir video signalui.

Bet vaizdui ir garsui suspausti daznai uztenka kodavimargmdatio informacija. 18 tik-
ro, iki Siol mes daeme prielaida, kad pradinis praneSimas yra skaitmeniaiodglo ir turi
b uti perduotas be informacijos praradimo. Vaizdui ir giags prielaida ne visada tinka, nes
pradinis praneSimas gali b uti analoginis, arba kad itreleiinis, bet su didesne rezoliucija,
negu mums reikia, pavyzdziui, 16 bity garsas kalbai fiagykiais atvejais pirmas spaudimo
Zingsnis b uty sumazinti reikSmiy, kurias gali jgygktienas pradinio praneSimo taskas, skai-
Ciy — tai vadinam&vantavimu Pavyzdziui, sumazinti 24 bity spalvas iki 8 bity, t.ysankti
256 spalvas i824. Praktikoje taikomi metodai suskaido pradinj pranesjmalis, pavyzdziui,
garsas gali b'uti skaidomas | dazniy juostas, vaizdasrySkuma ir spalva. Tada kiekviena
dalis kvantuojama atskirai, atsizvelgiant j jvairiugtiarius, pavyzdZziui, | Zmogaus galimybes
pajausti ta dalj. Tai leidZia geriau suspausti, pasiog@amd, pavyzdziui, tuo, kad Zmoniu kalbai
jraSyti dazniai, aukStesni nei 7 KHz, yra neb utini, ardd kmogaus akis nepastebi mazy spal-
vos pasikeitimy, o tik rySkumo, ir pan. JPEG ir MPEG naudofdus spaudimo b udus vaizdui
ir garsui.

4.4 Klaidas taisantys kodai

Panagrigkime tokia schema. Mes turime kazkokj praneSima norime jj kam nors perduoti.
Perduodant praneSima, galimas jo iSkraipymas. Tai ggbavaizduoti grafiskai Sitaip:

m kanalas m’

triukSmas
(iSkraipymai)

e



PraneSimasn perduodamas rysio kanalu, kuriame jj gali iSkraipyti kBmas. 13 kanalo
iSeina pranesSimas/, kuris gali skirtis nuan (m’ # m).

Pavyzdys. Kanaluy pavyzdziai:
e Telefono linija. Informacija gali b uti iSkraipytabtriukSmo.
¢ Kosminis zondas siuiia Marso nuotraukas j Zeme.

e Lastebs dalijimasis, kurio metu motings lastats DNR perduoda informacija dukte-
rines lasteds DNR (perduodama informacija gali b uti iSkraipy&h mdiacijos, ir tada
jvyksta mutacija).

e Kietas diskas: informacija | jj uzZraSoma, o po kurio laioskaitoma. Per ta laika jinai
gakjo b uti iSkraipyta @l Siluminio triukSmo, radiacijos ir pan.)

Norime, kad i$ kanalo gautas praneSimasb uty lygus pradiniam praneSimui su kuo di-
desne tikimybe. Kaip tai padaryti ? Vienas kelias b utyngjekanalo charakteristikas, bet
jis reikalauja daugdsu. Klaidas taisantys kodai yra kitas sprendimas: prim&anala toki,
koks jis yra, bet perduodami juo informacija, naudojanra té&rus metodus, padedéins ap-
tikti ir iStaisyti kanalo padarytas klaidas. Tai yra, préimeasm prie$ siuiant | kanala yra
uzkoduojamas, o gavus uzkoduota praneSima i$ kanalgrgislekoduojamas. Schema b uty
tokia:

/
triukSmas
Laikysime, kadm yra dvinaris (binarinis) vektoriugmy, mo, ..., my), t.y. dvinagés ateceles

A = {0, 1} vektorius. Paprastai mes jj raSysime kaip ilgidodjmims - - - my. Pries siysdami
| kanala, jj uzkoduojame dvinariu ilgia ZodZiuz, pridedami papildomos informacijos, kuri
leis aptikti ir iStaisyti klaidas. Taigi, Zodis paprastai buna ilgesnis neguy t.y. n > k.
ISejes IS kanalo galbut iSkraipytas uzkoduotas Zgdysa dekoduojamas, ir randamas Zodis
m’. Naudojant gerus kodavimo b'udus, tikiraykadm' # m, labai sumadja, bet uztat iSauga
simboliy kiekis, kurj reikia persiysti kanalu.

Kanala sumodeliuoti matematiSkai galima jvairiais disdMes naudosime viena papras-
Ciausiy modeliy, vadinamdvinariu simetriniu kanalwsu klaidos tikimybep. Laikysime, kad
| kanala siugiami simboliai iS abeles.A = {0,1}, i$ kanalo iSeina irgi tos [#éos ateceles
simboliai, o kiekvieno simbolio iSkraipymo tikimygbyrap, 0 < p < 0.5. Grafiskai §j kanalo
modelj galima pavaizduoti taip:

1 e 1_p > e ]
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Matome, kad j kanala gali jeiti simbolidiir 1, iSeina irgio ir 1, simbolis0 iSlieka0 su tikimybe
1 — pirkeiCiasi |1 su tikimybep, analogiSkai ir simbolid.

Apibr eZimas. (Klaidas taisafiu) kodavimuvadinsime injektyvy atvaizdj: A* — A™. Aibé
C = c(AF) = {c¢(m) : m € A*} C A" vadinama(klaidas taisaéiu) kodu KodoC vektoriai
vadinamikodo ZodZiais Santykisk = k/n vadinamaskodo koeficientu

Kodo koeficientas parodo, kuri | kanala pasiysty simpdhlis yra naudinga informacija, o
kuri tik prideta klaidy aptikimui ir iStaisymui. Kuo jis didesnis, tuertau, nes tuo didegn
informacijos dalis yra persidiama.

Pavyzdys. (Pakartojimo kodas) Teguk = 1, n = 3. Taigi, praneSima dalijame | ilgid
ZodZius, ir kiekviena tokj Zodj uzkoduojame ilgdczodZiu taip:c(0) = 000, ¢(1) = 111. Tada
kodas

C = {000,111} c {0,1}* = {000,001, 010,011, 100,101,110, 111},

ir kodo koeficientag? = 1/3. 0

Taigi, visa informacija, kuria norime iSsiusti, skaide | % ilgio dvinarius vektorius (blo-
kus) m, kiekviena bloka uzkoduojameilgio kodo Zodziuzx (t.y. dvinariu vektoriumi i$ kodo
C) ir siunciame | kanala. 1S kanalo gauname iSkraipyta vektgrilguris gali nebepriklausyti
kodui C, ty. y yra bet kuris vektorius iS aés .A™. Dekoduojame, vektoriuiy priskirda-
mi vektoriym’ € A*. Dekodavimas paprastai vykdomas dviem etapais: pirnaauskto-
riui y priskiriame kodo Zodji’ € C, o tada pasinaudojame kodavimatvirkstine funkcija
¢ 1:C — AF, kad ZodZiuir' € C priskirtumem’ € A*. Pirmame etape naudojama funkcija
f+ A" — C vadinamadekodavimo taisykle

Pavyzdys. Imkime ta patj pakartojimo koda. Dekodavimasegalb uti toks: kokiy simboliy
gautame Zodyje daugiau, tokiu simboliu ir dekoduojameypd&iui, jeiy = 101, tai jj deko-
duojamel, nes vektoriujey yra du vienetai ir tik vienas nulis. Kitaip sakant, jei agbrume
atstuma tarp dviejy vektoriy kaip skaj koordin&iy, kuriose jie skiriasi, tai dekoduotume im-
dami artimiausia (matuojant tuo atstumu) kodo Zodj, dlat&mdami praneSima, atitinkantj ta
kodo Zodj. Pvz, atstumas tatp1 ir 000 yra du, tarpl01 ir 111 yra vienas, tai pasirenkame
111, nes jis atiau 101, nei000, ir dekoduojamd, nes jis atitinkal 11. O

Pavyzdyje jvesta atstuma ir dekodavimo proced uliengaprasSyti formaliai.

Apibr ezimas. Hemingo (R.W. Hammingpatstumu(arba tiesiogatstumuy tarp dvieju vekto-
ny o = (z1,29,...,2,) € A% ir y = (y1,92,...,9yn) € A", Zymimud(z,y), vadinsime
koordinaciy, kuriose jie skiriasi, skaiciu:

dlz,y) =|{i:1<i<n, x; #yi}l

Apibr ezimas. Minimalaus atstumalekodavimo taisykle vadinsime tokia dekodavimo taésykl,
/A" — C, kuri kiekvienamy € A™ priskiria arCiausiai (matuojant Hemingo atstumu)
esantj koda”' zZodjx’, t.y. priskiria tokjz’ € C, kad

d(y,z') = mind .
(y,2") min (y,2)
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Sios taisykks naudojimas grindZiamas taip. Kadangi klaidos tikimhnale yra mazesn
nei 1/2, tai klaida yra maziau titina, nei klaidos nebuvimas. Lygiai taip pat dvi klaidos
yra maziau tiketinos, nei viena, ir t.t. Taigi, didZiausia tikimgpbkad | kanala buvo iSsiystas
kodo Zodis, maziausiai tesiskiriantis nuo i$ kanalo gaatiZib, nes tokiu atveju buvo padaryta
maziausiai klaidy. Toel ir dekoduojame kodo ZodZiu, maziausiai tesiskitiamuo i$ kanalo
gauto ZodZzio.

Dekodavima naudojant minimalaus atstumo dekodavimgkkagrafiSkai galima pavaiz-
duoti taip:

Cia didysis skritulys su taskais yra ailisy vektoriy i4™, pajuodinti taskai priklauso kodui
C C A™. IS kanalo gautas vektoriusgali b uti bet kuris taSkas. PaZzi urime, kuris kodo Zodis
(pajuodintas taSkas) yrad@ausiai, juo ir dekoduojame. Pavyzdziui, pasirinkimej ks kodo
Zodj z. Tarkime, artimiausias kitas kod@ Zodis yra atstumu nuoz. Tai reiSkia, kad jeiy
yra nutoles nuac mazesniu atstumu, néi/2, tai jis tikrai bus dekoduotas ZodZziy nes Sis
kodo C' Zodis yra atiausiai. Taigi, apier galime apibeZti spindulioh /2 skritulj, ir visi jam
priklausantys taSkai bus dekoduojami to skritulio centrikkedo ZodZiuz. Pazynekimed patj
maziausia atstuma tarp bet kuriy skirtingy kad@odziy, t.y.

d= min d(z,z).

z,2€C, T#£z

Skatiusd vadinamas kodd' minimaliu atstumuTai jei apie kiekviena kodo Zod| ap&gime
spinduliod/2 skritulj, skritulyje esantys taSkai bus dekoduojami &Kid centru.

Tarkime, | kanala pasiuate zZodjz, ir kanale jame buvo padarytaklaidy. 1S kanalo
iejo vektoriusy, esantis atstuménuoz. Jeit < d/2, taiy priklausys ZodZior skrituliui,
todel dekuoduosime ZodZiy, t.y. iStaisysime kanalo padarytas klaidas.tJeid/2, taiy gali
atsidurti jau kito kodo Zodzio skritulyje, ir tokiu atvejw$ dekoduotas neteisingai.

Apibr eZzimas. Jei, naudojant minimalaus atstumo dekodavimo taisyldgpduojama visada
teisingai, kai siystame Zodyje yra ne daugiau kaiklaidy, tai kodaC' vadinamet klaidy
taisartiu kodu

t klaidy taisant] koda vadinamtksliai ¢ klaidy taisagiu kody jei jis nérat + 1 klaida
taisantis kodas.

Taigi, kaip maéme, koda€” yrat klaidy taisantis kodas, jei< d/2. Del to jis yra tiksliai
t klaidy taisantis kodas, jei yra didZiausias sveikas skais, maZesnis uZ/2. Nesunku
jsitikinti, kad skatiaust iSraiSka yra tokiait = [(d — 1)/2], Cia [a] yra ska€iausa sveikoji
dalis, t.y. didZiausias sveikas skais < a. Taigi, jrodeme tokia teorema:
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Teorema. KodasC yra tiksliai [(d — 1)/2] klaidy taisantis kodas.

Todel stengiamasi sudaryti tokius kodus, kuriy minimalususesd b uty kuo didesnis, kad
kodas iStaisyty kuo daugiau klaidy.

Kartais svarbu ne tik tai, kiek klaidy kodas istaiso, badié@k ju aptinka. Kadangi | kanala
siurciame tik kodo ZodZius, tai, jei i$ kanalo iSeina ne kodo ZadiiSkia, buvo padaryta klaidy.
Todel ¢ klaidy aptinkantis kodas gali b uti aptiramas taip:

Apibr éZimas. KodaC vadiname klaidy aptinkagiu kody jei bet kuriame kodo Zodyje jvykus
ne daugiau kaig klaidy, gautas vektorius nepriklauso kodLii

t klaidy aptinkantj koda vadinanteksliai ¢ klaidy aptinkagiu kody jei jis nerat+1 klaida
aptinkantis kodas.

Jei jvyko d iSkraipymy, tai gali b uti, kad gavome kita kodo ZodgédiokodasC yra ¢ klaidy
aptinkantis kodas, jei < d. Gauname tokj rezultata:

Teorema. KodasC yra tiksliai d — 1 klaida aptinkantis kodas.
Panagriekime kelis paprasty kody pavyzdzius.

Pavyzdziai. 1. Pakartojimon karty kodas. Tai prie$ tai buvusio pavyzdzio apibendrini-
mas.Ciak = 1, on — kazkoks fiksuotas nat uralusis $kas. llgio1 Zodzius uzkoduo-
jame ilgion ZodZiais:c(0) = 00---0,¢(1) = 11---1. KodasC' = {00---0,11---1} C
{0,1}"™. Kodo koeficientag? = 1/n — labai Zemas, uZtat kodas, kaip matysime, iStaiso
ir aptinka daug klaidy. Labai paprasta rasti Sio kodo malipatstuma — iSkart mato-
me, kadd = n. Taigi, tai tiksliai [(n — 1)/2] klaidy taisantis ir tiksliain — 1 klaida
aptinkantis kodas. Dekodavimas vyksta taip: gave i$ kawektoriyy, suskatiuojame,
ko daugiau jame yra — nuliy ar vienety, tuo ir dekoduojame.n lyginis, gali gautis
taip, kad vienety ir nuliy bus po lygiai. Tokiam atvejuritue jsivesti kazkokia atskira
taisykle, pavyzdziui, atsitiktinai pasirinkiar 1, arba visada dekodudii ir pan.

2. Kontrolinio simbolio kodas.Kartais svarbu ne iStaisyti klaidas, o labai nesunkiai jas
aptikti. Sis kodas tam ir skirtas. Pranesima= (my,mo,...,m;,) uzkoduojame, pri-
jungdami viena papildoma simbatj. , ;, vadinamgkontroliniu simboliy t.y. uzkoduotas
praneSimas = (my,ma, ..., my, xr1). Taigi, Ciak yra kazkoks fiksuotas nat uralusis
skatius, on = k + 1. Kontrolinis simbolis apsk&iuojamas taip, kad uzkoduotame
vektoriuje gautysi lyginis vienety skaiis. Pavyzdziui, jein = 1001, taix = 10010, o
jeim = 1011, taiz = 10111. KodasC' yra sudarytas i$ visy ilgia dvinariy vektoriy,
turinCiy lyginj vienety skatiy. Kodo koeficientad? = k/(k + 1) yra labai aukstas,
artimas vienetui, uztat kodas, kaip matysime, klaidy ivigdaiso, ir aptinka tik viena
klaida. Minimalus atstumas irgi nesunkiai randamas —dtai 2. IS tikro, atstumas tarp
kodo Zodziy000--- 0 ir 110---0 yra2, ir jokie du kodo ZodZiai ara nutole atstumu
vienas nuo kito (jei taip b uty, viename i$ ju vienetui&@ka b uty nelyginis). Tad Sis
kodas taisd(d — 1)/2] = 0 klaidy, ir aptinkad — 1 = 1 klaida. Tai yra, jei padaryta
viena klaida, tai kodas b utinai ja aptiks, o jei daugiaugali ir nebeaptikti. Bet gali
ir aptikti. Pavyzdziui, Sis kodas aptiks, kad padarytaddaijei ju skatius nelyginis.
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Dekoduodami tiesiog patikriname, ar vienety skas gautame vektoriuje lyginis. Jei
taip, tai dekoduotas vektorius bus gautas, atmetus pagkltiordinate. Jei ne, reiSkia,
buvo klaidy. Teks papraSyti persiysti i$ naujo.

. Knyguy numeracijos sistema ISBMi praktikoje taikomo kontrolinio simbolio kodo pa-
vyzdys. Kiekviena Siais laikais iSleidZziama knyga turi I$Bnternational Standard Bo-
ok Number) numerj, sudaryta i$ deSimties deSimtainajtekeny. Pavyzdziui, V.St&ko
knygues “Informacijos kodavimas” ISBN numeris yra 9986-19-183-Pirmi devyni
skaitmenysuy, as, . . . , ag rodo Salj, kurioje iSleista knyga, leidykla ir knygos nerj o
deSimtasi g yra kontrolinis, apsk&iuojamas pagal tokia formule:

9
alp = Zz’ai mod 11.
i=1

(t.y. apskatiuojame suma, daliname ja i3 ir imame liekana). Dalinant iS 11, liekana
gali gautis10. Tokiu atveju kontrolinis simbolig;y Zymimas ZenkluX. Taigi, k = 9,

n = 10, R = 9/10. Sis kodas klaidy netaiso, bet aptinka pavienes klaidasiéjy greta
stovirgiy simboliy sukeitima vietomis (tai daZzniausiai pa#iartios klaidos raSant kny-
gos ISBN numerj). Dekodavimas yra lygiai toks pat, kaipdd&vimas: apskéiuojame
ta p&ia liekana ir palyginame suqg. Jei nelygu, reiSkia, jvyko klaida, reikia prasyti
atsiysti ISBN numerj i$ naujo.

. Lietuvos pilieCiy asmens kodakiekvienas Lietuvos pilietis turi savo asmens koda,
kuriame irgi naudojamas kontrolinis simbolis. Asmens kettakt ura:

LY1Yos M1 MsD1 Dy X1 X5 X3 K,
kur

L — Iytis. Lietuviai turi 6 Iytis:
1 — vyras, gimes XIX amZiuje,
2 — moteris, gimusi XIX amZiuje,
3 — vyras, gimes XX amzZiuje,
4 — moteris, gimusi XX amzZiuje,
5 — vyras, gimes XX| amZiuje,
6 — moteris, gimusi XXI amZiuje.
Y1Ys M My Dy Dy — gimimo data:
Y1Ys — metai Simtmetyje,
M M5 — menuo,
DDy —diena.
X, X5 X3 — eiles numeris tarp ta diena gimusiujy, priskiriamas Gywgiregistro.
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K — kontrolinis skatius, apskdiiuojamas dauginant kiekviena asmens kodo skait-
menj iS svorio koeficiento ir sumuojant:

S = L1+Y12—|—Y23—|—M14—|—M25—|—D16—|—D27—|—X18—|—X29—|—X31

Sumas dalinama i$ 11, ir jei liekana nelydio, ji yra asmens kodo kontrolinis
skatius.

Jei liekana lygil 0, tuomet skaiiuojama nauja suma su tokiais svorio koeficientais:

Dar karta daliname i8 11, ir jei liekana nelytfd, ji yra asmens kodo kontrolinis
skatius. Jei el liekana yral0, kontrolinis skatius imamas lygiw.

5. Hemingo kodas.Yra iStisa Seima dvinariy Hemingo kody. Mes nagsime tik vie-

na is jy, kurio parametrai yra tokiek = 4, n = 7, R = 4/7. PraneSiman =
(mq, mg, mg, my) Uzkoduojame zZodZiw = (my,ma, ms3, my, x5, xg, x7). UZkodavi-
ma galima pavaizduoti grafiSkai taip. SuraSome Siuos sepsymbolius | susikertaius
skritulius:

NAY

Simboliaizs, z¢, z7 parenkami taip, kad kiekviename skritulyje eSarvienety skdiius
b uty lyginis. PavyzdZiui, jei = (1,0,0,0), taiz = (1,0,0,0,1,0,1), nes:
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VAV,

Dekoduojame tokiu b udu. Parodysime, kad Sis kodas viStalad paviene klaida. Tar-
kime, klaida jvyko pozicijoje, kuri priklauso tik vienankistuliui, pavyzdZiui, pozicijoje
x5. Dekoduodami patikriname, kuriuose skrituliuose vierskatius yra nelyginis. Ma-
tome, kad virSutiniame skritulyje jis nelyginis, kituose hyginis. Padarome iSvada, kad
klaida jvyko pozicijoje, kuri priklauso virSutiniam skuiliui ir nepriklauso kitiems skritu-
liams. Tokia pozicijaéra tik viena, ir tai b utents, galime iStaisyti joje padaryta klaida.
Lygiai taip pat vienareikSmiskai nustatome klaidos pgaidiei klaida padaryta simbo-
lyje, priklausiartiame lygiai dviems i$ triju skrituliy, pavyzdziuin, (randame, kad
vienety skatius nelyginis virSutiniame ir deSiniajame skrituliuose nusprendziame,
kad klaida padaryta pozicijoje, kuri priklauso Siems dvéesirituliams, ir nepriklauso
treCiajam), ir jei klaida padaryta simbolyje, priklaugsame visiems trims skrituliams.
Taigi, kad ir kur b'uty padaryta klaida, mes galime rastpozicija ir ja iStaisyti.

Bet dviejy klaidy kodas jau nebeiStaiso. Pavyzdziuikitae, klaidos jvyko pozicijo-
semy ir 7. Tada vienety skaius nelyginis pasidarys tik deSiniajame skritulyjel d
to iStaisysimers: dekoduodami ne tik neiStaisysime klaidy, bet dar daugigvelsime.
Zodziu, $is kodas yra tiksliai viena klaida taisantis &sdlr tiksliai 2 klaidas aptinkantis,
nes padarius dvi klaidas, butinai kuriame nors skrituligeety skaius pasidarys ne-
lyginis, i$ ko ir nuspresime, kad jvyko klaida, o jvykuss klaidoms, vienety skéius
visuose skrituliuose gali islikti lyginis, ir klaidy gatie nepasteiti (taip bus, pavyzdZziui,
jei klaidos jvyksmy, z5 ir z7 pozicijose).

Tai mums leidZia rasti dar viena kodo parametra: minimdio kodo atstumasg = 3.
Baigiamosios pastabos.Daviau tik maziukus pavyzdukus ir @@ teorijos pradzia, o i$
tikro klaidas taisa@iy kody teorija yra didZid ir Siuo metu sp&iai besivystanti. Tai viena i$

keliy matematikos stiy, kur naujausios matemadis teorijos turi tiesioginj praktinj pritaiky-
ma. Ir atvirkEiai, tai pavyzdys, kaip i$ praktinio uzdavinio iSsivygirazi matematmm teorija.
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4.5 Kriptografija

Isivaizduokite tokia situacija: du asmenys — A ir B (vakiime juos Algiu ir Birute) — nori
pasikeisti slapta informacija, o ttias asmuo Z (Zigmas) nori ja suzinoti. Kad Zigmas jos nesu-
Zinoty, perduodama informacija yra Sifruojan®ifravimas— tai duomeny kodavimas, norint
paskpti ju turinj. UZzSifruotas praneSimas vadinargidsu. Kriptografija yra mokslas, kuriantis

ir nagrirgjantis jvairias Sifravimo sistemas, dar vadinarkagtosistemomisrbasifrais.

[vairios kriptosistemos naudojamos jau nuo antikosuai#au migjau Cezario Sifra, kai
lotyny akeceles raiéd uzSifruojama raide, eséa trimis pozicijomis abaleje toliau, t.y. raié
A uZSifruojama raide D, ra@B - raide E, ir t.t. Tokios paprastos kriptosistemos pasizyo,
kad norint iSsaugoti praneSimo slaptuma, reikigpsl patj Sifravimo algoritma. Kai Zigmas
algoritma suzinos, reés galvoti kita algoritma. Geriau buty, jei Sifravimigamitmas tuety
parametra, vadinanraktu, kurj ir reikéty septi. Jei Zigmas jj suzinos, pakeisime jj kitu raktu,
ir Zigmas \el negaés deSifruoti m usy praneSimy, nors ir naudosime talgatitma.

Paprasiausias Sifravimo su raktu pavyzdys — tai pagerintas GeXadas: perstumkime
raides ne per tris pozicijas, 0 per kintama pozicijy ékaipriklausantj nuo rakto. Tarkime,
raktas yra Zodigaib e, jo raides yra atitinkamai 1-oji, 13-0ji, 3-ioji ir 9-0ji lietuvids aleceles
raides. Noedami uZSifruoti praneSima, pirma jo raide perstumigereviena pozicija, antra per
trylika, treCia per tris, ketvirta per devynias, penktal per viena ir t.t. Nors Zigmas ir Zinoty,
kad Algis ir Birute naudoja tokj Sifravimo algoritma, restamas deSifruoti, taty kazkokiu
b udu suzinoti ir rakta.

Antrojo pasaulinio karo metu tokios r usies Sifravimo atgwai, tik, aiSku, Zymiai suée-
tingesni, ir buvo naudojami (garsiausias jy pavyzdys yikieciy ENIGMA). Buvo kuriamos
sucktingos masinos, norint deSifruoti prieSininko prane&@nilos masinos ir tapo Siuolaikiniy
kompiuteriy pradininkmis.

Tokios kriptosistemos iSsivyesi tokias dabar plai naudojamas kriptosistemas, kaip DES,
IDEA ir kt. Jos vadinamoslapto raktokriptosistemomis. Jos pasizymi tuo, kad ir Sifravimui,
ir deSifravimui naudojamas tas pats raktas (kugs$ t turi b uti slaptas, nes jei Zigmas jj
suzinoty, irgi gadty desifruoti Algio Birutei siudiamus praneSimus). Geriausiai Zinoma slap
tojo rakto kriptosistema yra DES. Sifruojant Sia kriptésisa, pranesimo simboliai yra daug
karty ketiami vietomis, suddirejami tarpusavyje ir su rakto simboliais, ir pan. Takaht
kompiuteriams, Si sistema darosi jau hebe tokia sauga, atgityje pakeis naujas slapto rakto
kriptosistemy standartas, vadinamas AES.

Didziausias slaptojo rakto kriptosistemy tr ukumas grakad raktas turi b uti slaptas. Jei
slaptai bendrauti tarpusavyje nori t uk§fanzmoniy, tai kiekviena jy pora tas tueti savo
slapta rakta. Kaip tvarkyti tiek rakty, ir, dar svarhjdip jais apsikeisti, kad raktas islikty
slaptas? 1976 metais Diffie ir Hellman pasi visiSkai naujo tipo kriptosistema, kuri iSspren-
dZia Sias problemas. Tokio tipo kriptosistemos vadinameSo raktokriptosistemomis. Jos
pasizymi tuo, kad turi viena rakta Sifravimui, o kita desvimui. Raktas Sifravimui gali b u-
ti vieSas, prieinamas visiems, ir jis vadinamasSuojuraktu. Raktas deSifravimui turi b uti
slaptas, kad tik jj Zinantis gady deSifruoti pranesSima. Jis vadinanmivaciuoju raktu. Taigi,
Birute, norinti gauti Sifruotus pranesimus, susigeneruoja altympora — viesajj ir privatujj
raktus. VieSajj paskelbia visiems, ir Algis tuo BiestvieSu raktu Sifruoja praneSimus jai. Bi-
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rute, gavusi pranesSima, jj deSifruoja savo slaptu raktu.adfgilto rakto daugiau niekas nezino,
niekas kitas negali to praneSimo deSifruoti, tik Baut

Aisku, vieSo rakto kriptosistemos turi b uti tokios, kaelSdjo rakto Zinojimas neleisty rasti
privaCiojo rakto ir deSifruoti praneSimo. Paprastai vieSo radkiptosistema sudaroma, nau-
dojant funkcijaf, kurios reikSnes yra lengvai apsk&iiojamos, bet jos atvirkstas funkcijos
f~! reikdmes yra labai sunkiai apsKailojamos, nebent zinotum kai ka daugiau apie ta funk-
cija, kazkokj jos parametra. Tada praneSimasiZSifruojamas, paprégusiai apskdiuojant
f(m) reikdme, o tuedamasf(m), pradinj praneSiman = f~!(f(m)) gali apskatiuoti tik
tas, kuris Zino kazkokios papildomos slaptos informacgpg atvirksting funkcijaf —!, nes
bendru atveju jos reikSes yra labai sunkiai apslkailojamos. Ta papildoma slapta informacija
apie f~1 ir yra privatus raktas.

Geriausiai Zzinoma vieSo rakto kriptosistema yra RSA. Tranpasiaiskinkime, kokia funk-
cija jinai naudoja.

Visy pirma apibezkime Oilerio funkcijap(n) — tai skatius tokiym, 1 < m < n, kurie
yra tarpusavyje pirminiai su, t.y.

p(n) ={m:1<m < n, gcd(m,n) =1},

kur ged(m,n) yra ska€iy m ir n bendras didZiausias daliklis. Apie Oilerio funkcija mums
uzteks Zinoti tokj fakta: jep ir ¢ yra du skirtingi pirminiai skdiiai, tai¢(pq) = (p—1)(¢ —1).

Rakty parinkimas. Biruté pasirenka du skirtingus pirminius sk@is p, ¢ ir juos sudau-
gina: n = pq. Dar jinai pasirenka nat uralyjj skaj ¢, kad jis b uty tarpusavyje pirminis su
¢(n) = (p—1)(¢g—1). VieSas raktas ir bus potd, = (e,n). Privatus raktas bus toks skais
d, kaded = 1 mod ¢(n). Primenu, kadh = b mod c reiSkia, kad padalije iS ¢ gausime
ta pd&ia liekana, kaip ir padalij¢ iS c. Lengva pastedti, kad pastaroji salyga yra ekvivalenti
salygaia — b = 0 mod ¢, t.y. skirtumaa — b padalijus &, liekana bug), kitaip sakantg — b
dalinasi iSc be liekanos, o tai reiskia, kad egzistuoja sveikasistiksai toks, kada — b = ¢,
arba kitaipa = b + tc.

Tokj skatiy d rasti galima naudojantis Euklido algoritmu dviejy skaibendram didziau-
siam dalikliui rasti, kurioCia nenagrigsime. Skdiiuy p ir ¢ daugiau nebereés, ir juos galima
iStrinti (ir netgi patartina, kad jie nepakli uty j raskaigmui).

Sifravimas. Praneimai, kuriuos bus galima siysti Birutei, yra gkainuo?2 iki n — 1.
Algis, turedamas Birwés vieSa raktge, n), uzSifruoja praneSiman tokiu b uduc = m® mod
n, 2 < ¢ < n (apskatiuoja m¢, dalija rezultata i%: ir ima liekana), ir siugia uzsifruota
praneSima: Birutei.

DeSifravimas. DeSifravimo algoritmas visiSkai toks pat kaip ir Sifravime deSifruotas
praneSimas bus gaunamas tokiu b udu= ¢* mod n.

Isitikinkime, kad deSifruotas praneSimasutampa su pradiniu praneSimu Parodykime,
kadr = m mod n. 18 pradZiy parodykime, kad = m mod p. Jeim = 0 mod p, taic =
0 mod p, tocel r = m mod p. Teguged(m,p) = 1. Zinome, kad? = (me)d = m® mod p.
Be to,ed = 1 mod ¢(n). Si salyga reiSkia, kad egzistuoja sveikasis &igait toks, kad
ed=1+tp(n) =1+t(p—1)(¢—1). |state Sia lygybe, gaunames? = m! -1 =
m(mp—l)t(q_l) mod p. Dabar galime pasinaudoti mazaja Ferma teorema, kutirajrkad
jei p — pirminis ska€ius, tai su bet kokiu sveikuoju skaimi a, kuriam ged(a,p) = 1,
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aP~! = 1 mod p. Taigi, gauname = m(mpfl)t(qfl) =m - 111 = m mod p. Lygiai taip
pat gauname, kad = m mod ¢. Todel r = m mod n. Be to, Zinome, kadn < nir r < n,
todel r = m, ka ir reikejo jrodyti.

Tarkime, jog Zigmas suzinojo, kad uzkoduotas praneSimas.ydis taip pat Zino Birds
vieSa rakta(e,n). Noredamas rasti pradinj praneSimg jis turi iSspresti tokia lygtj:m® =
cmod n. Pasirodo, tai padaryti yra labai sunku (aiSku, pakankadigeliamn). Jis gali
bandyti ir kitaip: i$ lygtiesed = 1 mod ¢(n) rasti privaty raktal. Bet¢(n) = (p — 1)(g — 1)
jis taip pat neturi. Kad géty apskaiiuoti ¢(n), jis turi i8 pradziy rastp ir g, t.y. jis turi
iSskaidytin pirminiais dauginamaisiais. Dideliemstai irgi labai sunkus uzdavinys.

Kad RSA kriptosistema b uty saugi, Bestpasirinkti pirminiai sk&iai p ir ¢ turi b uti labai
dideli, apie100—200 deSimtainiy skaitmeny. Dabar taikomi algoritmai le@greitai patikrinti,
ar tokios eies skatius yra pirminis, ar ne (tai uztrunka tik kelias minutesidr, Birutei nekils
problemy parenkantir q. O Zigmui kils, jei jis bandys skaidyti pirminiais dauginamaisiais.
Gi n bus sudarytas i$ apiz00—400 skaitmeny, o dabartiniai algoritmai tokios &sl skagiui
iSskaidyti sugaisty Simtus metu.

Pavyzdys. Rakty parinkimas.Visy pirma turime parinkti raktus. Be abejo, mes negalime
pasirinkti tokiy dideliy skaiiy p ir ¢, kokie tuety b uti i$ tikryju, bet tam, kad pamatytume,
kaip vaikia RSA, uzteks ir nedideliy skaw. Imkime, pavyzdzivip = 7, ¢ = 11. Tada

n = 77. Dabar reikia pasirinkie, tarpusavyje pirminj se(n) = (p—1)(¢—1) = 6-10 = 60.
Imkime, pavyzdZiuie = 13. Taigi, vieSas raktas bus pof&3, 77). Privatus raktas bus toks
kaded = 1 mod ¢(n), t.y. 13d = 1 mod 60. Galite nesunkiai patikrinti, kad = 37 (iS tikro,

ed =13-37 =481 =1+ 8- 60).

Sifravimas. Tarkime, kaZkas nori mums perduoti pranesima= 2. Jisai uZsifruoja 3j
pranedima, pasinaudodamas musy viedu raktu= 8192 = 30 mod 77 (dalija 2! i3 77 ir
ima liekana). UZSifruotas praneSimas- 30.

Desifravimas Kad desifruotume pranedima, mums reikia apsikati 303 mod 77. Pasi-
naudosime modulio savybe: j@ = b’ mod cir a”” = V" mod ¢, taia’a” = b'd” mod c. Taigi,
jei ' = b’ mod ¢, tai a’?> = ¥? mod ¢. Gauname tokia sk&iavimy moduliu77 seka:

30 = 30

302 = 900 =53

30° = 532 =2809 =37
308 = 372 =1369=60
30 = 60% = 3600 =58
3032 = 582 = 3364 = 53.

Taigi,
30%7 = 3032 .30%-30' =53-37-30 = 1961 - 30 = 36 - 30 = 1080 = 2 mod 77.

Gavome praneSima, kuris ir buvo uZSifruotas.
Zigmas.Ka gali padaryti Zigmas? Jei jam pasiseka gauti uzSirpoapeSima = 30, jisai
turi rasti tokjm, kadm' = 30 mod 77. Siuo metu Bra Zinoma metody, kurie buty Zymiai
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greitesni uz paprésausia galimy reikSmiy perrinkima. Taigi, Zigmas dgty visusm nuo 2
iki n — 1 jstatyti ir tikrinti, ar jie tenkina lygybe. Kai labai didelis, jis uzgaisty tam labai ilgai.
Kitas kelias, kurj gali bandyti Zigmas: iSskaidyti= 77. Kaip maéme, dideliems. tai

irgi uzima labai daug laiko. O

Elektroninis paraSas. Kartais svarbu ne praneSimo slaptumas, o jo tapatumas.u Toki
atveju naudojamaslektroninis paraSagdar vadinamaskaitmeniniu paradu

Tarkime, Algis siuia praneSima Birutei. Prie siGiamo praneSimo pridedamas kazkoks
duomenuy kiekis, kuris vadinamas elektroniniu parasuai Jdigtikrina, kad praneSima tikrai
pasiuné Algis, o ne koks nors kitas asmuo, ir kad praneSimas pakelhuvo Zigmo pakeistas.

Turint vieSo rakto kriptosistema, galima sudaryti elekinio paraSo schema. Imkime,
pavyzdZiui, RSA.

Algis turi savo vieSa raktd(, = (e,n) ir privaty K,, = d. Jisai nori pasiysti praneSima
m Birutei. Prie$S siusdamas jis jj uzSifruoja savo péinaraktu (pasiraso), t.y. apskaioja
¢ = m®?mod n, ir siurgia Birutei abu — ir pranesiman, ir elektroninj parasa. Birute,
noredama jsitikinti, kad praneSima atsiung tikrai Algis, deSifruojac pasinaudodama Algio
vieSu raktu, t.y. apskéiuojar = ¢® mod n, ir patikrina, arr = m. Jei taip, tai tikrai siuré
Algis, nes tik jis Zino savo privaty rakig todel tik jis gakjo apskaiuoti ¢ = m? mod n.

Be abejo, galima derinti pasiraSyma su Sifravimu: Algi$ gasiraSyti praneSima savo
privaCiu raktu ir uzSifruoti jj Birues vieSu raktu. Taip bus ir iSsaugotas praneSimo slaptumas,
ir uztikrintas jo tapatumas.
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5 skyrius

Algoritmai ir jy sud etingumas

5.1 Algoritmai

Norsalgoritmosavoka paprastai sieja su programomis bei kompiuteriais, Sis Zodis jau yra Zzinomas
daugiau kaip tukstantj mety. Jis kiles i§ Zymaus Ryty mokslininko Abu Ja’far Mohammed ibn
Mdsa al-Khowéarizmi (783—-850) vardo. XIl amzZiuje Europoje pasiréi mokslininko traktato
apie aritmetika vertimas i$ arabu j lotynu kalba, kuris vadinosi “Dixit algorizmi” (“Al Chorezmis
pasalk”). Kadangi Siame traktate buvo aprasomi veiksmai sucskiai pozicirgje skatiavimo
sistemoje (pavydziui, sudis stulpeliu), tai Sie veiksmai, @liau ir kitos jvairios proced uros buvo
prackta vadinti algoritmais. Viena i$ tokiy proced ury, kuri tebenaudojama iki Siol dviejy sveiky
skatiy bendram didziausiam dalikliui rasti, dar apie 300 m. p.m.e. apraSe Euklidas.
“Algoritmas” yra pirmire matematikos bei informatikos savoka, panaSiai kaip savokos “skai-
Cius”, “aibe” ir kitos. Neformaliai (intuityviai) algoritma galima apibzti kaip objekta, turintj Sias
savybes:

(1) ProgramiSkumasTai reiSkia, kad algoritmas suprantamas kaip baigtinis taisykliu arba ko-
mandu rinkinys (dar vadinamas programa), nusakantis kaip vienus objektus (duomenis),
atlikus baigtinj skatiy nesuétingu operaciju perdirbti j kitus objektus (rezultatus).

(2) DiskretumasTai reiSkia, kad algoritmas ap#atia nuosekly duomenuy apdorojimo (skat
vimo) procesa, suskirstyta  atskirus etapus (zingsnius).

(3) DeterminuotumasPaprastai reikalaujama, kad po kiekvieno zingsnio b uty vienareikSmiskai
apibreztas kitas zingsnis arba b uty nurodyta, jogtskaimo procesas pasiba&gTeorirems
reikmems kartais naudojami ir nedeterminuoti algoritmai, leidziantys keleta galimuy kito
Zingsnio pasirinkimo varianty.

(4) Zingsniy elementarumas (lokalumas)Taisyke, nusakanti kaip pakeisti duomenis per
1 Zingsnj turi b'uti paprasta ir lokali (nezymiai pakanti duomenis). Pavyzdziui, algorit-
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mas negali tuti tokios komandos kaip “Dabar jrodykite DidZiaja Ferma Teorema laipsnio
rodikliui n = 73".

(5) MasiSkumas Tai reiSkia, kad algoritmas tety b'uti pritaikomas jvairiems duomenims i$
tam tikros leistiny pradiniy duomeny @ (paprastai begaks), o algoritmo darbo rezulta-
tai taip pat priklauso apilZtai leistiny rezultaty aibei. Pavyzdziui, taisyKhorint sucbti
du ska€ius 2 ir 3 reikia uzraSyti, kad atsakymas lygus ®ra laikoma algoritmu, nes jos
negalima pritaikyti norint sugti du bet kokius sveikuosius skais. Paprastai algoritmuose
duomenys ir rezultatai b ukanstruktyv us objektakonstruktyviu objektu vadiname baig-
tinj objekta, turintj diskréia strukt ura ir viding koordiga) sistema. PavyzdZiui, sveikasis
skatius uzraSytas pozioaje skatiavimo sistemoje yra konstruktyvus objektas. Tuo tarpu
baigtine aile kaipo tokia dar ara konstruktyvus objektas. Ji tampa konstruktyviu objektu,
tik jvedus kokia nors tvarka tarp jos elementu.

Prie auksgiau iSvardinty savybiy daznai dar yra pridedasmiltatyvumeaavyle, reikalaujanti,
kad algoritmas po baigtinio Zingsniy sk&ius sustoty ir iSduoty kokj nors rezultataciga algo-
ritmy teorijoje paprastai nag@jami ir tie algoritmai, kurie kai kuriems pradiniams duomenims
gali dirbti be galo arba jiems sustojus rezultatas b una nedpaist Tokie algoritmai realizuoja ne
visur apibeZztas funkcijas. Dabar pateiksime algoritmy pavyzdziy.

Pavyzdys 5.1.1.Turime sutvarkyta objekty (pvz., skai) saraSad = {a; < ag < -+ < ap}
ilgio n. Jame reikia rasti duota objektaarba nustatyti, kad tokio objekto sara®a t.y. apskai-
Ciuoti funkcija

i, da; = x,

0, a;#xVi=1,...,n.

Naudosimebinariosios paieSkoalgoritma, kurio i@ja yra saraSa nuosekliai dalinti pusiau ir

lyginti objektax su viduriniu saraso objektu tam, kad nustatyti, kuriame i$ dvieju gauty perpus
trumpesniy sarasu reikia testi paieska.

label A, x) = {

function label= binary_searcfA, x)

1:=1;5 :=mn;
while i # j do
begin

m = [(i +7)/2];
if x = a,, then beginlabel:= m; return; end
elseifx > a,, theni :=m + 1 elsej := m;
end
if £ = q; then label= i elselabel= 0;
return
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Nesunku jsitikinti, kad Sis algoritmas atlikes ne daugiau kaipg »n Zingsniu (kurc yra nedi-
dele konstanta) sustos ir iSduos atsakyma (rezultata) label. Taigi, @isgdmas (Zr. skyrelj 4.5)
bus Qlogn).

Pavyzdys 5.1.2.Turime grafaGG = (V, E), turintj n vir§ uniy irn briauny. Reikia nustatyti, ar Sis
grafas yra Hamiltono grafas, t.y. ar egzistuoja ciklgprasidedantis bet kurioje grafo vir&jm
pereinantis lygiai po 1 karta per kiekviena kita grafo vir§ une ir griZtantis | pradine virS une. Taigi,
konstruosime algoritma, apskaiojantj funkcija

YES, jeigrafeG = (V, E) egzistuoja Hamiltono ciklas

HAMILTON (V. E) = { NO, prieSingu atveju.

Naudosimepilno perrinkimoalgoritma, kurio i&ja yra proced uros generate_all_permutations
pagalba generuoti skai) 123 . . . n visus galimus kliniusiyis . . . 4, ir naudojant proced ura verify
tikrinti ar virS uniy sekay, , v;,, ..., v;, grafeG sudaro Hamiltono cikla tol, kol rasime pirmajj
tokj cikla arba perrinksime visusekinius ir jsitikinsime, kad tokio ciklo duotajame grafena.

function HAMILTON = pilnas_perrinkimad/, E)
n := sizgV);
DERINIAI := generate_all_permutatiops);
nfact := size(DERINIAI);
HAMILTON := NO;
for i := 1 to nfact do
if verify(DERINIAI(4)) then HAMILTON := YES;
return

Koks Sio algoritmo suetingumas? Visy galimyétiniy generavimui reiks Qn - n!) Zingsniy
(pabandykite patys sukonstruoti algoritma, generuojantj visus skirtinglisids; tai gana jdo-
mus uzdavinys). Kiekvienodtinio patikrinimui proced ura verify atliks (@?) Zingsniy (reikes
patikrinti ar aiteje £ yra visos cikloC' = v;, vi,,...,v;, briaunos(v;,,vi,), ..., (vi,_,,vi,),
(vi,,vi; ). Gauname bendra setihnguma @n? - n!). Pavyzdziui, nedideliam grafui tusiam 10
vir§ uniy Sis algoritmas tess atlikti apie 3,6 mird. Zingsniy (laikant, kad konstaataeinanti |
Zzymejima “O” yra lygi 10).

Trumpa Hamiltono ciklo egzistavimo uzdavinio analimdo, kad Sis uzdavinys teoriSkai yra
paprastas (nesunku sukonstruoti algoritmaata praktiSkai jis yra labai sunkus. AiSku, kad gra-
fams turintiems 15 ir daugiau vir§uniy adik pateiktas algoritmas jau netiks. Sis uzdavinys
demonstruoja, kad algoritmy seihgumo analie yra svarbi informatikos ir diskégosios mate-
matikos sritis.
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5.2 Determinuotos Turing’o masinos
Turing’o masina(arbal-juoste determinuota Turing’o masSin@adiname rinkinj
M =(%,Q,6,q, F),
kur:
e ¥ ={ay,...,a,} yrabaigtire aite, vadinamabécele
e Q={q0,q,---,q,} yrabaigtireb'useny aihe
e 5:Q xXY— QxXx{K,N,D} yradalire (ne visur apitgzta)pérejimuy funkcija
e ¢y € (Q— pradire busena; ir
e ' C (@ yra galutiniy b useny ab

Determinuota Turing’o masina interpretuojama kaip masina, turinti begaling juosta, suskirsty-
ta | lasteles, ir palei juosta slenk&a skaitymo bei raSymo galvute, kuri fiksuotu laiko momentu
mato viena juostos lastele ir gali perskaityti kokgades>: Zenklas ten jrasytas, vietoje jo jradyti
kita Zenkla bei pasislinkti per viena lastele | kaire arba | deSing, arba liktestmje pat vieto-
je. Aibe {K,N,D} vadinama galimy galvas postumiy aibe, ki€ atitinka postumj | kairgl)
atitinka post umj j deSing, ¥ reiSkia, kad galvig niekur nejuda.

Kadangi funkcijad yra baigtire funkcija, tai jos reikSmes galima pateikti lentele, kurios pir-
muose dviejuose stulpeliuose bus iSvardintos galimos jos dviejy argumenty @sigsSra Q ir
as € X, 0 likusiuose trijuose stulpeliuose nurodomi trys funkcijos rei&Srkomponentaj, € Q,

a; € X ir J € {K,N,D}. Tokios lentebs eilués daZnai vadinamos komandomis ir uzraSomos
pavidalu
Qi @jy — Qi Qs .

Vienas iS Turing’o masinos akeles Zenkly vadinamas tis (“blank”)ir ZzymimasB (B € X).
Jis yra skirtas tu§ioms lastedms Zyneti ir negali b uti naudojamas pradiniu duomenuy bei tarpiniu
rezultaty, su kuriais dirba Turing’o maSina kodavimui. Pradiniu laiko momentu masina visada yra
pradireje b usenojg ir mato pirma i$ kaies netusia lastele, kurioje prasideda pirmasis algoritmui
vykdyti reikalingas duomuo. Duomenys tarp saves atskiriami vienu ar daugiéy enkly ar
kitais sutartiniais abales zenklais. DeSiniau nuo paskutiniy duomenu visa jucstaizpildyta
tu&iais Zenklais. Taigi, kiekvienu laiko momentu tik baigtijuostos sritis gali tuti netugias
lasteles (kadangi po baigtinio Zingsniy skaus galvug bus pasiekusi tik baigtinj lasteliy skaj
i kaire ir | deSing nuo prades lastets). Si netuSa sritis (pradedant pirmaja i3 kas netusia
lastele ir baigiant paskutine iS de@snetu§ia lastele) dar yra vadinama reikSmine juostos dalimi.
Turing’o masina perdirba ZodZius @deleje A/{B} | kitus ZodZius toje pat aeleje. Kiek-
vienu laiko momentu Turing’o masina galima pilnai agibti nurodant jos b usena, gaksivvieta
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ir reikSmines juostos dalies turinj. Tokj momentinj Turing’o masSinos apraSa dar vadinfay ura-
cija. Taigi, Turing’o masSinos konfig uracija yra zodis pavidalo

K= ajl e ajlilqilajl e ajm,

kuris reiSkia, kad duotu momentu juostos reikSepndalyje stovi Zodisi;, ...a;, ,a;, ...a;,,,
masina yra b usenaojg , o jos skaitymo ir raSymo galvetmato Zenkla;,. Tokiu atveju masina
ieSko komandos, kurios k&jle pugje stovi poray;, aj,. Jei tokios komandosana, masina sustoja.
Tarkime, masina rado tokia komanda pavidalo

Qi @y — Qig@j, J-

Siuo atveju masina toje laskgé, kuria mato skaitymo bei radymo galepistrina Zenklau;,, vie-
toje jo jraSo Zenkla;,, atlieka judesy (j kairg, | deSing arba niekur) ir pereina j nauja b usgna
Tarkime, nagrigjamoje komandoje judesys= D. |vykdZius Sia komanda masSinos konfig uracija
pasiketia i$ konfig uracijo& | nauja konfig uracija

K = Ajy - Ay 5 Qin Ay - - - Ay

m*

Jei nauja masinos b usepayra is ailes F', masina sustoja. Jei ne, ieSko kitos komandos.

Taigi, Turing’o masSinos darba nuo pradinio momento iki sustojimo (tarkimes pagsniu)
galima pilnai apraSyti nurodant konfig uraciju sékg — K1 — --- — K, kur K, yra pra-
dine konfig uracija, d{, yra galutire konfig uracija po sustojimo. MasSinai sustojus dasbho
rezultatuvadinsime Zodj, uZraSyta netiiSse lastedse nuo sustojimo vietos iki pirmos iS kasr
(skatiuojant nuo sustojimo vietos) €i®s lasteks. Jei maSina sustoja prie ¢igs lastebs arba
visai nesustoja, jos darbo rezultata laikome neayiitor.

Tarkime, duota Turing’o masin&/ ir Zodisu € (A/{B})*. MaSinosM darbo rezultata, jai
prackjus savo darba i$ pradia konfig uracijo&’y = qou, ZymesimeM (u). JeiM (u) neapibez-
tas, zynesimeM (u) 1.

Toliau naudosime aele {0, 1, B} ir apibreSime kaip Turing’o maSina sl@iloja dalines
funkcijas f : N — N. I§ naturaliyjy skaiy sudaryta vektorim = (uq, ..., u,) juostoje vaiz-
duosime Zodziu:, sudarytu i$ sk&iy u1, ..., u, dvejetainiy kody, atskirty tdfais zenklaisB.
Sakysime, kad masin®/ skaiciuoja funkcijaf : N* — N, jei Yu € N":

(1) f(u) reikSnme apibezta tada ir tik tada kal/ (u) apibeztas, ir
(2) jei f(u) apibezta, taiM (u) yra f(u) dvejetainis kodas.

Daline funkcijaf:N™ — N vadinameapskaiciuojama pagal Turing;gei egzistuoja Turing'o
masina), skatiuojanti f. Apskatiuojamy pagal Turing’a funkcijy klase ZyasimeT .

Pavyzdys 5.2.1.Parodysime, kad funkcija
(@) = 1, «dalinasiis 2,
v = 0, prieSingu atveju
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yra apskatiuojama pagal Turing’a. Nesunku jsitikinti, kad Sia funkcija $kads tokia masina:
700 — qo0D
qu — qolD
9B — ¢1BK

@10 — @21N
@11 — 20N

kurios galutiniy b useny a@lyraF = {¢2}.

5.3 Nedeterminuotos Turing’o masinos
Nedeterminuota Turing’o maSinadiname rinkinj
M = <Z,Q,5,QO,F>,

kur:

¥ ={ai,...,a,} yra baigtire aite, vadinamabécele

Q = {qo,q1,-..,qr} yra baigtire b useny aibhe

I CQxXxQxXx{K/N,D}yrapéréjimy aibé
e gy € Q — pradire b'usena; ir
e [ C () yra galutiniy b'usenuy ab

Nesunku pastedii, kad nedeterminuota Turing’o maSina skiriasi nuo determinuotos tik tuo,
kad vietoje pegjimuy funkcijosd Cia turime peejimy aibed, o tai reiSkia, kad nedeterminuota
Turing’o maSina gali tugti kelias komandas su vienoda kairigja ir skirtingomis deSiniosiomis pu-
semis. Tokiu atveju laikome, kad sKaavimo procesas iSsiSakoja ir masina vienu metu pereina |
tiek skirtingu naujuy konfig uracijy, kiek buvo tokiy skirtingy komanduy. Jei kurioje nors Sakoje ma-
Sina el randa kelias skirtingas komandas (su vienoda kairigja puse), tai Si Saka iSsiSakoja | kelias
naujas Sakas ir t.t. Taigi, vietoje nuoseklios konfig uracijy sekésogideterminuotos Turing’o
masinos atvejuiia mes gaunamgkaiciavimo medijsudaryta i$ konfig uracijty;.

Nedeterminuotos Turing’o masinos paprastai haudojamos ne bet kokioms funkcijoms apskai-
Ciuoti, o tik taip vadinamggzistavimo problemgprendimui, t.y. kai reikia tik atsakyti, ar sprendi-
nys egzistuoja ar ne. Pavyzdziui, uzdavinys HAMILTON kai reikia nustatyti, ar duotame grafe eg-
zistuoja Hamiltono ciklas yra egzistavimo problema. Tokiems uzdaviniams pakanka nawdoti ab
celeX = {0, 1, B}, kadangi pradinius duomenis galima koduoti dvejetainiaisskiai Pasirinkus
tokia alecele, bet kuri nedeterminuota Turing’o masSikaskatiuos funkcijaf : {0,1}* — {0,1}.
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Jeixz € {0,1}*, tai laikysime, kadf(x) = 1, jei atsiras tokia konfig uracijy seka (t.y. skavimo
medzio Sakafy — K; — -+ — K, kur K yra pradire konfig uracijdy = qoz 0 K, yra
galutire konfig uracija, kurioje masind sustoja ir iSduoda atsakyma 1. Jei duataeikSmei to-
kios Sakos skaiavimo medyije kuri baigtysi 1ara, tai laikome, kad'(x) = 0. Siuo atveju visose
skatiavimo medZio Sakose masina iSduoda 0 arba dirba be galo.

Pavyzdys 5.3.1.Pateiksime pavyzdj nedeterminuotos Turing’o maSinos, kuri tikrina ar iSpildo-
ma yra dviejy literaly (kintamyjy be neiginio arba su neiginiu) konjunkéija= F; & F, kur
Fi, Fy € {x1,—x1, 29, 22}, Pasirinke abele Y = {B,0,1,2, -, &}, kintamuosiuse; ir zo
koduosime atitinkamai ské&mis 1 ir 2. PavyzdZziui, jei pradnformuk yraF' = x1 & —xo, tai
masinos gjimas bust = 1&—-2. AtsakymasM (z) bus 1, jei duota form@é yra iSpildoma ir O
prieSingu atveju. Viena i$ galimy maSiny (programuy) gali atrodyti taip:

QQl — 1 1D
qu — QQOD
q02 — ¢31D
q02 — Q40D
qo— — qo—D
@& — q&D
@1 — q@1—D
qll — qllD
@12 — 11D
@12 — 10D
qlB — q51K
@& — ¢&D
g2 — q2—D
q21 — ¢20D
QQ2 — q21D
722 — ¢20D
QQB — q51K
@3& — q3&D
g3 — q3—D
q31 — gq31D
q31 — ¢30D
Q32 — q?,lD
q;gB — q51K
& — q4&D
g4 — q4—D
Q41 — Q41D
q41 — q40D
q42 — q40D
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Q4B — q51K
Q51 — q51K
g5 — q70D
& — &K
750 — qs0K
¢sB — q71D
g6 — ¢57K
q6& — ¢70D
qra — qsBK

kur gs yra galutire b usena, o paskutifkomanda reiskia i$ viso 5 komandas gaunamas jstatant
a=0,1,-&B).

B usenoje, masina jstato vietoje pirmo sutikto kintamojo dvi galimas reikSmes 0 ir 1 (lygia-
greciai) ir jsimena koks tai buvo kintamasis ir kokia reik8istatyta, kad sutikusel formuleje ta
patj kintamajj jstatyty ta pgaa reikSme (b usena atitinka vietojex; jstatyta 1, b useng atitinka
vietojex; jstatyta 0, b useng atitinka vietojex, jstatyta 1 ir b useng atitinka vietojex- jstatyta
0). B usenosg —4 masina perega toliau formuds F' kodaz iS kaires | deSine jstatydama reiks-
mes vietoje kito rasto kintamojo. B usengjemasSina griZta atgal i$ kais | deSine ir nustatéja
ar toms reikSrams duota form@d yra teisinga, t.y. virsta 1. Nustas, kad formud klaidinga
(atitinkamai teisinga) masina jraso | juosta 0 (atitinkamai 1), po to pereina | b gisgraso po
atsakymo tarpa B, paeina j kaire ir pereina j galuting b uggna. sustoja.

5.4 Apskakiuojamos funkcijos

Norint formaliai nagrimti algoritmus kaip matematinius objektus, buvo pasi ulyti jvair ugiakai
vimo modeliai: Turing’o masSinos (beje, apdatos gerokai anksau uz realiy kompiuteriy atsira-
dima), RAM (tiesiogires kreipties | atmintj) maSinos, dadis rekursyviosios funkcijos, Markovo
algoritmai. Daliniy funkcijyf : N* — N, apskatiuojamy naudojant iSvardintus modelius, klases
pazynekime atitinkamai” (jau buvo skyrelyje 4.1), RAM, DR ir M. Buvo jrodyta, kad nepaisant
iy modeliy skirtingumo, kiekviename i3 jy gauname téigpapskaiiuojamy funkcijy klase. Sj
rezultata pateikiame be jrodymo:

Teorema 5.4.1.7 = RAM=DR =M.

Remdamasis Siuo rezultatu Church’as pastete, skelbiafia, kad bet kuris i$ Siy skéia-
vimo modeliy sutampa su intuityvia algoritmo savoka, t.y. jei mes galime sugalvoti kokj nors
neformaly algoritma, tai visada §j algoritma galima formalizuoti (tiksliai uZzrasyti) kiekviename i$
modeliy. PaZyreje raideA klase algoritminiy intuityvigja prasme funkcijf: N* — N, gauname,
kad Church’o tee skelbia:
A=T7 =RAM = DR =M.
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Kadangi apsk&iuojamy funkcijy klagé nepriklauso nuo modelio pasirinkimo, tai funkcijas,
apskatiuojamas pagal Turing'a, toliau vadinsime tiesaggskaiciuojamomis funkcijomisei da-
lines funkcijosf : N* — N, reikSe taSkex € N™ apibeZta, Zyneésimef(x) |, jei neapibezta,
zymesimef(x) 1. [rodysime keleta rezultaty apie apstiabjamas funkcijas.

Teorema 5.4.2. Teorema 4.2Egzistuoja neapskai€iuojama funkcifaN — N.

[rodymas. | budas (nekonstruktyvu¥ya Zinoma, kad nat uriniy skai aibes poaibiy aibs
galia yra kontinuumas. Kadangi kiekviena poaibjC N atitinka jo charakteringoji funkcija

x4 : N — Ntokia, kad
1, ze€A;

e ={y TS

tai funkciju f : N — N taip pat yra ne maziau, negu kontinuumas. Kita vertus, kiekviena apskai-
¢iuojama funkcijaf : N — N atitinka kokia nors Turing’o masina, t.y. baigtirkkomandy seka.
Nesunku parodyti, kad visas Turing’o maSinas galima sunumeruoti nat urinidimsk@ir. jro-
dyma Il b'udu). Taigi, apskauojamuy funkcijy aile yra skaiti. Kadangi skéiosios ailes galia yra
mazesmk uz kontinuuma, tai egzistuoja neapgkabjamos funkcijos.

Il budas (konstruktyvus)vedus apribojima, kad Turing’o masinos komandose naudojamy
b useny numeriai nevirSyty bendro komanduycs&as (kiekviena programa galima perradyti taip,
kad ji tenkinty $j apribojima), mes gausime, kad pasirinkus kah@ratecele A = {0, 1, B} kiek-
vienam nat uriniam skaui n € N egzistuoja tik baigtinis skaius skirtingy Turing’o maSiny,
turinCiy lygiai n komandu. Taigi, visas galimas Turing’o masSinas galimas$gti paeiliui, imant
iS pradZiy visas galimas masinas, tdgias 1 komanda ir jas i&dtant abaeles tvarka kaip Zodyne,
po to imant visas galimas masinas iS 2 komanduy ir jasstaht apibezta tvarka ir t.t. Dar daugiau,
tyviai, t.y. sukonstruoti algoritming funkcija i$ Turing’o maSiny @bj nat uraliyjy skéiy aibe
tokia, kad pagal pateikta masinos komanduy seka galima rasti duotos masinos numerj (skaitinj jos
koda) ir atvirk€iai, pagal masinos numerj galima dekoduoti ir surasti, kokios komandos ja sudaro.
Taigi, Turing’o masSinos sudaro skig aibe

M = {My, Ma,...}.

Kadangi viena ir ta péa apskatiuojama funkcija galima apskauoti su be galo daug skirtingy
Turing’o masiny (pridedant, pavyzdziui, nereikSmingas komandas), tatiawiSateikta Turing’o
masiny numeracija duoda taip pat ir efektyvia ap&kmijamuy vieno kintamojo funkcijg : N —
N numeracija

T = {¢17¢27' . '}a

kurioje kiekviena apskaiuojama funkcija gauna be galo daug skirtingy numeriy (numeracija su
pasikartojimais).
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Dabar mes galime apiéfti daling funkcija

(0, () T;
s =13 bala) |.

Jei Si funkcija b uty apskailojama, tai ji patekty | apskéiuojamuy funkciju numeracija ir gauty,
pavydziui, numerjry € N. Tada funkcijap,, tenkinty priesStaringa lygybe

_ [0 bulao) T
o) = G |

Taigi, taip apibezta funkcija negali b uti apskaiojama.

Kas yra paraSes bent viena programa daznai susid uria su reiskiniu, kai programa kazka daro,
bet nesustoja ir neiSduoda rezultaty. DaZniausiai pagiSkad @l programoje jveltos klaidos
ji “uzsiciklina” ir dirba be galo ilgai. Toél b uty labai patogu, jei egzistuoty algoritmas, kuriam
pateikus jusy programos koda ir pradinius duomenis, jis atsakyty, ar programa tiems duomenims
sustos ar ne. Deja, dabar mes jrodysime, kad sustojimo problema yra algoritmiSkai neiSsprendzia-
ma. [

Teorema 5.4.3.Sustojimo problema,, (y) |? yra algoritmiSkai neiSsprendziama.

[rodymas. Tarkime, kad sustojimo problema algoritmiSkai iSsprendziama. Tada b uty iSspren-
dZiama ir paprastegmproblemap, () |?, nes jai galima b uty pritaikyti ta patj algoritma. Taigi,
jei sustojimo problema b uty algoritmiskai iSsprendziama, tada funkcija

_J1L ¢z() |;
@) = { g bol) 1

b uty apské&iuojama. Naudodami Sia funkcija mes galime iSreiksti teoremos 4.2 jrodyme naudota

funkcija f:
[0, k(z)=0;
=17 w1
Pakeite funkcijax skatiuojantj algoritma taip, kad vietoje sustojimo kajx) = 1 jis dirbty be
galo ilgai, mes gausime algoritma, s&iaiojant] funkcijaf. Kadangi buvome jrode, kad funkcija
f néera apskdiiuojama, gauname prieStaravimal

5.5 Algoritmy sudetingumas

Ankstesniuose skyreliuose pamde, kad vienos problemos yra algoritmiSkai iSsprendziamos,
kitos — ne. PavyzdZiui, Hamiltono ciklo grafe egzistavimo problema yra algoritmiskai iSspren-
dziama, o sustojimo problema bei 10-ji Hilberto problema (klausianti, ar duotoji Diofaniylyg
sistema turi sprendinj sveikyju skaj aibeje) yra algoritmisSkai neiSsprendziamos.Cita net ir
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tai, kad egzistuoja uzdavinio sprendimo algoritmas, kartais nepadeda iSspresti duoto uzdavinio,
nes tas algoritmas turi atlikti tiek zingsniu, kiek kartais negalper visa musu gyvenima atlik-

ti greiCiausias kompiuteris. Taigi, tokiu atveju teoriSkai algoritmas egzistuoja, bet praktiskai jis
neduoda jokios naudos. Teldsvarbu mokti matuoti uzdaviniy sugtinguma ir nustatyti ar duo-

tam uZdaviniui egzistuoja tokio satingumo algoritmas, kurj mes galime praktiSkai realizuoti

ir gauti sprendinj per mums priimtina laiko tarpa.

UZdaviniy klasevadinsime vienodo tipo bet skirtingo dydZzio ir priklausannuo skirtingy
duomenuy uzdaviniy aibe. Pavyzdziui, klase HAMILTON sudaro tokie uzdaviniai, kuriuose reikia
nustatyti ar duotame grafe egzistuoja Hamiltono ciklas. AiSku, kad kokj bepaimtume algoritma,
jo zingsniy skatius priklausys tiek nuo grafo dydzio, tiek nuo jo strukturos, t.y. nuo pradiniy
duomeny ilgio ir nuo péy duomeny. Kadangi yra sunku @pti visus galimus duomenis, tai
nuo antro parametro paprastai apsiribojama, nagairt kiek konkretus algoritmas darys Zingsniy
blogiausiu atveju, t.y. jei iS vienodo dydzio duomeny pakli us tokie, kurie yra nepalankiausi Siam
algoritmui.

Tarkime, parametras charakterizuoja uzdavinio dydj palyginus jj su kitais togipa klags
uzdaviniais. Uzdavinio dydis dazniausiai priklauso nuo jo pradiniy duomeny dydzio. Pradiniai
duomenys algoritmuose gali b'uti sveikieji gkaii, aibes (masyvai), matricos, grafai ir jvair us Kiti
objektai. Pavyzdziui, kuo didesnis yra nat uralusisCslsj tuo ilgesnis yra jo dvejetainis kodas.
Kuo yra didesig matrica, tuo daugiau ji turi eifiny ir stulpeliy. Kuo didesnis grafas, tuo daugiau
jis turi virS uniy ir lanky. Taigi, jeA yra nat uralusis skaus, tai jo dydis: = |A| = [log, A]; jei
A ={ay,...,a,} yraaike, tai jos dydis yra elementy skaisn = | A|; jei A yra kvadrati@n x n
matrica, tai jos dydis yra matricos eik. Konkretaus uzdavini®’ is klasesi/ dydj Zymesime|U|.

Tarkime,U yra uzdaviniy klas ir A yra konkretus algoritmas Sios ks uzdaviniams spres-
ti. Konkretaus uzdavinid/ € U sucetingumu sprendZiant jj algoritmd vadiname algoritmod
Zingsniy skadiy iS pradires konfig uracijos iki sustojimo ir ZyaaimeL 4 (U). Algoritmo Zingsniy
skaktiy sprendziant uzdavirlj dar vadina laiku arba laiko setingumu ir Zzymi7’4(U), o panau-
dotos atminties kiekj vadina erdve arba ezg\su@tingumu ir ZymiS4(U). UZdaviniy klagsi
sprendziant Sios klas uzdavinius algoritmid sucetingumu vadiname setingiausio i$S vienodo
dydzio uzdaviniy suetinguma ir Zymime

I4(n) = La(U).
Aln) = max  La(U)

Naudojant du skirtingus algoritmu4 ir B gausime skirtingus s@dingumusL¥ (n) ir L% (n).
Todel uzdaviniy klassi/ sucetingumu vadinsime dydj nepriklausantj nuo konkretaus algoritmo,
o b'utent pasirinksime paties geriausio algoritm@soduma:

IM(n) = mjn I4(n).

Kai uZzdaviniy klag ¢/ yra numanoma, kartais jos setthguma Zymi tiesiogl(n). Taigi,
uzdaviniy klags suétingumas yra ta pati Shannon’o funkcija, kuria mes jau naudojome, kai algo-
ritmai buvo schemos, ju setingumas buvo schemuy dydis, o uzdaviniy &lasvo B ulio funkcijy
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realizacija schemomis. PavyzdZiui, yra Zinoma, kad
Lbinary_search(n) — O(lOgQ n)’ LHAMILTON (77,) — O(n2 . n|)

Kaip matome, pirmasis uzdavinys yra labai paprastas, o antras latuingas. Jaméra Zzinoma
jokio polinominio algoritmgt.y. tokio algoritmoA, kuriam egzistuoty konstantes> 0 ir k > 0
tokios, kad b uty patenkinta nelygyb

LHAMILTON (n) < O(an)

Tokiy uzdaviniy, kuriems yra Zinomi polinominiai algoritmai, visuma informatikoje Zymi rai-
de P. Taigi,
P= {U: LY (n) = Pol(n) = O(cn*)}.

Jau matme, kad nedeterminuoti algoritmai turi daugiau galimybiy uz determinuotus. PavyzdZziui,
visiSkai paprasta sukonstruoti nedeterminuotus polinominius algoritmus uzdaviniams HAMIL-
TON arba SAT, kur SAT uZzdaviniai reiSkia, kad yra duota B ulio foemptiklausanti nua kin-
tamuyijy ir reikia nustatyti, ar Si formalyra iSpildoma. Spresdami §j uzdavinj mes naudodavome
eksponentinio sugtingumo algoritma, sudarydami teisingumo lentelg, t&tiag™ eiluciy.

Tokiy uzdaviniy, kuriems yra Zinomi nedeterminuoti polinominiai algoritmai, visuma infor-
matikoje Zymi raide NP:

NP = {U: 3 nedet. algoritmas!: LY (n) = Pol(n) = O(cn*)}.

Kadangi determinuotus algoritmus galima kartu laikyti ir nedeterminuotais, tai akivaizdu, kad
P C NP. Dauguma mokslininky palaiko hipoteze, kad4°PNP, t&iau jos jrodyti niekam ne-
pavyksta. Tai viena centriniy informatikos ir diskresios matematikos problemy. Neformaliai
uzdaviniai i$ klags P dar yra vadinami lengvais (paprastais), o uzdaviniai, kuriems kol kas nezi-
nomi polinominiai algoritmai (t.y. nezinoma ar jie priklauso P) vadinami sunkiais uzdaviniais.
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